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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ  
ИЗ МЕХАНИКИ С НЕГЛАДКИМИ УСЛОВИЯМИ КОШИ

Аннотация. Изучается смешанная задача в четверти плоскости для одной системы дифференциальных уравне-
ний, описывающая колебания в однородных релаксирующих стержнях постоянного поперечного сечения, которые 
соответствуют модели Максвелла. На нижнем основании задаются условия Коши, причем одно из них имеет разрыв 
первого рода в точке. На боковой границе задается гладкое граничное условие. Для одной из функций системы вы-
водится смешанная задача для уравнения Клейна – Гордона – Фока. Решение строится методом характеристик в не-
явном аналитическом виде как решение интегрального уравнения. Доказывается единственность и устанавливаются 
условия, при которых существует кусочно-гладкое решение. Для второй функции системы рассматривается задача 
Коши. Устанавливаются условия, при которых решение системы обладает достаточной степенью гладкости. 
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CLASSICAL SOLUTION OF A PROBLEM FOR A SYSTEM OF EQUATIONS  
FROM MECHANICS WITH NONSMOOTH CAUCHY CONDITIONS

Abstract. In this article, we study a mixed problem in a quarter-plane for one system of differential equations, which 
describes vibrations in the string from viscoelastic material, which corresponds to the Maxwell model. At the bottom of the 
boundary, we pose the Cauchy conditions, and one of them has a discontinuity of the first kind at one point. We set a smooth 
boundary condition on the lateral boundary. We derive the Klein – Gordon – Fock equation for one function of the studied 
system. We use the method of characteristics to build the classical solution as a solution of some integral equation. We prove 
the uniqueness and establish conditions under which a piecewise smooth solution exists. The Cauchy problem is considered 
the system’s second function. We determine the conditions under which the solution of the system has sufficient smoothness. 
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Введение. Настоящая работа является фактическим продолжением работы [1]. В ней строит-
ся решение смешанной задачи для системы, которая моделирует различные колебательные про-
цессы в стержнях, соответствующих моделям типа Максвелла [2]. Первое уравнение системы 
представляет собой уравнение движения [3] (аналог второго закона Ньютона), а второе является 
аналогом закона Гука в моделях типа Максвелла [2]. 

В ходе решения задачи мы столкнемся со смешанной задачей для уравнения Клейна – 
Гордона – Фока, которую удастся решить. Это уравнение используется для описания динамики 
квантовой частицы с нулевым спином и ненулевой массой покоя (например, бозон Хиггса, пион 
и каон) при скоростях, близких к скорости света [4]. К уравнению Клейна – Гордона – Фока сво-
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дится [5] телеграфное уравнение, описывающее процессы протекания тока в цепи с учетом как 
активной, так и реактивной нагрузки [6]. Также к этому уравнению приводится и уравнение, 
описывающее колебание струны при наличии сопротивления среды [7]. 

На данный момент для телеграфного уравнения изучены в основном следующие типы гра-
ничных задач: задача Коши [6, 8–12], смешанные задачи в полуполосе [6, 13–16], смешанная зада-
ча в случае сопряжения разнородных областей в виде полуполос [17], смешанная задача в криво-
линейной полуполосе [18, 19]. Но следует сказать, что в настоящее время представляет интерес 
рассмотрение задач в полуплоскости для Клейна – Гордона – Фока, хотя в [20] строится фор-
мальное решение такой задачи с однородными условиями Коши, но не изучается вопрос един-
ственности решения. 

Постановка задачи. В области (0, ) (0, )= ∞ × ∞Q  двух независимых переменных 2( , )∈ ⊂ t x Q  

рассмотрим систему уравнений 

	

2 2

2ρ ( , ) ( , ) ( , ), γ ( , ) β ( , ) ( , ),u w u wt x t x f t x t x t x w t x
x x t tt

   
   
    	

(1)

где ρ, γ и β – некоторые положительные константы. К уравнению (1) на части границы ∂Q обла-
сти Q присоединяются условия Коши 

1
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2
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              	

(2)

на другой части границы – граничное условие Дирихле

	 ( ,0) μ( ),     [0, ),w t t t   	 (3)
где w0 и ψ1 – некоторые константы.

Будем полагать, что функции f, σ, φ, ψ2, µ достаточно гладкие, а именно: 1,2 ( ),∈f C Q  
3 2 2 2 ,

2([0, )),   σ ([0, )),   ψ ([0, )),   μ ([0, ));   ( )φ m sC C C C C Q         – множество непрерыв-
но-дифференцируемых функций порядка min( , )m s  на множестве ,Q  имеющих на Q  непрерыв-
ные производные порядка m по переменной t и порядка s переменной x.

Физическая постановка задачи (1)–(3) исследована в статье [1]. Там же показано, что за-
дача (1)–(3) эквивалентна смешанной задаче для функции v, определяемой формулой 

( )( , ) ( , )exp / (2 ) ,= - βw t x v t x t  и задаче Коши для функции u, если 2,1 2,1
,

1,1
,( ) ( ) ( )∈ ∩ ∩t x t xu C Q C Q C Q  

и 2 ( ),∈w C Q  где множества 2,
,
1( ) { | }( ) ( ) ( )Ω ∂ ∂ ∂ ∈ Ω ∧ ∂ ∂ ∂ ∈ Ω= ∧ ∂ ∂ ∂ ∈ Ωx t x t tt t x tt xC u uC Cu uC  

и 1,
,
1 (( ) { })| ( )Ω ∂ ∂ ∈ Ω ∧ ∂ ∂ ∈ Ω= t x x tt xC CuCu u .

Требуется определить функцию v, удовлетворяющую на множестве Q   
 \ {( ,0) | [0, )} \{( , ) | [0, )}Q t t t at t      уравнению Клейна – Гордона – Фока в виде
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(4)

и граничным условиям
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(6)

Для удобства проведения дальнейших расчетов введем обозначения: 2 / ( ),= γ ρβa  
2 21 / (4β ),c      2
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Построение решения смешанной задачи. Для построения решения задачи (4)–(6) рассмо-
трим вспомогательную задачу для уравнения Клейна – Гордона – Фока (4) в области Q. К уравне-
нию (4) на части границы ∂Q области Q присоединяются условия Коши
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(7)

и граничное условие (6). При этом полагаем, что 1 1
1 2* 0,   ψ ([0, *]),   ψ ([ *, )),x C x C x      

2 2ψ ( ) ( )x x   для ( *, ),∈ ∞x x  1 1ψ (0) .   
Как известно [1, 21], общее решение неоднородного уравнения (4) представляет собой сумму 

общего решения однородного уравнения и частного решения неоднородного. Пусть : →pv Q  – 
частное решение неоднородного уравнения (4), удовлетворяющее однородным условиям Коши 

2(0, ) (0, ) 0, (0, ) (0, ).= ∂ = ∂ = p t p t pv x v x v x f x  Такое решение vp существует [1]. Если 1( ),∈f C Q  то 
2 ( ).∈pv C Q

Тогда общее решение уравнения (4) записывается в виде

	 ( , ) ( , ) ( , ),= +pv t x v t x q t x 	 (8)

где q – общее решение однородного уравнения (4). Функция q может быть определена как реше-
ние задачи 

	
2 2 2 2 0,∂ - ∂ - =t xq a q c q 	 (9)
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	 ( ,0) μ( ) μ( ) ( ,0),     [0, ).pq t t t v t t      	 (11)

Заметим, что μ(0) μ(0),   μ (0) μ (0)        и μ (0) μ (0) (0,0).f      Кроме того, можно сказать, что 
гладкость решения v задачи (4), (6), (7) зависит только от гладкости решения q задачи (9)–(11), по-
скольку 2 ( )∈pv C Q  при 1( ).∈f C Q  Предположим, что мы хотим найти разрыв функции v (или 
ее какой-то частной производной, не превышающей второго порядка) на кривой вида x = r(t), тог-
да имеем

( ) ( ) ( )
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Здесь было использовано обозначение ()± – предельные значения функций v, vp и q и их производ

ных ∂ ∂k l
t x  с разных сторон на кривой вида x = r(t), т. е. ( ) ( ) ( )

0
, ( ) lim , ( ) ,

±

∆ → +
∂ ∂ = ∂ ∂ ± ∆k l k l

t x t x
t

v t r t v t r t t  
где r – функция действительного переменного. 

Для построения решения q задачи (9)–(11) разделим область Q на шесть подобластей (рисунок): 
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Разделение области Q характеристиками 0, x at *, x at x * x at x  и *  x at x  на шесть подобластей 

Q(1), Q(2), Q(3), Q(4), Q(5) и Q(6)  
The partition of the domain Q by the characteristics 0, x at *, x at x * x at x  and *  x at x  into six 

subdomains Q(1), Q(2), Q(3), Q(4), Q(5) and Q(6) 
 

Определим функции v(i) и q(i) как локальные решения задач (4), (6), (7) и (9)–(11) 
соответственно в подобластях Q(i), {1,2,3,4,5,6}.i  Пусть 

( ) ( )( , ) ( , ),     ( , ) ( , ), i iv t x v t x q t x q t x  если ( )( , ) , it x Q {1,2,3,4,5,6}.i  (14) 
Оп р е д е л е н и е  1 . Функцию v, определяемую формулой (14), назовем классическим 

решением задачи (4), (6), (7), если ( ) 2 ( )( )j jv C Q  для каждого {1,2,3,4,5,6},j  функция v(j) 
удовлетворяет уравнению (4) в Q(j), функция v удовлетворяет первому из (7) условию 

(0, ) σ( ), [0, ),  v x x x  и граничному условию (6), функция v(1) удовлетворяет второму из (7) условию 
Коши на полуоткрытом отрезке [0, *),x  функция v(2) удовлетворяет этому условию на полупрямой 
( *, ).x  Функции v(j) на границах ∂Q(j) раздела области Q удовлетворяют соответствующим 
условиям сопряжения (33), (40), (42). 

В силу (8) и (14) имеем  
( ) ( )( , ) ( , ) ( , ),      {1,2,3,4,5,6},  i i

pv t x v t x q t x i ( )( , ) , it x Q  (15) 
где q(i) – решение однородного уравнения (9) в области Q(i).  

В области Q(1) общее решение q(1) однородного уравнения (9) удовлетворяет интегральному 
уравнению второго рода 
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24

 
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x at

z y z yq t x p x at g x at dy c q dz t x Q
a aa

 (16) 

где p(1) и g(1) – некоторые дважды непрерывно-дифференцируемые функции, которые выбираются из 
условий Коши (2). В этом случае имеем систему уравнений 
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(1) (1) 2 (1)
1

0
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2 2 2
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Проинтегрировав второе уравнение от 0 до x*, получим 
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Разделение области Q характеристиками 0,- =x at *,+ =x at x *- =x at x  и *- = -x at x   
на шесть подобластей Q(1), Q(2), Q(3), Q(4), Q(5) и Q(6) 

The partition of the domain Q by the characteristics 0,- =x at *,+ =x at x *- =x at x  and *- = -x at x   
into six subdomains Q(1), Q(2), Q(3), Q(4), Q(5) and Q(6)

Определим функции v(i) и q(i) как локальные решения задач (4), (6), (7) и (9)–(11) соответствен-
но в подобластях Q(i), {1,2,3,4,5,6}.∈i  Пусть

	 ( ) ( )( , ) ( , ),     ( , ) ( , ),= =i iv t x v t x q t x q t x  если ( )( , ) ,∈ it x Q {1,2,3,4,5,6}.∈i 	 (14)

О п р е д е л е н и е  1 . Функцию v, определяемую формулой (14), назовем классическим решени-

ем задачи (4), (6), (7), если ( ) 2 ( )( )∈j jv C Q  для каждого {1,2,3,4,5,6},∈j  функция v( j) удовлетво-
ряет уравнению (4) в Q( j), функция v удовлетворяет первому из (7) условию (0, ) σ( ), [0, ),v x x x    
и граничному условию (6), функция v(1) удовлетворяет второму из (7) условию Коши на полу-
открытом отрезке [0, *),x  функция v(2) удовлетворяет этому условию на полупрямой ( *, ).∞x  
Функции v( j) на границах ∂Q( j) раздела области Q удовлетворяют соответствующим условиям 
сопряжения (33), (40), (42).

В силу (8) и (14) имеем 

	
( ) ( )( , ) ( , ) ( , ),      {1,2,3,4,5,6},= + ∈i i

pv t x v t x q t x i ( )( , ) ,∈ it x Q 	 (15)

где q(i) – решение однородного уравнения (9) в области Q(i). 
В области Q(1) общее решение q(1) однородного уравнения (9) удовлетворяет интегральному 

уравнению второго рода

	
(1) (1) (1) 2 (1) (1)

2
0

1( , ) ( ) ( ) , ,     ( , ) ,
24

- +

-

- + = - + + - ∈ 
 

∫ ∫
x at x at

x at

z y z yq t x p x at g x at dy c q dz t x Q
a aa 	

(16)

где p(1) и g(1) – некоторые дважды непрерывно-дифференцируемые функции, которые выбирают-
ся из условий Коши (2). В этом случае имеем систему уравнений

	

(1) (1)

(1) (1) 2 (1)
1

0

( ) ( ) σ( ),     0 *

1( ) ( ) , ψ ( ),     0 *.
2 2 2

x

p x g x x x x

x y x yaDp x aDg x c q dy x x x
a a

    

          

 
 

	

(17)

Проинтегрировав второе уравнение от 0 до x*, получим

	

(1) (1)

1(1) (1) 2 (1)
1 2

0 0 0

( ) ( ) σ( ),     0 *,

ψ ( ) 1( ) ( ) 2 , ,     0 *.
2 22

x x z

p x g x x x x

z z y z yp x g x dz C dz c q dy x x
a aa

    

           

 
  


	

(18)
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Откуда

	

(1) 2 (1)
1 1 2

0 0 0

(1) 2 (1)
1 1 2

0 0 0

σ( ) 1 1( ) ψ ( ) , ,    [0, *],
2 2 2 24

σ( ) 1 1( ) ψ ( ) , ,    [0, *],
2 2 2 24

x x z

x x z

x z y z yp x z dz C dz c q dy x x
a aa

x z y z yg x z dz C dz c q dy x x
a aa

       
 

       
 

  

  




	

(19)

где C1 – произвольная константа из множества действительных чисел. Следовательно, решение 
однородного уравнения (9) в области Q(1) примет вид

(1) 2 (1) (1)
1 2

0

σ( ) σ( ) 1 1( , ) ψ ( ) , ,    ( , ) .
2 2 2 24

x at x at z

x at x at

x at x at z y z yq t x z dz dz c q dy t x Q
a aa

 

 

         
 

  
	

(20)

В области Q(2) общее решение однородного уравнения имеет вид

	

(2) (2) (2) 2 (2) (2)
2

*

1( , ) ( ) ( ) , ,    ( , ) ,
24

- +

-

- + = - + + - ∈ 
 

∫ ∫
x at x at

x x at

z y z yq t x p x at g x at dy c q dz t x Q
a aa 	

(21)

где p(2) и g(2) – некоторые дважды непрерывно-дифференцируемые функции, которые выбирают-
ся из условий Коши. Проделав аналогичные преобразования, получим

	

(2) 2 (2)
2 2 2

* * *

(2) 2 (2)
2 2 2

* * *

( ) 1 1( ) ψ ( ) , ,    [ *, ),
2 2 2 24
( )

σ

1 1( ) ψ ( ) , ,     [ *, ),
2 2

σ
2 24

x x z

x x x
x x z

x x x

x z y z yp x z dz C dz c q dy x x
a aa

x z y z yg x z dz C dz c q dy x x
a aa

        
 

        
 

  

  




	

(22)

где C2 – произвольная константа из множества действительных чисел. Тогда решение однород-
ного уравнения в области Q(2) примет вид

(2) 2 (2) (2)
2 2

*

σ( ) σ( ) 1 1( , ) ψ ( ) , ,    ( , ) .
2 2 2 24

x at x at z

x at x at x

x at x at z y z yq t x z dz dz c q dy t x Q
a aa

 

 

         
 

  
	

(23)

Из формул (20) и (23) видно, что функции q( j) из класса дважды непрерывно-дифферен-

цируемых 2 ( )( ),jC Q  j  =  1,2, если, например, 2 1 *
1σ ([0, )),   ψ ([0, ]),C C x    1

2ψ ([ *, )),C x   
1( ),∈f C Q  где ( ) ,   jQ Q  – замыкания областей Q( j) и Q соответственно. Кроме того, функция 

(1,2) ( ) ( )( , ) ( , ),   ( , )= ∈j jq t x q t x t x Q  является непрерывной на части границы (1,3) (2,3)γ ∪ γ  обла-

сти  Q(3), где ( ,3) ( ) (3) ,γ = ∩j jQ Q  j  =  1,2. Учитывая данный факт, функцию q(3) определяем как 
решение уравнения (9) в области Q(3) с условиями Гурса на характеристиках

	
(3) (1) (3) (2)

* * **
,      .

+ = + = - =- =
= =

x at x x at x x at xx at x
q q q q

	
(24)

Значит, функция q(3) – это решение задачи Гурса для уравнения (9) с граничными условия-

ми (24). Такое решение существует, и оно принадлежит классу 2 (3)( ),C Q  поскольку в общей точ-
ке (0,x*) значения функций (1)

*+ =x at x
q  и (2)

*- =x at x
q  совпадают. Это доказывается в работе [22]. 

Построим q(3), исходя из общего решения уравнения (6) в подобласти Q(3) 

	
(3) (3) (3) 2 (3) (3)

2
* *

1( , ) ( ) ( ) , ,     ( , ) .
24

- + - + = - + + - ∈ 
 

∫ ∫
x at x at

x x

z y z yq t x p x at g x at dy c q dz t x Q
a aa 	

(25)
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Подставив (25) в (24), получим систему функциональных уравнений

* 2 *
(3) (3) (1) (1) 2 (1) (1)

2
0 * 2

(3) (3) (2) (2) (2)

1( * 2 ) ( *) ( * 2 ) ( *) , ( ),
2 24

( *) ( 2 ) ( *) ( 2 ) ( ).

x at x

x at

z y z yp x at g x p x at g x dz c q dy h t
aa

p x g x at p x g x at h t





           
 

      

 

	

(26)

Сделав замены *
2
-

=
x zt

a
 и *

2
-

= -
x zt

a
 соответственно в первом и втором уравнении в (26), полу-

чим систему

	

(3) (3) (1)

(3) (3) (2)

*( ) ( *) ,     [0, *],
2

*( *) ( ) ,     [ *, ).
2

 - + = ∈   


-  + = - ∈ ∞   

x zp z g x h z x
a

x zp x g z h z x
a 	

(27)

Поскольку (3) (3) (3)
*, 0
lim ( , ) ( *) ( *) ( *),σ

x x t
q t x g x p x x

 
    то пусть (3)

3( *) ,=g x C  тогда 
(3)

3.σ( *) ( *)p x x C   В таком случае имеют место представления

	

(3) (1)
3

(3) (2)
3

*( ) ,     [0, *],
2

*( ) ( *),     [ *, ).
2

σ

x zp z h C z x
a

x zg z h С x z x
a

    
 
       

  	

(28)

Таким образом, решение однородного уравнения в области Q(3) примет вид
*

(3)
1 2

*

( ) ( ) 1 1( , ) ψ ( ) ψ ( )σ
2 2 2
σ x x at

x at x

x at x atq t x z dz z dz
a a





  
     

 
2 (2) 2 (3)

2 2
* * * *

1 1, ,
2 24 4

+ - +- + - +   + - +   
   

∫ ∫ ∫ ∫
x at z x at x at

x x x x

z y z y z y z ydz c q dy dy c q dz
a a a aa a  

	

*
2 (1) (3)

2
1 , , ( , ) .

24 - -

- + + ∈ 
 

∫ ∫
x z

x at x at

z y z ydz c q dy t x Q
a aa 	

(29)

З а м е ч а н и е. Сравнивая формулы, приведенные в [23] для волнового уравнения, с фор-
мулой Д’Аламбера [22], мы можем выписать явные представления для функций q(1), q(2) и q(3) 
посредством проведения сравнения с аналогом формулы Д’Аламбера для уравнения Клейна – 
Гордона – Фока [5, 9]. Для строгого обоснования этих формул необходимо непосредственной 
проверкой убедиться в том, что определяемые ими функции удовлетворяют уравнению (9) и на-
чальным условиям (10):

(1) 2 2 2
0 1

( ) ( ) 1( , ) (ξ ) ψσ (ξ) ξ
2 2
σ x at

x at

x at x at cq t x I a t x d
a a





         
 

 
 

	

2 2 2 (1)
1

2 2 2

1 (ξ ) (ξ) ξ, ( , ) ,
2 ξ )

σ
(

x at

x at

ct cI a t x d t x Q
aa t x





     
  


	

(30)

(2) 2 2 2
0 2

( ) ( ) 1( , ) (ξ ) ψσ (ξ) ξ
2 2
σ x at

x at

x at x at cq t x I a t x d
a a





         
 

 
 

	

2 2 2 (2)
1

2 2 2

1 (ξ ) (ξ) ξ, ( , ) ,
2 ξ )

σ
(

x at

x at

ct cI a t x d t x Q
aa t x





     
  


	

(31)
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*
(3) 2 2 2

0 1
( ) ( ) 1( , ) (ξ ) ψ (ξ) ξ

2
σ σ

2

x

x at

x at x at cq t x I a t x d
a a

         
 

 
 

2 2 2
0 2

*

1 (ξ ) ψ (ξ) ξ
2

x at

x

cI a t x d
a a

      
 

 
 

	

2 2 2 (3)
1

2 2 2

1 (ξ ) (ξ) ξ,     ( , ) .
2 (ξ )

σ
x at

x at

ct cI a t x d t x Q
aa t x





     
  


	

(32)

Здесь использовано обозначение In – модифицированная функция Бесселя первого рода порядка n.
Непосредственными вычислениями находим некоторые разрывы

(3) (1) (2) (3)
* *

( ) ( ) 0,
= - = +

- = - =
x x at x x at

v v v v

     (3) (1) (2) (3)
2 1

* *
ψ ( *) ψ ( *) / 2,t t t t

x x at x x at
v v v v x x

   
         

     (3) (1) (2) (3)
2 1

* *
ψ ( *) ψ ( *) / (2 ),x x x x

x x at x x at
v v v v x x a

   
          

        2 (3) 2 (1) 2 (3) 2 (1) 2
2 1 2 1

* *

2 ψ ( *) ψ ( *) 2 ψ ( *) ψ ( *) / 4,t t x x
x x at x x at

v v a v v c t x x a x x
   

            

        2 (2) 2 (3) 2 (2) 2 (3) 2
2 1 1 2

* *

2 ψ ( *) ψ ( *) 2 ψ ( *) ψ ( *) / 4,t t t t
x x at x x at

v v a v v c t x x a x x
   

            

	

     
 

(3) (1) 1 2 (3) 2 (1) (2) (3)
* * *

1 2 (2) 2 (3)

*

,

.

t x t x t t t x t x
x x at x x at x x at

t t
x x at

v v a v v v v

a v v



     



 

              

    
	

(33)

Формулы (33) согласуются с условиями, приведенными в [23, 24].
Для построения решения в областях Q(4), Q(5) и Q(6) введем области 

	

(123)

(456)

{( , ) | 0},

{( , ) | 0}.

= ∩ - >

= ∩ - <

Q Q t x x at

Q Q t x x at 	
(34)

Теперь пусть ( )( , ) ( , ),= ijkq t x q t x  если ( )( , ) ,∈ ijkt x Q {123,456}.∈ijk  При этом имеют место выра-
жения

(123) (123) 2 (123) (123)
2

0

(456) (456) 2 (456) (456)
2

0

1( , ) ( ) ( ) , ,   ( , ) ,
24

1( , ) ( ) ( ) , ,   ( , ) ,
24

- +

-
- +

-

- + = - + + - ∈ 
 

- + = - + + - ∈ 
 

∫ ∫

∫ ∫

x at x at

x at
x at x at

at x

z y z yq t x p x at g x at dy c q dz t x Q
a aa

z y z yq t x p x at g x at dy c q dz t x Q
a aa 	

(35)

где функции p(123), p(456) и g непрерывны всюду в области определения и дважды непрерыв-
но-дифференцируемы почти всюду в области определения. Функции p(123) и g определяются та-
ким образом, чтобы выполнялись начальные условия (7). Удовлетворив начальные условия (7), 
получим выражения для p(123) и g:

	

(123) 2 (123)
123 2

0 0 0

2 (123)
123 2

0 0 0

σ( ) 1 1( ) ψ( ) , ,   [0, ),
2 2 2 24

σ( ) 1 1( ) ψ( ) , ,   [0, ),
2 2 2 24

x x z

x x z

x z y z yp x z dz C dz c q dy x
a aa

x z y z yg x z dz C dz c q dy x
a aa

        
 

        
 

  

  




	

(36)
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где C123 – произвольная константа из множества действительных чисел. Тогда решение однород-
ного уравнения в области Q(123) примет вид

(123) 2 (123) (123)
2

0

σ( ) σ( ) 1 1( , ) ψ( ) , ,  ( , ) .
2 2 2 24

x at x at z

x at x at

x at x at z y z yq t x z dz dz c q dy t x Q
a aa

 

 

         
 

  
  
(37)

Функцию p(456) определим из граничного условия

	
(456) (456)( , ) μ( ) ( ) ( ).q t x t p at g at    	 (38)

Сделав замену t = –z/a, получим 

	
(456) ( ) μ ( ).zp z g z

a
     
 


	
(39)

Вычислим разрывы функции v и ее частных производных до второго порядка на характеристике 
x – at = 0: 

[( ) ( ) ] σ(0) μ(0),
x at

v v 


   

 2
1[( ) ( ) ] [( ) ( ) ] ψ (0) μ (0) σ(0) μ(0) / 2,t t x x

x at x at
v v a v v c t   

 
             

       2 2 2
1

2 2 41 ,4 σ (0) σ(0) μ([( 0) 2 ψ (0) μ (0) 2σ(0) 4 μ (0) (0,0) ( ) )
4

]t t
x at

a c t cv t fv 


              

      2
2

2 2
1

2
2

4

[( ) ( ) ] ,
4 σ (0) σ(0) μ(0) 2 2μ(0) ψ (0) μ (0) 4 μ (0) (0,0)

4
x x

x at

a c t c

a
v v

t f
 



        
   

   

	

     2 4 2 2
14 μ (0) (0,0) σ (0) μ(0) σ(0) 2 μ(0) μ (0) ψ (0) σ(0)

.

[( ) ( )

4

]t x t x
x at

f a

v v

c t c t t

a

 



       



 

    


    

	
(40) 

Формулы (40) согласуются с условиями, приведенными в [25]. Но на самом деле q(123) уже 
была определена ранее как

	

(1) (1)

(123) (2) (2)

(3) (3)

( , ), ( , ) ,

( , ) ( , ), ( , ) ,

( , ), ( , ) ,

 ∈
= ∈
 ∈

q t x t x Q

q t x q t x t x Q

q t x t x Q
	

(41)

и было показано, что функция q(123) является непрерывной, но ее частные производные первого 
и второго порядков терпят разрыв на характеристиках *.± =x at x  В [1] показано, что непрерыв-
ность функции q(123) и ее частных производных зависит только и только от функций p(123) и g, 
а непрерывность функции q(456) и ее частных производных – от функций p(123) и g. Из вышеска-
занного заключаем, что производные p(123) разрывны при значении аргумента, равном x*, а g – 
при x*. В таком случае производные функции p(456), которая определена формулой (39), будут 
разрывны при значении аргумента, равном −x*. Отсюда заключаем, что частные производные 
первого и второго порядков функции q(456) терпят разрывы на характеристиках *+ =x at x  
и *- = -x at x . Из требований непрерывности в таком случае имеет место равенство

	 *
[( ) ( ) ] 0.+ -

= -
- =

x at x
v v

	
(42)
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Те о р е м а  1. Если выполняются условия гладкости для заданных функций: 1( ),∈f C Q  
2 1 1 2

1 2([0, )),   ψ ([0, *]),   ψ ([ *, )),   μ ([0, )),σ C C x C x C          то существует единственное 
классическое решение задачи (4), (6), (7) в смысле определения 1, и оно представляется формула-
ми (15), (35), (37), (39) и (41).

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из формул (15), (35), (37), (39) и (41). Непосредственной провер-
кой убеждаемся, что функции удовлетворяют уравнению (4) и условиям (6), (7). Единственность 
доказывается методом от противного. Если предположить, что существуют два решения, тогда 
для их разности получаем однородное уравнение (4) и однородные условия (6), (7), из которых 
следует единственное нулевое решение согласно работе [26].

Те о р е м а  2. Пусть выполняются условия 1 2 1
1( ),   ([0, )),   ψ ([0, *]),σf C Q C C x      

1 2
2ψ ([ *, )),   μ ([0, )).C x C      Тогда решение задачи (4), (6), (7) в смысле определения 1, кото-

рое представлено формулами (15), (35), (37), (39) и (41), принадлежит классу ( )С Q  тогда и толь-
ко тогда, когда μ(0) σ(0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как было показано ранее, (123) (456)( ) ( ),∈ ∩q C Q C Q  поэтому 
(123) (456)( ) ( ).∈ ∩v C Q C Q  Чтобы решение v было непрерывным в ,Q  необходимо и достаточно 

выполнение равенства [( ) ( ) ] 0,+ -

=
- =

x at
v v  что эквивалентно μ(0) σ(0).

Те о р е м а  3. Пусть выполняются условия 1 2 1
1( ),   ([0, )),   ψ ([0, *]),σf C Q C C x      

1 2
2ψ ([ *, )),   μ ([0, )).C x C      Тогда решение задачи (4), (6), (7) в смысле определения 1, которое 

представлено формулами (15), (35), (37), (39) и (41), принадлежит классу 1 (123) 1 (456)( ) ( )С Q С Q  
тогда и только тогда, когда 1 2ψ ( *) ψ ( *).x x   

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ранее было показано, что условие 1 2ψ ( *) ψ ( *)x x   влечет равенства 

	
   (3) (1) (2) (3)

* *
0,    0,  0,  1.k l k l k l k l

t x t x t x t x
x x at x x at

v v v v k l k l
   

               
	

(43)

Поскольку при условиях гладкости, указанных в теореме, ( ) 1 ( )( ),   {1,2,3},∈ ∈i iq C Q i  то с учетом 

(43) имеем 1 (123)( ),∈q C Q  откуда следует (123) 1([0, ))∈ ∞p C  и 1([0, )),∈ ∞g C  а тогда 
(456) 1(( ,0]).∈ -∞p C  Значит, 1 (456)( ).∈q C Q  Откуда получаем 1 (123) 1 (456)( ) ( ).v С Q С Q 

Те о р е м а  4. Пусть выполняются условия 1 2 1
1( ),   ([0, )),   ψ ([0, *]),σf C Q C C x      

1 2
2ψ ([ *, )),   μ ([0, )).C x C      Тогда решение задачи (4), (6), (7) в смысле определения 1, которое 

представлено формулами (15), (35), (37), (39) и (41), принадлежит классу 2 (123) 2 (456)( ) ( )С Q С Q  
тогда и только тогда, когда 1 2ψ ( *) ψ ( *)x x    и 1 2ψ ( *) ψ ( *).x x 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ранее было показано, что условия 1 2ψ ( *) ψ ( *)x x    и 1 2ψ ( *) ψ ( *)x x   
влекут равенства 

	
   (3) (1) (2) (3)

* *
0,    0,  0,  2.k l k l k l k l

t x t x t x t x
x x at x x at

v v v v k l k l
   

               
	

(44)

Поскольку при условиях гладкости, указанных в теореме, ( ) 2 ( )( ),   {1,2,3},∈ ∈i iq C Q i  то 

с учетом (44) имеем 2 (123)( ),∈q C Q  откуда следует (123) 2 ([0, ))∈ ∞p C  и 2 ([0, )),∈ ∞g C  а тогда 
(456) 2 (( ,0]).∈ -∞p C  Значит, 2 (456)( ).∈q C Q  Откуда получаем 2 (123) 2 (456)( ) ( ).v С Q С Q 

Предельный переход. Возвращаемся к задаче (4)–(6). Ее решение может быть получено пре-
дельным переходом из решения задачи (4), (6), (7). Устремив x* к нулю, получим, что области 
Q(1), Q(3), Q(4) и Q(5) уменьшаются и в пределе становятся пустыми множествами, но их значения 
будут влиять на значения решения на характеристике x – at = 0, поскольку замыкание множеств 
Q(3) и Q(5) станет характеристикой x – at = 0, а замыкание Q(1) и Q(4) станет точкой (0,0). В то же 
время области Q(2) и Q(6) останутся, и решение будет иметь вид
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(2)

(1) (4)

(3) (5)

(6)

( , ),     0,

[  или ]( , ),    0,   0,
( , )

[  или ]( , ),     0,   0,   0,

( , ),    0,  

v t x x at

v v t x t x
v t x

v v t x x at t x

v t x x at

  


 
 

   


  	

(45)

где функции v(2), v(3), v(5) и v(6) определены формулами (15), (35), (37), (39) и (41) при x* = 0. 
Для корректности предельного перехода необходимо, чтобы кусочно-заданная функция v 

была дважды непрерывно-дифференцируемой в Q(i) для каждого {1,2,3,4,5,6}.∈i  Это будет вы-
полнятся, если будет выполняться условия гладкости: 1 2 1

1( ),   ([0, )),   ψ ([0, *]),σf C Q C C x      
1 2

2ψ ([ *, )),   μ ([0, )).C x C      Для единственности решения необходимы равенства функций v(3) 
и v(5), а также их частных производных до второго порядка включительно, на характеристике x – at = 0,  
что будет выполнено при выполнении условий 2 2

1μ (0) σ (0) σ(0) (0,0),   μ (0) ψ (0),a c f         
и μ(0) σ(0).  

В точке (0,0) можно положить v равным σ(0). Такой же результат можно получить непосредственно 
из формулы (45) предельным переходом, так как непрерывность v на множестве Q  будет сохранена. 
Также останутся в силе и некоторые другие свойства решения, относящиеся к непрерывности. Так, 
например, если выполнены условия 1 2 1

2( ),   ([0, )),   ψ ([0,σ )),f C Q C C       2μ ([0, )),C   то ре-
шение будет из классов ( )2( ),   {( , ) | 0, 0, 0}> > - >C Q C t x t x x at  и ( )2 {( , ) | 0, 0, 0} .> > - <C t x t x x at  
Более того, v будет принадлежать классу 2 2( ) ( ) ( ),- +∩ ∩C Q C Q C Q  где

	

{( , ) | 0, 0, 0},
{( , ) | 0, 0, 0}.

-

+

= > > - >
= > > - <

Q t x t x x at
Q t x t x x at 	

(46)

Сформулируем результат в виде теоремы. 
Те о р е м а  5. Пусть выполняются условия 1 2 1

2( ),   σ ([0, )),   ([0, )),f C Q C C       
2μ ([0, )),C   тогда решение задачи (4)–(6) в смысле определения 1 при x* = 0, представленное 

формулой (45), является единственным тогда и только тогда, когда выполняются условия со-
гласования 2 2

1μ (0) σ (0) σ(0) (0,0),   μ (0) ,a c f         и μ(0) σ(0).  Кроме того, оно принадле-
жит классу 2 2( ) ( ) ( )- +∩ ∩C Q C Q C Q  и удовлетворяет следующим условиям сопряжения:

[( ) ( ) ] σ(0) μ(0),
x at

v v 


   

2
2[( ) ( ) ] [( ) ( ) ] ψ (0 ) μ (0) (σ(0) μ(0)) / 2,t t x x

x at x at
v v a v v c t   

 
              

 

       2
2

2 2

2 2

41 ,4 σ (0) σ(0) μ(

[( ) ( ) ]

ψ (0) 2 μ (0) 2σ(0) 4 μ (0) (0,0 )
4

) 0

t t
x at

v

a c t c t

v

f

 


   

             

      

2 2

2
2 4 2 2

2

[( ) ( ) ]

ψ (0 )
,

4 σ (0) σ(0) μ(0) 2 2μ(0) μ (0) 4 μ (0) (0,0)

4

x x
x at

a c t

v

c t f

a

v  



     

   

  


    

     2
2

2 4 24 μ (0) (0,0) σ (0) μ(0) σ(0) 2 μ(0) μ (0) σ(0)
.

[( ) ( ) ]

ψ 0

4

( )

t x t x
x at

f a c t c t t

v v

a

 


    

         






    

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из рассуждений выше.
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Классическое решение системы уравнений. Возвращаемся к исходной системе (2)–(4). 
Сформулируем теорему.

Те о р е м а  6. Функция v, определяемая как ( , ) ( , )exp ,
2

 
= - β 

tw t x v t x  принадлежит классу 

( ),mС   где 2 ,Ω⊂   тогда и только тогда, когда ( ).mw С 
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из формулы Лейбница.
Используя выводы, полученные ранее, заключаем, что задача (4)–(6) имеет классическое ре-

шение тогда и только тогда, когда 

	
2 2

μ(0) μ (0) γ 1 γμ (0) σ (0) σ(0) (0,0),
β ρβ ρβ4β 4β

f
x

      
 	

(47)

	
0

μ(0) σ(0)μ (0) ,
2 2β

w   
 	

(48)

	 µ(0) = σ(0).	 (49)

Теперь определим функцию u. Ее можно найти как решение первого уравнения из (1) с усло-
виями Коши (2). В результате получим 

	

2

2
1( , ) ( , ) ( , ) ,
ρ

u wt x t x f t x
xt

       	
(50)

	 0

1( , ) ψ( ) (τ, ) τ,
ρ

tu wt x x f x d
t x

       


	
(51)

	 0 0

1( , ) φ( ) ψ( ) λ (τ, ) τ,
ρ

t wu t x x t x d f x d
x

       
 

	
(52)

	
( , ) ( , )exp .

2
tw t x v t x  

    	
(53)

Из формулы (52) приходим к выводу, что, вообще говоря, ( ),u С Q  поскольку в общем случае 
(0) (0 ),ψ ≠ ψ +  а данное условие является необходимым для непрерывности функции u на множе-

стве .Q  Сформулируем результат в виде теоремы. 
Те о р е м а  7. Пусть выполняются условия 1,2 3 2( ),   ([0, )),   σ ([0, )),φf C Q C C      

2 2
2ψ ([0, )),   μ ([0, )).C C     Тогда решение задачи (4)–(6), представленное формулами (45), 

(52) и (53), является единственным тогда и только тогда, когда выполняются условия согласо-
вания (47)–(49). Кроме того, 2,1 2,1 2,1 2,1 1

,
,1 1,1

, , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )- + - + - +∩∈ ∩ ∩ ∩∩ t x t x t x t xu C Q C Q C Q C Q C Q C Q  
и 2 2( ) ( ) ( ).- +∈ ∩ ∩w C Q C Q C Q

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из рассуждений выше.
Заключение. Была рассмотрена одна система дифференциальных уравнений, описывающих 

колебания в однородных релаксирующих стержнях постоянного поперечного сечения. Краевая 
задача для такой системы была сведена к краевой задаче для уравнения Клейна – Гордона – Фока 
и задаче Коши для дифференциального уравнения c частными производными второго порядка. 
Построено решение краевой задачи для уравнения Клейна – Гордона – Фока. Доказана един-
ственность такого решения, выведены условия, при которых такое решение будет классическим. 
Сформулированы и доказаны необходимые и достаточные условия для гладкости решения крае-
вой задачи для уравнения Клейна – Гордона – Фока. Построено решение исходной системы диф-
ференциальных уравнений, показана зависимость его гладкости от функции, присутствующей 
в системе. Одним из важнейших результатов работы является рассмотрение задачи, когда одна 
функция из условий Коши задается на множестве нулевой меры Жордана. В этом случае были 
получены не только условия существования решения, но и доказаны достаточные условия для 
единственности решения.
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