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ЭФФЕКТ ХОЛЛА В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО

Аннотация.	Рассмотрена	задача	классического	и	квантового	движения	заряженной	частицы	в	двумерном	про-
странстве	Лобачевского	при	наличии	аналогов	однородного	магнитного	и	электрического	полей.	На	ее	основе	по-
лучены	выражения	для	проводимости	 классического	и	 квантового	 эффекта	Холла.	Показано,	 что	 в	 пространстве	
Лобачевского	наличие	небольшого	электрического	поля	приводит	к	смещению	ступенчатой	структуры	квантовой	
проводимости	Холла.
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THE HOLL EFFECT IN LOBACHEVSKY SPACE

Abstract. In this paper, we consider the problem of the classical and quantum movement of a charged particle in 
a	 two-dimensional	 Lobachevsky	 space	 in	 the	 presence	 of	 analogues	 of	 uniform	 magnetic	 and	 electric	 fields.	 Based	 on	
this	 consideration,	 equations	 for	 the	 conductivity	 for	 the	 classical	 and	 quantum	Hall	 effect	 are	 obtained.	 It	 is	 shown	 that	
in	 Lobachevsky	 space	 the	 presence	 of	 a	 small	 electrical	 field	 leads	 to	 a	 shift	 of	 the	 stair	 structure	 of	 the	 quantum	Hall	
conductivity.
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Введение.	Модели	Пуанкаре	двумерного	пространства	Лобачевского	и	задача	о	движении	за-
ряженной	частицы	в	постоянном	однородном	магнитном	поле	в	евклидовом	пространстве	в	про-
екции	на	плоскость,	перпендикулярную	вектору	индукции	поля,	находятся	в	интересной	корре-
ляции.	Классические	траектории	задачи	о	движении	в	постоянном,	однородном	поле	–	окруж-
ности	в	моделях	Пуанкаре,	реализованных	в	круге	и	на	полуплоскости	евклидова	пространства,	
выступают	 в	 качестве	 прямых	 плоскости	 Лобачевского.	 Поскольку	 аналоги	 постоянного	 маг-
нитного	поля	могут	быть	введены	в	пространстве	Лобачевского,	то	встает	вопрос	исследования	
подобия	и	различия	теоретических	предсказаний.	Развитие	возможностей	создания	различных	
свойств	материалов	привело	к	реализации	множества	теоретических	идей.	Стало	очевидно,	что	
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физика	конденсированного	состояния	может	эффективно	воссоздавать	движение	частиц	в	неев-
клидовых	пространствах,	в	особенности	гиперболического	типа	[1–5].	Это	делает	актуальным	
исследование	задачи	о	квантовом	эффекте	Холла	в	пространстве	Лобачевского.	Двумерная	за-
дача	квантовой	механики	для	заряженной	частицы	в	пространстве	Лобачевского	при	наличии	
внешнего	однородного	магнитного	поля	изучалась	в	ряде	работ.	Впервые	она	была	рассмотрена	
и	решена	в	 [6].	В	 [7]	было	дано	классическое	и	квантовое	описание	проблемы	с	нахождением	
спектра	состояний.	В	частности,	было	показано,	что	SL(2,R)-симметрия	является	динамической,	
когда	рассматривается	вся	плоскость	Лобачевского.	Спектр	классифицирован	согласно	подходя-
щему	представлению	группы	SL(2,R).	Другой	подход	для	данной	проблемы	на	основе	интеграла	
по	траекториям	был	представлен	в	[8–10].	Стоит	отметить,	что	классическая	и	квантовая	задачи	
движения	заряженной	частицы	в	трехмерном	пространстве	Лобачевского	при	наличии	аналогов	
однородных	электрических	и	магнитных	полей	были	подробно	исследованы	в	[11–14].	Изучение	
движения	заряженной	частицы	в	пространстве	Лобачевского	при	наличии	внешнего	однородно-
го	магнитного	поля	позволило	получить	некоторые	результаты	для	эффекта	Холла.	В	частности,	
была	исследована	волновая	функция	основного	уровня	Ландау	для	искривленных	пространств	
и	на	ее	основе	построена	волновая	функция	Лафлина	для	эффекта	Холла	[15].	Также	было	пока-
зано,	что	проводимость	Холла,	по	аналогии	с	плоским	пространством,	может	быть	связана	с	ге-
ометрическим	инвариантом	с	определенным	топологическим	индексом	[16].	В	[17]	было	изучено	
влияние	кривизны	и	температуры	в	пространстве	Лобачевского	на	ступенчатую	структуру	про-
водимости	Холла.	Однако	ни	одна	из	этих	работ	не	рассматривала	явное	присутствие	внешнего	
электрического	поля	и	его	влияния	на	уровни	Ландау	и	соответствующую	проводимость	эффек-
та	Холла.	Данное	исследование	призвано	восполнить	этот	пробел	и	явно	описать	классический	
и	квантовый	эффекты	Холла	при	наличии	внешнего	магнитного	и	электрического	полей	в	про-
странстве	Лобачевского.

Классический эффект Холла в пространстве Лобачевского. Магнитное и электрическое 
поля в пространстве Лобачевского. Двумерное	 пространство	 Лобачевского	 можно	 вложить	
в	трехмерное	псевдоевклидово	пространство.	В	этом	случае	объемлющие	координаты	U0, U1, U2 
задаются	следующими	выражениями:
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определенные	в	интервале	–∞	<	x, y	<	∞.
Воспользовавшись	соотношениями	(2),	мы	можем	записать	пространственную	часть	интер-

вала	в	квазидекартовых	координатах:	

 
2 2 / 2 2= e ,− ρ +ydl dx dy  (3)

где	ρ	–	радиус	кривизны	пространства.	Переход	к	евклидову	пространству	реализуется	в	пределе	
ρ	→	∞.

Внешнее	магнитное	и	электрическое	поля,	являющиеся	решениями	уравнений	Максвелла	
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для пространства, определяемого метрикой (3), могуть быть выражены через вектор-потенциалы

 
/ /= (e 1), = (e 1),- ρ ρρ - ρ -y y

x tA B A E  (5)

где константы B и E определяют напряженности магнитного и электрического полей, которые 
переходят в однородные поля для плоского пространства. Стоит отметить, что решение (5) удов-
летворяет ковариантному условию калибровки Лоренца.

Классическое движение в однородных магнитных и электрических полях в простран-
стве Лобачевского. Начнем рассмотрение с классического нерелятивистского лагранжиана для 
частицы в магнитном и электрическом полях, заданных (5),
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где m – масса частицы, q – заряды частицы, c – скорость света в вакууме.
Уравнения движения для лагранжиана (6) записываются как
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где = .w
qB
mc

Cделав замену переменной, положив /= e- ρρ

yu  и проинтегрировав (7), выбирая постоянную 
интегрирования таким образом, чтобы правильно воспроизводился плоский предел, можно пе-
реписать уравнения движения (7) в упрощенном виде: 
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Решение уравнений (8) при учете начальных условий записывается как 
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в данном пределе уравнения для переменных (x, y) переходят в хорошо известные выражения 
для движения заряженной частицы в постоянном магнитном и электрическом полях [18]: 
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Движение заряженной частицы в пространстве Лобачевского для разных значений электри-
ческого напряжения представлены на рис. 1. Поведение электрона при отсутствии внешнего 
электрического поля совпадает с классическим случаем, рассмотренным в статье [7].

Классический эффект Холла в пространстве Лобачевского. Плотность тока в классиче-
ском случае можно связать со скоростью заряженной частицы следующим соотношением: 
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 = ,µ µ- ej n qx  (11)

где ne – плостность заряженных частиц. Свободные электроны мо-
гут рассеиваться друг на друге, что может быть учтено за счет до-

бавления слагаемого в виде ,
µ

t
mx  где τ – среднее время рассеяния. 

Мы также требуем стационарности процесса (среднее ускорение 
электронов равно нулю), которое накладывает ограничение в виде 
уравнения для геодезической 
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Уравнения движения (7) с учетом условия стационарности (12) 
(связано с рассеянием носителей зарядов) можно записать через 
плотность тока (11) в следующем матричном виде: 
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Уравнение (13) – закон Ома в пространстве Лобачевского: плот-
ность тока линейно пропорциональна электрической напряженно-
сти = ,µ µ ν

νsj E  где µ
νs  – тензор проводимости, а обратная ей вели-

чина – удельное сопротивление 
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При этом 
2

DC = .ts eq n
m

Из (14) видно, что удельное сопротивление, определяемое недиагональными элементами ма-

трицы, сводится к такому же, как и в плоском пространстве, выражению (см. [19]) = ,ρ xy
e

B
qcn

 и не 

зависит от времени рассеяния τ (не зависит от чистоты образца). Данный вывод представляет 
фундаментальное свойство материи – линейный рост сопротивления с увеличением магнитного 
поля B (рис. 2). 

Рис. 2. Удельное сопротивление по направлениям ‶xy″ и ‶xx″ в зависимости от напряженности магнитного поля B 
и координаты ‶y″ с параметрами ρ = 10, m, c, q, τ, ne = 1

Fig. 2. Resistivity in directions ‶xy″ and ‶xx″ depending on the magnetic field strength and coordinate ‶y″ with parameters 
ρ = 10, m, c, q, τ, ne = 1

Рис. 1. Траектории движения 
при B = 10, q, c, m, ρ = 1

Fig. 1. Movement trajectories for 
B = 10, q, c, m, ρ = 1
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В то же время /
DC

1=
e ρρ

s
 xx y  не зависит от величины магнитного поля, а благодаря эффекту 

кривизны удельное сопротивление стремится к нулю на бесконечности. 
Квантовый эффект Холла в пространстве Лобачевского. Уровни Ландау для простран-

ства Лобачевского. Гамильтониан квантовомеханической задачи для электрона в электромаг-
нитном поле в искривленном пространстве в общем виде может быть записан (см., напр., [20]) как
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где R – скалярная кривизна Риччи, которая для метрики (3) принимает вид 2
2 .= -
ρ

R  

Воспользуемся выражениями для метрики (3) и вектор-потенциалами для электромагнитного 
поля (5), тогда гамильтониан (15) приобретет вид 
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Для пространства Лобачевского, заданного метрикой (3), можно ввести операторы, соответ-
ствующие двум трансляциям и вращению: 
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С учетом магнитного поля (5) операторы в (17) модифицируются следующим образом: 
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Введем новые операторы, построенные, как линейные комбинации (18), 
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которые подчиняются перестановочным соотношениям

 
2

0 1 2 0 2 1 1 2 0[ , ] = ,      [ , ] = ,      [ , ] = / ,- - ρJ J iJ J J iJ J J iJ  (20)

и, следовательно, образуют алгебру Ли группы SU(1,1). 
Алгебра (20) содержит инвариант Казимира, пропорциональный гамильтониану задачи 
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Таким образом, задача имеет симметрию, выражающуюся алгеброй Ли группы SU(1,1) при на-
личии и отсутствии магнитного поля. В плоском пределе операторы алгебры (20) переходят 
в алгебру Вейля – Гейзенберга.

Величина оператора Казимира (21) дает различные представления группы SU(1,1) и соот-
ветствующие спектры значений гамильтониана H. Так, для отрицательных значений оператор 
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Казимира имеет непрерывный спектр значений (основная серия [21]) и дискретный, когда опе-
ратор Казимира положителен [22]. Дополнительная непрерывная серия возникает тогда, когда 
в операторе Казимира один из инфинитезимальных операторов мнимый. Такая ситуация воз-
можна, только если магнитное поле (или кривизна) каким-то образом имеет действительную 
и мнимую компоненты [22].

Уровни Ландау для пространства Лобачевского в магнитном и электрическом полях. 
Уравнение движения для гамильтониана (15) при наличии электрического поля, заданного урав-
нением (5), имеет вид
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При подстановке волновой функции в виде /= e e ( )-Ψ ϕiEt ik xx y  и введении новой переменной 
/= e y rhou  уравнение движения приобретает вид 
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(23)

где 

 3 2 2 4 1= ( ),     = 2 ( ) ,     = ( ) ,     = / ,     = / .
4x xA k b B b k b C b E q                

 
    

Решение уравнения (23) можно искать в виде степенного ряда, который собирается в гипергео-
метрическую функцию, которая в свою очередь может быть представлена в виде многочленов 
Лагерра: 

 
/ 2 1= e e e (2 ),- - γ γ-Ψ iEt ik x zxn nN z L z  (24)

где 
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Дискретные уровни энергии даются выражением 
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где 
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2= 1 ,      = .
-

ρ
 
+  ρ 

x B
B

k l cB l
qB

Переход в плоский предел в (25) воспроизводит результат для плоского пространства [19]. 
Существенной особенностью пространства Лобачевского является то, что дискретный спектр 

переходит в непрерывную серию при энергии, превышающей 
2

max =
2
w

+ ρ
mE qE  с максимальным 

квантовым уровнем 2 2
max

1= .
2

-
ρρ - +

w
B

qn l BE  Число уровней в зависимости от kx уменьшается 

на величину ,
w

qE  а энергия при больших значениях kx выходит на плато и ведет себя так же, как 

при E = 0, но смещенное на величину qEρ (рис. 3).
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Рис. 3. Сплошные линии обозначают уровни энергий в зависимости от kx при значении параметров  
q, ћ, c, B, m, E = 1, пунктирные линии соответствуют уровням для плоского пространства,  

а штриховая линия – максимальному значению энергии Emax

Fig. 3. Solid lines depict the energy levels depending on kx, with parameter values: q, ћ, c, B, m, E = 1, the dotted lines 
correspond to the levels for a flat space, and the dashed line depicts the maximum energy value Emax

Квантовый эффект Холла в пространстве Лобачевского при малом токе. Дискретный 
спектр энергетических уровней (26) при ненулевой напряженности электрического поля E ≠ 0 
зависит от двух квантовых чисел – n, kx. Таким образом, наличие внешнего электрического по-
ля снимает вырождение по квантовому числу kx. Однако в сравнении с плоским пространством 
спектр уровней выходит на плато и перестает зависеть от kx, что показано на рис. 3. В связи 
с этим мы рассмотрим случай, когда основной вклад в эффект Холла дается частицами с боль-
шим значением kx. 

Локальная плотность квантовых состояний дискретного спектра для двумерного случая мо-
жет быть представлена как мнимая часть от функции Грина [23]: 

 
2

0
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 + ε π  
∫n E G x x E i d x
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(26)

где S – площадь поверхности рассматриваемого образца, а мнимая часть функции Грина может 
быть записана как 

 

2

0 00< < max

2

0< < max

| |Im ( , , ) = Im =lim lim

= | | ( ) .

∞
- ρε→ ε→

∞
- ρ

 Ψ + ε    - + ε    

π Ψ δ -

∑ ∫

∑ ∫

n
xb

nn n

n n xb
n n

G x x E i dk
E E i

E E dk
 

(27)

Полное число состояний может быть представлено интегрированием по энергии 
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(28)

где EF – энергия Ферми. Предполагая, что выполняется γ = bρ2 – n (справедливо для больших kx), 
можно проинтегрировать (28), используя соотношения из [6], и просуммировать аналогично то-
му, как было сделано в [17]: 
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(29)
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b

σxy/σ0

Рис. 4. Проводимость для нулевой кривизны (штриховая синяя линия), для пространства Лобачевского  
без однородного электрического поля (пунктирная красная линия) и с ним (сплошная зеленая линия)

Fig. 4. Conductivity for zero curvature (dashed blue line), for Lobachevsky space without (dashed red line) and with  
(solid green line) a uniform electric field

где 2 2 2 21[ ] = 2 /
2

 ρ + -ρ ρ - + ρ  
FY b b mE Fm  – целая часть выражения в скобках. Соответ- 

ствующая проводимость, если энергия Ферми находится в энергетической щели, дана выраже-
нием [24] 
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s s
∂

xy
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S B  

(30)

где 
2

0 = .s
q
h

 В сравнении с выражением для проводимости при наличии только магнитного 

поля [17], в выражении (30) возникло дополнительное смещение, изображенное на рис. 4, за счет 
электрического поля. Стоит отметить, что данный эффект имеет место только в пространстве 
Лобачевского из-за наличия плато в спектре энергии при больших значениях, которое отсут-
ствует для случая плоского пространства.

Заключение. Рассмотрены аналитические решения задачи движения классической и кван-
товой заряженной частицы в двумерном пространстве Лобачевского при наличии аналогов од-
нородного магнитного и электрического полей. Основываясь на данных решениях, была полу-
чена проводимость для классического и квантового эффекта Холла. В частности, показано, что 
в пространстве Лобачевского выполняется классический закон Ома и проводимость для эффекта 
Холла имеет схожий вид как и для плоского пространства. Для квантового эффекта Холла про-
демонстрировано смещение ступенчатой структуры за счет наличия аналога однородного элек-
трического поля.
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