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АБ НАБЛІЖЭННІ ФУНКЦЫІ Usin xUs 
РАЦЫЯНАЛЬНЫМІ ТРЫГАНАМЕТРЫЧНЫМІ АПЕРАТАРАМІ ФЕЕРА

Анатацыя. Апраксімацыя з дапамогай трыганаметрычных шэрагаў Фур’е з’яўляецца добра распрацаваным кі-
рункам тэорыі набліжэння паліномамі. Метады набліжэння рацыянальнымі трыганаметрычнымі шэрагамі Фур’е 
даследаваны ў меньшай ступені. У прыватнасці, рацыянальныя трыганаметрычныя аператары Феера ў рацыя-
нальнай апраксімацыі са свабоднымі полюсамі не выкарыстоўваліся. У рабоце даследуецца апраксімацыя функцыі 
| sin | , (0;2),∈sx s  рацыянальнымі трыганаметрычнымі аператарамі Феера. Атрымана інтэгральнае прадстаўленне 
астатку набліжэння функцыі, якая разглядаецца, азначаным метадам. Знойдзена ацэнка такіх набліжэнняў у пунк-
тах аналітычнасці функцыі | sin |sx  пры ўмове паўнаты адпаведнай сістэмы рацыянальных функцый. На прыкладзе 
набліжэння рацыянальнымі функцыямі Феера з двума геаметрычна рознымі полюсамі паказана, што парадак раўна-
мернага набліжэння ў гэтым выпадку вышэйшы за парадак набліжэння трыганаметрычнымі паліномамі. У якасці 
выніку атрымана асімптатычная ацэнка раўнамернага набліжэння трыганаметрычнымі сумамі Феера ў полінаміяль-
ным выпадку. 

Ключавыя словы: рацыянальная апраксімацыя, рацыянальныя трыганаметрычныя аператары Феера, асімпта-
тычныя ацэнкі, мажаранта раўнамерных набліжэнняў 
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ON THE APPROXIMATION OF THE Usin xUs  
FUNCTION BY RATIONAL TRIGONOMETRIC OPERATORS OF THE FEJÉR TYPE

Abstract. Approximation by trigonometric Fourier series is a well-developed branch of the theory of approximation by 
polynomials. Methods of approximation by rational trigonometric Fourier series have not been researched so deeply yet. In 
particular, rational trigonometric operators of the Fejér type have not been used in the rational approximation with free poles. 
In this paper, we consider the approximation of the function | sin | , (0;2),∈sx s  by rational trigonometric operators of the Fejér 
type. An integral representation of the remainder for the above-mentioned approximation is obtained. An estimate of approx-
imations is found in the points of analyticity of the function | sin |sx  under the condition that the corresponding system of ra-
tional functions is complete. It is shown that the order of uniform approximation in the case of approximation by rational Fejér 
functions with two geometrically different poles is higher than the order of approximation by trigonometric polynomials. As 
a result, an asymptotic estimation of the uniform approximation by trigonometric Fejér sums in the polynomial case is obtained.
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Уводзіны. Даследаванне набліжэнняў 2π-перыядычных функцый з дапамогай сум Феера 
бярэ свой пачатак з прац Л. Феера [1], А. Лебега [2], на сённяшні дзень мае багатую гісторыю 
і шырокае прымяненне ў полінаміяльнай апраксімацыі [3, 4]. У 1956 г. былі пабудаваны рацыя-
нальныя шэрагі Фур’е на адзінкавай акружнасці, якія абагульняюць трыганаметрычныя шэрагі 
Фур’е [5]. Некалькі пазней – уведзены рацыянальныя аператары Феера, Джэксана і Вале Пусэна 
[6]. Частковыя сумы рацыянальных шэрагаў Фур’е, рацыянальныя аператары Джэксана і Вале 
Пусэна знайшлі шырокае прымяненне ў тэорыі рацыянальных набліжэнняў, у прыватнасці ў зна-
ходжанні класаў функцый, якія адлюстроўваюць асаблівасці рацыянальнай апраксімацы [7, 8]. 
Што датычыцца рацыянальных трыганаметрычных аператараў Феера, то яны ў рацыянальнай 
апраксімацыі са свабоднымі полюсамі асаблівых прымяненняў не знайшлі.

Заўважым, што большасць прац па тэорыі рацыянальнай апраксімацыі прысвечаны алге-
браічнаму выпадку [7]. Так, напрыклад, задача аб апраксімацыі непарыўных на адрэзку функ-
цый рацыянальнымі функцыямі з фіксаванай колькасцю геаметрычна розных полюсаў была 
разгледжана ў [9, 10]. Даследаванні ў гэтым кірунку былі працягнуты ў [11, 12] і інш. Адзначым 
таксама артыкул [13], у якім вывучаюцца набліжэнні функцый Маркава інтэгральнымі аперата-
рамі тыпу Фур’е – Чабышова на аснове рацыянальных функцый Чабышова – Маркава і ў выпад-
ку фіксаванай колькасці геаметрычна розных полюсаў даследуецца мажаранта ўказаных на-
бліжэнняў. Апраксімацыя сярэднімі Феера рацыянальных шэрагаў Фур’е – Чабышова з двума 
геаметрычна рознымі полюсамі была даследавана ў [14].

У дадзенай рабоце разгледжана апраксімацыя функцыі | sin | , (0;2), ,∈ ∈sx s x R  рацыяналь-
нымі трыганаметрычнымі аператарамі Феера. Усталявана інтэгральнае прадстаўленне такіх на-
бліжэнняў і іх асімптатычнае выражэнне пры ( ,0) (0, ).∈ −π πx  У выпадку двух геаметрычна 
розных полюсаў атрыманы раўнамерная ацэнка, асімптатычны выраз мажаранты набліжэнняў, 
а таксама знойдзены аптымальныя значэнні параметраў, якія забяспечваюць максімальную хут-
касць меншання гэтай мажаранты.

Набліжэнні ў агульным выпадку. Няхай
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Такія аператары былі ўведзены ў [15], яны з’яўляюцца некаторай мадыфікацыяй аператараў 
Феера з [6].
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Л е м а  1. Для функцыі D2n(t,x) праўдзіцца роўнасць 
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Тэарэма 1 даказваецца аналагічным чынам, як і адпаведная тэарэма працы [16].
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Д о к а з. З тэарэмы 1 вынікае, што 
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2 2 22 2 2 2 2 2

0

(1 )(1 )( , ) arg 1 ( ) ( ) .
1 (1 )(1 )

−

=

  −α +
Υ = + χ χ    − − α − α  

∑
n

n k k
k

z t zx t t z
z t t z

На аснове прадстаўлення (11) будзем мець ацэнку

1

2 ,2 4

2 4

1 2 2 4 1 21 114
22 2 2 4 2 4 2 400 0

2 sin
2( , )

1 1
2 1 2 cos2

(1 ) 1 2 cos2 (1 )(1 ) ( ) .
1 1 2 cos2 1 2 cos2 1 2 cos2

−

− −−

=

π

ε α ≤ ×
 −απ +  − α + α 

 − + + − × −α χ +
 − α − + − α +α − + 

∑∫ ∫

s

n

s s s sn
k

k

s

x
n

x

t t t x t t tt dt dt
t t x t x t x t

З улікам таго, што пры x ∈ R

4 2
2 4 2 2 4 2

2 4 2
1 11 2 cos2 1 ,    1 2 cos2 1 ,     ,

1 2 cos2 1
−α −α

+ + ≤ + − + ≥ − ≥
− α +α +α

t x t t t x t t
x

атрымаем

	

1
1 2 2 2 41 2

2 ,2 2 2 2 4 20

1
2 1

1 2 1
2

0

2 sin 1 ( )(1 ) (1 ) 1 2 cos22( , )
1 ( )1 1 2 cos2

2 sin 12 (1 ) .
1

−
−

−

− −

π
− χ− + − α +α

ε α ≤ +
π − χ− α − +

π
+ α

+ ⋅ −
π −α

∫

∫

s ns s

n

s
s s

s
tt t t xx dt

n tt t x t
s

t t dt
n 	

(12)

У другім з інтэгралаў роўнасці (12) выканаем замену t = cosu:

	

1 21 2 1 1 2 1

0 0
(1 ) cos sin ( ),s s s st t dt = u udu= с s



     
	

(13)

дзе

	

2 32 Γ Γ
2 2( ) .
( 1)

s s s

с s =
s s+

    
   
   

 	
(14)

Ацэнім першы інтэграл роўнасці (12). Даследуем функцыю

2 4

2 4
1 2 cos2( ) .
1 2 cos2
− α +α

γ =
− +

xx
t x t

Паколькі

2 2 2 2

2 4 1/2 2 4 3/2
2sin 2 ( )(1 )( ) ,

(1 2 cos2 ) (1 2 cos2 )
α − − α′γ =

− α +α − +
x t tx

x t x t
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то функцыя γ(x) пры [0, ]∈ αt  нарастальная на 0, ,
2
π 

  
 спадальная на ,

2
π π  

 і дасягае свайго най-

большага значэння ў пункце ,
2
π

=x  а пры [ ,1]∈ αt  спадальная на 0, ,
2
π 

  
 нарастальная на ,

2
π π  

  

і дасягае свайго найбольшага значэння ў пунктах x = 0 і x = π. Пры гэтым

2 2

2 2
1 1(0) ( ) ,      .

21 1
−α π +α γ = γ π = γ = − + t t

У выніку будзем мець

( ) ( )

( )

1 2 2 2 41 2
2 2 2 4 20

1
1 2 1 2 1 2

2 22 2
0

2 1 2 2
1 2

22 2 2

1 ( )(1 ) (1 ) 1 2 cos2
1 ( )1 1 2 cos2

1 1(1 ) ( ) 1 ( ) (1 ) (1 ) ( ) 1 ( )
1 1

1 (1 ) 11 ( ) (1 )
1 1 1

−

α
− − −

α
−

−

− χ− + − α +α
=

− χ− α − +

= − γ − χ + − + γ − χ ≤
−α +α

+α − −α
≤ − χ + −

−α + +α

∫

∫ ∫

ns s

ns s s s n

s s
n s

tt t t x dt
tt t x t

t t x t dt t t t x t dt

t t t dt t t
t

( )
1

2 2
2

0
(1 ) 1 ( ) .

α
−

α
+ − χ∫ ∫ s nt t dt

Такім чынам, праўдзіцца 
Т э а р э м а  3. Для набліжэння функцыі | sin | , (0;2), ,∈ ∈sx s x R  рацыянальнымі аператарамі 

Феера ў выпадку двух геаметрычна розных полюсаў справядліва наступная ацэнка: 

	
*

2 ,2 2( , ) ( ),   ,ε α ≤ ε β ∈n nx n N 	 (15)

дзе 
2

2
1 ,
1
−α

β =
+ α

	

1
*
2 1 2

2 ( )( ) sin ,
2

  
       

s

n
s с sJ J

n 	
(16)

   
1 2 1

1 2 2 2
1 2 2 22

0

1 (1 ) 1 ( )      (1 ) (1 ) 1 ( ) ,
1

s s
n s s nt tJ = t dt, J = t t t t dt

+t


 




      

  

c(s) вызначаецца формулай (14). 
Паколькі ва ўсіх ужытых пры ацэнцы падынтэгральнай функцыі з формулы (11) няроўна

сцях дасягаецца роўнасць пры α = 0, x = 0, справядлівы 
В ы н і к  2. Для набліжэння функцыі | sin | , (0;2), ,∈ ∈sx s x R  сярэднімі Феера полінаміяльных 

шэрагаў Фур’е праўдзіцца наступная роўнасць: 

	

2

1 1
* * 1 2 2 2 2
2 2 2

2(1) ( ,0) sin (1 ) (1 )(1 ) ( ) .
1 2
2

s
s s n

n n n C
sx t t +t t dt +с s

n



 



 
        

     
 



	

(17)

У інтэгралах J1, J2 выканаем замену 3/2 1/2
1   .
1 (1 ) (1 )
− −

−
u dut = , dt =

+u +u u
 Атрымаем

	 ( )

1 1
1

2 2

2 1 ,

(1 ) 1

−

β

  −β = −   β +β  −
∫

ns s

s
u uJ du

u
u +u 	

(18)
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	 ( )

1
1

2
0 2 2

1
2 .

(1 ) 1

−β
−

 β −−  β + = β ⋅

− +
∫

n

s
s

s

u
uuJ du

u
u u 	

(19)

Прадыферэнцуем інтэграл J2 па параметры n:

( )

( )2

1
2 1

0 2 2

21
1

2
0 2

2

12 ln

(1 ) 1

12 ln .

(1 ) 1

−β
−

−β −
− β

−
β

 ∂ − β − β −
= β ⋅ = ∂ β + β + 

− +

 β −
 β +− β −  = β ⋅ ⋅

β +
− +

∫

∫ s

ns
s

s

n

uns
s

un

J u u u du
n u u u

u u

u
uu u e du

u

J

u u
eu

Для даследавання асімптатычных паводзінаў апошняга інтэграла прыменім метад Лапласа, 
а менавіта тэарэму Эрдэі [18].

Т э а р э м а  Э р д э і . Няхай I(x) – інтэграл віду 

( )( ) ( ) ,= ∫
b

xp t

a
I x q t e dt

дзе p(t) – рэчаісная функцыя рэчаіснай зменнай, функцыя q(t) можа быць як камплексназначнай, 
так і рэчаісназначнай, значэнне а канечнае, значэнне b можа быць як канечным, так і бясконцым.

Акрамя таго, няхай выконваюцца ўмовы:
1) функцыя p(t) мае максімум пры t = a, прычым p(t) < p(a) пры a < t ≤ b;
2) функцыі p′(t) і q(t) непарыўныя ў некаторым наваколлі пункта а, за выключэннем, магчыма, 

самога пункта а;
3) інтэграл I(x) абсалютна збягаецца ва ўсім абсягу інтэгравання пры ўсіх досыць вялікіх x;
4) выконваюцца асімптатычныя роўнасці ( ) ( ) ( ) , 0,µ− − → +p t p a P t a t a  1( ) ( ) , 0,λ−− → +q t Q t a t a 

t → a + 0, дзе P, μ, λ – дадатныя пастаянныя, а Q ≠ 0 – рэчаісная або камплексная пастаянная; 
пры гэтым першае з указаных судачыненняў дапускае дыферэнцыраванне. 

Тады

	

( )
( ) , .

( )
λ
µ

 λ
Γ ⋅ → +∞ µ µ 



xp aQ eI x x

Px  	

(20)

Паколькі
2

2 2 2
0 0 0

1 2 2 2 2ln ,    1 ~ , 0,lim lim lim
( )

−
β

→ → →

     − β − β + − β β β−
= − ⋅ = = = − →     β + β − β β+ β+β+ β −     

unn n

u u u

u u u u e u
u u u u uu u

2 2(1 ) (1 ) ~ 1 0− →
s

u +u , u ,

функцыя 2( ) −
=

β
up u  дасягае на [0,β] максімуму ў пункце u = 0, і толькі ў ім, функцыя

2

1
1

2
2

1 2( ) ln ~ ,

(1 ) (1 )

−
−

−
β

 β −
 β +− β −  = ⋅ ⋅

β + β
− +

s

n

s
s

un

u
uu uq u u

u u
eu u
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то згодна з формулай (20)

2

2 1

0
~ 2 ~ ( ), .

−
ββ

−∂ β
Γ →∞

∂ ∫

un
s

s s
s

J u e du s n
n n

Каб вярнуцца да інтэграла J2, выканаем інтэграванне:
а) пры s ∈ (0,1)

 
1

2 ~ Γ ;
1

s
s nJ s , n

s


 



б) пры s = 1

2 ~ ln , ;β →∞J n n

в) пры s ∈ (1,2) вынік атрымаем на аснове формулы (19):

	

1
1

2
0 2 2

2 2
1 1

0 02 22 2

1
2

(1 ) (1 )

2 2 .

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

−β
−

− −β β
− −

 β −−  β + = β ⋅ =

− +

 β −
= β − β  β + 

− + − +

∫

∫ ∫

n

s
s

s

ns s
s s

s s

u
uuJ du

u
u u

u u udu du
u

u u u u 	

(21)

Першы з інтэгралаў у роўнасці (21) не залежыць ад n. Даследуем 2-і інтэграл, выкарыстоўва-
ючы тэарэму Эрдэі. Маем

22 2

2
0 02 22 2

.

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

− −β β −
β

−
β

 β −
 β + β −  = β + 

− + − +
∫ ∫

n

unns s

s s un

u
uu u udu e du

u
u u u u e

Аналагічна, як і пры даследаванні інтэграла J2, знойдзем:

12

1
0 2 2

1~ Г( 1) , .
2

(1 ) (1 )

n ss

s s
u u du s O n

u n n
u u




                   

 


Такім чынам, пры s ∈ (1,2)

2
1

2 1
0 2 2

1~ 2 , .

(1 ) (1 )

−β
−

−
 β + →∞ 
 

− +
∫

s
s

s s
uJ du O n

n
u u

Разгледзім інтэграл J1. На аснове роўнасці (18) будзем мець:

	

1 11 1
1

2 22 2

2 2 .

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

− −

β β

 −β
= −  β β +β 

− + − +
∫ ∫

ns s s s

s s
u u uJ du du

u
u u u u 	

(22)

Першы з інтэгралаў у роўнасці (22) не залежыць ад n. Даследуем 2-і інтэграл, выкарыстоўва-
ючы тэарэму Эрдэі. Выканаем у ім замену ν = 1 – u, атрымаем:
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(1 )
ln

(1 )1
(2)
1

0 2 2

(1 ) .

(2 ) (2 )

− −β

− +β

 
 −β  −
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− −
∫

v
n

vs

s
vJ e dv

v v v

Паколькі вытворная функцыі 1
(1 )( ) ln
(1 )

 − −β
=  − +β 

vp v
v

 роўная

( )
( )

1 2 2 2
(1 ) 2 2 0,
(1 ) ( 1)(1 )

− +β − β − β′ = ⋅ = <
− −β − −β− +β

vp v
v vv

то функцыя p1(ν) меншая на [0,1–β] і дасягае на гэтым адрэзку максімуму ў пункце 0, і толькі 
ў ім,

21 1 12 12 2 2

2 (1 ) 1( ) (0)~ , 0,       ( ) ~ , 0,
1

(2 ) (2 ) 2

−

+

β −
− − → = →

−β
− −

ss

s s
v vp v p v q v v v

v v v

то згодна з формулай (20)

12 2(2)
1

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 1~ 1 , .
2 2 1

2

−

+ − −

    −β −β   Γ − ⋅ = →∞       β +        

s
n

s s s
sJ O n

â
n n

Такім чынам, 

1 1
1

12 2 2

2 1 , .

(1 ) (1 )

−

−β

 
 = + →∞ β  −  

∫
s s

s s
uJ du O n

u +u n

На аснове формулы (16) атрымаем тады наступную тэарэму.
Т э а р э м а  4. Для набліжэння функцыі | sin | , (0;2), ,∈ ∈sx s x R  рацыянальнымі аператарамі 

Феера у выпадку двух геаметрычна розных полюсаў праўдзяцца асімптатычныя роўнасці (ве-
лічыня *

2 ( )n   вызначана ў (16)): 
а) пры s ∈ (0,1)

	

1
( )*

2 2
2 2

2 ( ) 1( ) sin ( ) , ,
2 2 2(1 )

(1 ) (1 )β

 
 π β Γ ε β = + + υ β →∞  π β−  − + 

∫
s s

s
n ns s

s s u du n
nn s

u u 	

(23)

дзе

	

( )
2

2
2

2 3
1 12 2( ) ,      (0,1], ;

( 1) −

− −     Γ Γ   
     υ β = + β∈ →∞ β π +  

 

s
n s

s s

O n
n s s

n 	

(24)

б) пры s = 1

	

1
*
2

2

1 1 1( ) ln , ;
1 (1 )β

    ε β = β + + →∞  π β  − + 
∫n

un du O n
n n nu u 	

(25)
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в) пры s ∈ (1,2)

2 1
( )*

2 2
0 2 22 2

2 1 1( ) sin ( ) , .
2 2 2

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

−β

β

 
 π β  ε β = + + υ β + →∞  π β   − + − + 

∫ ∫
s s

s
n ns s s

s u udu du O n
n n n

u u u u  

(26)

В ы н і к  3. Для набліжэння функцыі | sin | , (0;2), ,∈ ∈sx s x R  сярэднімі Феера полінаміяльных 
шэрагаў Фур’е праўдзяцца наступныя асімптатычныя роўнасці:

а) пры s ∈ (0,1)

	

1–
*
2

2 ( )~ sin , ;
2 (1 )

s

n s
s s n
n s

 
 

  	
(27)

б) пры s = 1

	
*
2

ln~ , ;ε →∞
π

n
n n
n 	

(28)

в) пры s ∈ (1,2)

	

21
*
2

0 2 2

2 1sin , .
2

(1 ) (1 )

−π  ε = + →∞ π  
− +

∫
s

n s s
s u du O n

n n
u u 	

(29)

Для д о к а з у  дастаткова ў асімптатычных роўнасцях для інтэграла J2 пакласці β  =  1 
і ўлічыць, што ў гэтым выпадку інтэграл J1 = 0. 

Вырашым зараз задачу мінімізацыі правых частак роўнасцей, атрыманых у тэарэме 4, шля-
хам выбару аптымальнага значэння параметра β. Пакладзём * *

2 2
(0,1]

inf ( ).
β∈

ε = ε βn n  Будзем лічыць

таксама, што лік α такі, што выконваецца ўмова lim (1 ) .
→∞

−α = ∞
n

n  Відавочна, што пры выкананні 
такой умовы lim .

→∞
β = ∞

n
n  Паколькі для кожнага значэння n можа быць выбрана сваё значэнне па-

раметра α, а адпаведна і β, то, наогул кажучы, β = β(n), прычым пры выкананні азначанай вышэй 
умовы lim ( ) 0.

→∞
β =

n
n

Разгледзім выпадкі:
а) s ∈ (0,1). У такім выпадку другі складнік у правай частцы роўнасці (24) мае большы пара-

дак маласці ў параўнанні з першым складнікам. З улікам гэтага і таго, што β(n) → 0 пры n → ∞, 
атрымаем

	
( )
2

2 3
1 2 2( ) ~ , ,

( 1)

− −   Γ Γ   
   υ β →∞

β π +
s
n

s s

n
n s s 	

(30)

1 1

02 22 2

, 0.

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )β
β→

− −
∫ ∫

s s

s s
u udu du

u +u u +u

У інтэграле 
1

0 2 2(1 ) (1 )−
∫

s

s
u du

u +u

 выканаем замену u = sint. У выніку знойдзем [18]

	

11 2

0 02 2

sin cos .
1 sin 2sin(1 ) (1 ) 2

π
− π

= =
π+

−
∫ ∫

s s s

s
u t tdu dt st

u +u 	

(31)
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Такім чынам, на аснове роўнасці (23) будзем мець

	
*
2

1( ) ~ ( ) ( ) , ,β
ε β ⋅ + ⋅ →∞

β

s

n sA s B s n
nn 	

(32)

дзе

	

12 ( )( ) sin ,
(1 ) 2

s s sA s
s

  


  	
(33)

	

2 3Γ Γ
1 2 2 2( ) sin .
2 2 ( 1)

s s
sB s

s s+

    
        

  	
(34)

Даследуем на экстрэмум функцыю 1( ) ( ) ( ) ,β
β = ⋅ + ⋅

β

s

sg A s B s
nn

 якая стаіць у правай частцы 

асімптатычнай роўнасці (32). Вылічым вытворную функцыі g(β): 

1

2
1( ) ( ) ( ) ,

−β′ β = ⋅ − ⋅
β

s

sg sA s B s
n n

( ) 0′ β =g  пры 

	

11
1* 1 ( ) ,

( )

−
− +

+  
β = β = ⋅ 

 

s
ss B sn

sA s 	
(35)

прычым функцыя g(β) мае ў пункце β* строгі лакальны мінімум і β* < 1 пры досыць вялікіх n. 
Адсюль вынікае, што 

1
* 1 12 2

1 1

1 1~ ( ) ( ) ( ) , .∗ + +

+ +

+
ε β = ⋅ ⋅ →∞

s
s sn s s

s s

sg A s B s n

n s

б) s = 1. Аналагічна, як і пры s ∈ (0,1), на аснове роўнасці (25) будзем мець

1
*
2

0 2 2

1 1( ) ~ ln , ,

(1 ) (1 )

 
 

ε β β + →∞ π β − + 

∫
s

n s
un du n

n
u u

адкуль з улікам формулы (31) атрымаем

	

*
2

1( ) ~ ln , .
2

 π
ε β β + →∞ π β 

n n n
n 	

(36)

Даследуем на экстрэмум функцыю 2
1( ) ln ,

2
 π

β = β + π β 
g n

n
 якая стаіць у правай частцы 

асімптатычнай роўнасці (36). Вылічым вытворную функцыі g2(β): 

2 2
1( ) ln ,

2
 π′ β = − π β 

g n
n
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2( ) 0′ β =g  пры * ,
2ln
π

β = β =
n

 прычым функцыя g2(β) мае ў пункце β* строгі лакальны мінімум 

і * 1β ≤  пры досыць вялікіх n. Адсюль вынікае, што 

* *
2 2

2 ln~ ( ) , .n
ng n

n
    



в) s ∈ (1,2). Відавочна, што ў гэтым выпадку на аснове формулы (26)

2 1
*
2

0 1 0 2 22 2

2 3
2 1 1 2 2~ sin inf , .

2 2 ( 1)
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

−β

<β≤ β

  − −   Γ Γ     π β      ε + + →∞
π β π + 

 − + − +   

∫ ∫
s s

n s s

s s
s u udu du n

n n s s
u u u u

Такім чынам, справядліва 
Т э а р э м а  5. Для набліжэння функцыі | sin | , (0;2), ,∈ ∈sx s x R  рацыянальнымі аператарамі 

Феера ў выпадку двух геаметрычна розных полюсаў праўдзяцца асімптатычныя роўнасці: 
а) пры s ∈ (0,1)

	

1
* 1 12 2

1 1

1 1~ ( ) ( ) , ,+ +

+ +

+
ε ⋅ ⋅ →∞

s
s sn s s

s s

sA s B s n

n s 	

(37)

дзе

1-
2 3

2 ( ) 1 2 2 2( ) sin ,      ( ) sin ;
(1 ) 2 2 2 ( 1)

− −   Γ Γ   Γ π π    = = +
π − π π +

s
s s

s s sA s B s
s s s

б) пры s = 1

	
*
2

2 ln~ , ;ε ⋅ →∞
π

n
n n

n 	
(38)

в) пры s ∈ (1,2)

2 1
*
2

0 1 0 2 22 2

2 3
2 1 1 2 2~ sin inf , .

2 2 ( 1)
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

−β

<β≤ β

  − −   Γ Γ     π β      ε + + →∞
π β π + 

 − + − +   

∫ ∫
s s

n s s

s s
s u udu du n

n n s s
u u u u

Заўважым, што з параўнання ацэнак (37), (38) і (27), (28) вынікае, што рацыянальныя аператары 
Феера набліжаюць функцыю | sin |sx  ў выпадку s ∈ (0,1] лепш у сэнсе парадку за полінаміяльныя. 

Заключэнне. Даследаваны набліжэнні функцыі | sin |sx  рацыянальнымі трыганаметрычны-
мі аператарамі Феера. Атрымана інтэгральнае прадстаўленне астатку набліжэнняў, а таксама па-
пунктавая ацэнка набліжэнняў пры ( ,0) (0, )∈ −π πx  пры ўмове паўнаты адпаведнай сістэмы 
рацыянальных функцый. Падрабязна даследаваны выпадак двух геаметрычна розных полюсаў. 
Паказана, што ўжо ў гэтым выпадку пры s ∈ (0,1] раўнамернае набліжэнне трыганаметрычнымі 
рацыянальнымі аператарамі Феера лепш у сэнсе парадку за полінаміяльнае. Знойдзена асімп-
татычная ацэнка раўнамерных набліжэнняў полінаміяльнымі трыганаметрычнымі аператарамі 
Феера функцыі | sin | , (0,2).∈sx s
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