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О РАЦИОНАЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ИНТЕГРАЛОВ ПУАССОНА НА ОТРЕЗКЕ 
СУММАМИ ФЕЙЕРА ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ФУРЬЕ – ЧЕБЫШЕВА

Аннотация. Изучаются аппроксимации суммами Фейера рациональных интегральных операторов Фурье – Че-
бышева с ограничениями на число геометрически различных полюсов. В качестве объекта исследований выступа-
ет класс функций, задаваемых интегралами Пуассона на отрезке [–1, 1]. Установлены интегральные представления 
приближений и оценки сверху равномерных приближений. В случае, когда граничная функция имеет на отрезке 
[–1, 1] степенную особенность, найдены оценки сверху поточечных и равномерных приближений, асимптотическое 
выражение мажоранты равномерных приближений. Подробно исследуется задача об аппроксимации интегралов 
Пуассона при двух геометрически различных полюсах аппроксимирующей рациональной функции. В этом случае 
найдены оптимальные значения параметров, при которых достигается наибольшая скорость равномерных прибли-
жений изучаемым методом. В случае, когда интеграл Пуассона является представлением функции |x|s, s ∈ (0, 1], 
оценки равномерных приближений являются выше соответствующих полиномиальных аналогов. В качестве след-
ствия получены асимптотические выражения точных верхних граней отклонений сумм Фейера полиномиальных 
рядов Фурье – Чебышева на классах интегралов Пуассона на отрезке, а также оценки равномерных приближений 
функций, задаваемых интегралами Пуассона на отрезке, с граничной функцией, имеющей степенную особенность, 
суммами Фейера полиномиальных рядов Фурье – Чебышева. 

Ключевые слова: рациональные интегральные операторы, суммы Фейера, классы интегралов Пуассона, асим-
птотические оценки, равномерные приближения
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ON RATIONAL APPROXIMATIONS OF POISSON INTEGRALS ON THE INTERVAL  
BY FEJER SUMS OF FOURIER – CHEBYSHEV INTEGRAL OPERATORS

Abstract. Approximations of the Fejér sums of the Fourier – Chebyshev rational integral operators with restrictions on 
numerical geometrically different poles are herein studied. The object of research is the class of functions defined by Poisson 
integrals on the segment [–1, 1]. Integral representations of approximations and upper estimates of uniform approximations 
are established. In the case when the boundary function has a power singularity on the segment [–1, 1], upper estimates of 
pointwise and uniform approximations are found, and the asymptotic representation of the majorant of uniform approxi-
mations is found. As a separate problem, approximations of Poisson integrals for two geometrically different poles of the 
approximating rational function are considered. In this case, the optimal values of the parameters at which the highest rate of 
uniform approximations by the studied method is achieved are found. If the function |x|s, s ∈ (0, 1], is approximated, then this 
rate is higher than the corresponding polynomial analogues. Consequently, asymptotic expressions of the exact upper bounds 
of the deviations of Fejer sums of polynomial Fourier – Chebyshev series on classes of Poisson integrals on a segment are 
obtained. Estimates of uniform approximations by Fejer sums of polynomial Fourier – Chebyshev series of functions given by 
Poisson integrals on a segment with a boundary function having a power singularity are also obtained. 
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Введение. Задачи, связанные с полиномиальной аппроксимацией на классах интегралов 
Пуассона 
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представляющих собой 2π-периодические функции, исследовались в трудах многих известных 
математиков [1–3] и активно рассматриваются в последние 20 лет [4–6].

Средние арифметические тригонометрических рядов Фурье 2π-периодических функций 
нашли широкое применение при решении задач аппроксимации [7–15] и к настоящему вре-
мени в полиномиальной аппроксимации достаточно хорошо изучены. Приближения на клас-
сах интегралов Пуассона (1) суммами Фейера тригонометрических рядов Фурье исследованы 
О. А. Новиковым и О. Г. Ровенской [16–18].

Наряду с тригонометрическими интегралами Пуассона (1) имеет смысл рассматривать класс 
функций, представимых алгебраическими интегралами Пуассона на отрезке [–1, 1]. Для каждой 
непрерывной на отрезке [–1, 1] функции φ(x) такой, что [ 1,1]( ) 1,−ϕ ≤Cx  рассмотрим выражение
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где ( ) cos arccos , 0,1, ,= = …nT x n x n  – ортогональная с весом (1 – x2)–1/2 на отрезке [–1, 1] система 
полиномов Чебышева первого рода и
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t

– коэффициенты Фурье по этой системе. Выражение (2) естественно назвать суммами Абе-
ля – Пуассона рядов Фурье – Чебышева. Известно [19, 20], что для функции fr,φ(x) (2) справедливо 
интегральное представление
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называемое интегралом Пуассона. 
В рациональной аппроксимации построены интегральные операторы, являющиеся анало-

гами известных полиномиальных периодических операторов Фурье, Фейера, Джексона, Валле 
Пуссена [21–23]. В 1979 г. Е. А. Ровба [24] ввел интегральный оператор, ассоциированный с си-
стемой рациональных функций Чебышева – Маркова, который является обобщением полиноми-
ального оператора Фурье – Чебышева. 

Пусть задано произвольное множество чисел { } 1 ,=
n

k ka  где ak либо являются действительны-
ми и 1,<ka  либо попарно комплексно-сопряженными. На множестве суммируемых на отрез-
ке [–1, 1] с весом 2 1 2(1 )−− x  функций f(x) рассмотрим рациональный интегральный оператор 
Фурье – Чебышева (см. [24]):
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где
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2( ,1 1, ,1 ), 2α = + − = k k ka ka  причем значение квадратного корня выбирается таким образом, 
чтобы | | 1.α ≤k  Оператор : ( ),→n ns f A  где ( ) n A  – множество рациональных функций вида
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A – множество параметров 1( , , ),… na a  pn(x) – некоторый многочлен степени не выше n, коэффи-
циенты которого зависят от , 1,2, , ,= ka k n  функции f, и (1, ) 1.≡ns x  В частности, если поло-
жить 0, 1, , ,= = …ka k n  то sn( f, x) есть частичная сумма ряда Фурье по многочленам Чебышева 
первого рода. 

В [25] исследовались рациональные аппроксимации интегралов Пуассона на отрезке [–1, 1] опе-
ратором (4). Установлены оценки равномерных приближений, а в случае, когда граничная функция 
имеет на отрезке [–1, 1] степенную особенность, подробно рассмотрен случай двух геометрически 
различных полюсов у аппроксимирующей функции. Были найдены оптимальные значения пара-
метров, при которых равномерные приближения посредством этих операторов имеют более высо-
кую скорость стремления к нулю в сравнении с соответствующими полиномиальными аналогами. 

В настоящей работе продолжим изучение рациональных приближений функций, задавае-
мых интегралами Пуассона (3). Представляет интерес исследовать аппроксимационные свойства 
операторов, представляющих собой суммы Фейера рациональных функций (4), на классах инте-
гралов Пуассона.

Суммы Фейера рациональных интегральных операторов Фурье – Чебышева. Пусть 
, (0, ),∈q q n  – произвольное натуральное число. Aq есть множество параметров из A таких, что 

среди чисел 1 2, , , ,… na a a  ровно q различных и кратность каждого параметра равна m,n = mq. 
Таким образом, будем вести речь об аппроксимации рациональными функциями с q геометри-
чески различными полюсами в расширенной комплексной плоскости. 

Составим среднее арифметическое рациональных функций (4) следующим образом:
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Выражение (5) естественно назвать суммами Фейера рациональных интегральных операторов 
Фурье – Чебышева с q геометрически различными полюсами. Из представления (5) также следу-
ет, что оператор , : ( ),σ →n q nf A  где ( ) n A  – множество рациональных функций вида
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( )∈n np x   и является точным на константах.
Введем следующие обозначения:

 , , , ( , , ) ( ) ( , ), [ 1,1 ],ϕ ϕε σ = − σ ∈ −n q n r n q rx A f x f x x  (6)

 , , , [ 1,1 ]( , ) ( ) ( , ) , . ϕ ϕ −
ε σ = − σ ∈n q n r n q r CA f x f x n

 
(7)

Справедлива
Те о р е м а  1. Для приближений интегралов Пуассона (3) на отрезке [–1, 1] суммами Фейера (5) 

имеют место:
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1) интегральное представление
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2) равномерная оценка
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно [25], что для приближений интегралов Пуассона (3) операто-
ром (4) в общем случае имеет место интегральное представление
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где e , e , cos ,τ θ= ξ = = θi iz x ( )ω ⋅n  определена в (8). В случае ограничений на количество геоме-
трически различных полюсов, последнее представление примет вид
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Просуммируем правую и левую части равенства (10) по k от 0 до m и разделим их на m + 1. Тогда
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Заметив, что в квадратных скобках подынтегрального выражения последнего интеграла одно 
слагаемое является комплексным сопряжением другого, чтобы прийти к представлению (8) до-
статочно применить соотношения 

( )( ) ( ) ( , )exp arg ( ) ( ) ω ω ξ = π τ ω ω ξ q q q q qrz r i rz

и выполнить соответствующие преобразования.
Из (8) легко следует (9), если учесть, что [ 1,1]( ) 1,−ϕ ≤Cx  и применить известную оценку

1 2( 1) 1

2
1 2 cos( 1) 1 , (0,1 ).
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m m mr m u r r r
rr u r

Теорема 1 доказана.
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Пусть Kr[–1, 1] – класс функций, представимых интегралами Пуассона (3) с граничной функ-
цией [ 1,1]( ) 1.−ϕ ≤Cx  Следуя [16], рассмотрим величину
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представляющую собой приближения на всем классе интегралов Пуассона Kr[–1, 1] суммами 
Фейера полиномиальных рядов Фурье – Чебышева (0) ( , ).σn f x

С л е д с т в и е  1. Имеет место асимптотическое равенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В теореме 1 положим 1 2 0.α = α = … = α =q  Тогда (0)( , , ) ( , )ε σ = ε σn n n nx O x  
представляют собой поточечные (6) приближения интегралов Пуассона (3) суммами Фейера по-
линомиальных рядов Фурье – Чебышева (0) ( , ).σn f x  При этом из представления (11) получим
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где e e ,  cos , 0 1.,   τ θ= ξ = = θ < <i iz x r  Воспользовавшись 2π-периодичностью подынтегральной 
функции, придем к выражению
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Из последнего представления нетрудно получить, что
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Отсюда, учитывая, что [ 1,1]( ) 1,−ϕ ⋅ ≤C  следует оценка
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С другой стороны, оценка (13) достигается асимптотически при x = 1 на подходящей последова-
тельности непрерывных функций, сходящихся точечно к функции ( )2

0 ( ) sgn (1 ) 2 .ϕ = + −t r t r  
Поэтому из (13) и определения точной верхней грани следует

 
( )

2 1
(0)

2 2 2
0

2 | (1 )cos 2 | K [ 1,1], , .
( 1) (1 2 cos ) (1 )( 1)

+π  + τ −
− σ = τ + → ∞  π + − τ + − + 

∫
n

n r n
r r r rd O n

n r r r n


 
(14)

Разбивая интеграл справа на два интеграла по промежуткам 

( ) ( )2 20, arccos 2 (1 ) ,     arccos (2 (1 ) ,    + + π   r r r r

и учитывая, что 
2

2 2 2
(1 )cos 2 , (0,1 ),

(1 2 cos ) 1 2 cos
sinr r d С r

r r r r
   

  
     


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где C – постоянное, получим
2

2 2 2
0

| (1 )cos 2 | 2 , (0,1 ).
(1 2 cos ) 1

π + τ −
τ = ∈

− τ + −
∫

r r d r
r r r

Из (14) и последнего равенства придем к (12). Следствие 1 доказано. 
З а м е ч а н и е. Асимптотическое равенство (12) есть алгебраический аналог соответствую-

щих результатов из [16–18] при определенных условиях на граничную функцию φ. 
Приближения интегралов Пуассона с граничной функцией, имеющей степенную осо-

бенность. При решении задачи Дирихле для уравнения Лапласа возникают случаи, когда гра-
ничная функция имеет вид ( ) | | , 0.ϕ = >sx x s  Рассмотрим такой случай. 

Ввиду четности граничной функции φ необходимо специальным образом выбрать параме-
тры аппроксимирующей рациональной функции. Пусть, как и прежде, , (0, )∈q q n  – произволь-
ное натуральное число, 2, ,  .  = ≥ qm n mq n q A  – множество из 2q параметров, удовлетворяющих 
следующим условиям:

 , , 1, 2, , .0,+α γ α = − γ =≥ …= γk k q k k ki i k q  
То есть будем вести речь об аппроксимации рациональными функциями порядка 2n с 2q геоме-
трически различными чисто мнимыми полюсами в расширенной комплексной плоскости.

В обозначениях (6) и (7) изучаемые приближения примут вид

 2 2 2 2 ,2,| | ,| |( )( , , ) ( ) , , [ 1,1  ],⋅ ⋅ε σ = − σ ∈ −s sn q n n qr rx A f x f x x
 

 
2 2 2 2 ,2,| | ,| | [ 1,1 ]

( , ) ( ) ( , ) , . ⋅ ⋅ −
ε σ = − σ ∈s sn q n n qr r C

A f x f x n
 

Те о р е м а  2. Если ( ) | | , (0, 2),ϕ = ∈st t s  то для приближений интегралов Пуассона (3) на от-
резке [–1, 1] суммами Фейера (5) имеют место:

1) интегральное представление
2 2 12

2
2 ,2 2 2

20 4

( ) cos ( , )2( , , ) sin
2( 1) 1 2 cos2

−− − Θπ
ε σ = ×

π + + θ +
∫

s ss r
q

n q q n s
r t t t xsx A

r m t t  

 

2( 1)1
2 2 ( 1) 2

2
2 2 2

1 2( 1) ( ) ( ) ( )
, cos ,  (0,1 ),

1 2 ( ) ( ) ( )

++
++ − χ + χ

× = θ ∈
+ χ + χ

mm m
q q m q

q q q

t M x t
dt x r

t M x t  
(15)

где

( )
( )

2 1 1 2 2 2 22 2
2 2 22 2 2 2 2 2

1 12 2

1 ( 1) ( ) ( )
( , ) arg , ( ) , e ,  ( ) ,

(1 ) 1 ( ) ( ) 1 1

+ +
θ

= =

ξ + − ω ξ χ ξ + γ − γ
Θ = ω ξ = ξ = χ =

+ ξ + ω ξ χ + γ ξ − γ
∏ ∏

m m m q qq q k ki
q q q

k kq q k k

t
t x t

t t u
t

2 ( )qM x  – косинус-дробь Чебышева – Маркова порядка 2q;
2) оценка поточечных приближений

2 2 2 1

2 ,2 2
20 4

2
2 ( )| ( , , ) | sin

2( 1) 1 2 cos2

− −π −
ε σ ≤ ×

π + + θ +
∫

s s sr
n q q n s

s r t tx A
r m t t  

 

2( 1)1
2 2 ( 1) 2

2
2 2 2

1 2( 1) ( ) ( ) ( )
, [ 1,1 ], (0,1 );

1 2 ( ) ( ) ( )

++
++ − χ + χ

× ∈ − ∈
+ χ + χ

mm m
q q m q

q q q

t M x t
dt x r

t M x t  
(16)

3) оценка равномерных приближений

 
*

2 ,2 2 2 2 ,2 2 2( , ) ( , ), , ,ε σ ≤ ε σ = ∈n q q n n q q nA A n mq n  (17)
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где

 

12 2 2 1
2*

2 ,2 2 2 2
20

1 | ( ) |2 ( )( , ) sin , (0,1 ).
2 1 | ( ) |( 1) 1

+− − − χπ −
ε σ = ∈

− χπ + −
∫

ms s sr
q

n q q n s
q

ts r t tA dt r
tr m t  

(18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно [25], что для приближений интегралов Пуассона с граничной 
функцией ( ) | | , 0,ϕ = >st t s  интегральным оператором (4), образом которого является рациональ-
ная функция порядка 2 , 0,1, ,= …k k  имеет место представление

1 2
2 22 2 1

2 2 22 2 2 2
0

2 ( ) ( )( , , ) ( 1) sin ( ) ( ) , cos , e ,
2 1

−
− θ π ω ξ ξ ω ξ

ε = − − + χ = θ ξ = 
π + ξ + ξ  

∫
s r

k kk s s i
k k ks

sx A s r t t t dt x
r t t

где 2 ( )ω ⋅n  и 2 ( )χ ⋅n  определены в (15). С ограничениями на количество геометрически различ-
ных полюсов, последнее представление примет вид

21
2 22 2 1

2 ,2 2 2 22 2 2 2
0

( ) ( )2( , , ) ( 1) sin ( ) ( ) .
2 1

−
−

 ω ξ ξ ω ξπ  ε = − − + χ
 π + ξ + ξ 

∫
k ks r

q qk s s k
k q q k qs

sx A s r t t t dt
r t t

Учитывая, что

2 ,2 2 2 2 ,2 2 2
0

1( , , ) ( , , ),
1 =

ε σ = ε
+

∑
m

n q q n k q q k
k

x A x A s
m

получим
1

2 2 1
2 ,2 2 2

0

2( , , ) sin ( )
2( 1)

−
−π

ε σ = − ×
π +

∫
s r

s s
n q q n s

sx A r t t
r m  

 

2

2 2 2 22 2 2 2
0 0

1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) .
1 = =

 ξ
× − ω ξ χ + − ω ξ χ 

+ ξ + ξ  
∑ ∑
m mk k k k k k

q q q q
k k

t t dt
t t   

(19)

Заметив, что выражения в квадратных скобках представляют собой суммы геометрических про-
грессий с соответствующими знаменателями, получим

1
2 2 1

2 ,2 2 2
0

2( , , ) sin ( )
2( 1)

−
−π

ε σ = − ×
π +

∫
s r

s s
n q q n s

sx A r t t
r m  

1 1 1 12
2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

1 ( 1) ( ) ( ) 1 ( 1) ( ) ( )1 .
1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )1

+ + + + + − ω ξ χ + − ω ξ χξ × +
+ ω ξ χ + ω ξ χ + ξ + ξ 

m m m m m m
q q q q

q q q q

t t
dt

t tt t

Слагаемые в квадратных скобках являются комплексными сопряжениями друг друга. 
Следовательно, их сумма является действительнозначной функцией, представляющей собой 
произведение их модуля на косинус некоторого угла. Выполнив некоторые алгебраические пре-
образования и заметив, что функция

2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1

1 1( ) , e , cos ,
2 1

θ

= =

 ξ + γ + γ ξ
= + ξ = = θ  + γ ξ ξ + γ 

∏ ∏
q q

k k i
q

k kk k
M x x

представляет собой алгебраические дроби Чебышева – Маркова [26], придем к (15). Оценка (16) 
легко следует из (15).

Для доказательства оценки (17) обратимся к представлению приближений (19). Принимая во 
внимание, что 

2 2 2 2 2 4
2| ( ) | 1, e ,      |1 | | | 1 2 cos2 ,θω ξ = ξ = + ξ = + ξ = + θ +i

q t t t t
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имеем
2 2 2 1

2 ,2 2 2 2
2 4 00

2 ( )| ( , , ) | sin | ( ) | .
2( 1) 1 2 cos2

− −

=

π −
ε σ ≤ χ

π + + θ +
∑∫

s s sr m k
n q q n qs

k

s r t tx A t dt
r m t t

Воспользовавшись известной формулой суммы геометрической прогрессии и неравенством
2 4 21 2 cos2 1 , , [0,1 ],+ θ + ≥ − θ∈ ∈t t t t

из последней оценки придем к (17). Теорема 2 доказана.
Обратим внимание, что при 1 2 0γ γ == … = γ =q  величины (0)

2 ,2 2 22( , , ) ( , ),ε σ = ε σn q n nnx O x  
(0)

2 ,2 2 22( , ) ( )ε σ = ε σn q n nnO  – соответственно поточечные и равномерные приближения интегралов 
Пуассона суммами Фейера полиномиальных рядов Фурье – Чебышева. Отсюда получим

С л е д с т в и е  2. В условиях теоремы 2 для приближений интегралов Пуассона суммами 
Фейера полиномиальных рядов Фурье – Чебышева справедливы:

1) интегральное представление
2

(0) 2 2 1
22

0

2( , ) sin ( )
2( 1)

−
−π

ε σ = −
π +

×∫
s r

s s
nn s

sx r t t
r n  

( )4 2 2 2 4 2
2 2 2 2 4

2 4 2

(1 )cos2 2 ( 1) ( ) 2 ( ) ( )
,     cos , (0,1 ),

(1 2 cos2 )
 

+
+ ++ θ + + − + +

× = θ ∈
+ θ +

n n
n n nt t t t T x t T x T x

dt x r
t t

где Tk(x) – полином Чебышева первого рода степени k;
2) оценка поточечных приближений

 

2 2 1 2 2 4 42
2 2(0)

22 2 4
0

( ) 1 2( 1) ( )2| ( , ) | sin ;
2( 1) 1 2 cos2

− + +−
+− + − +π

ε σ ≤
π + + θ +

∫
s s n n ns r

n
nn s

r t t t T x tsx dt
r n t t   

(20)

3) асимптотическая оценка равномерных приближений

 

2 2 2 1 2( 1)
(0)

22 2 2 2 2 2
0

2 ( )( ) sin ,    , (0,1 ).
2( 1) (1 ) (1 ) ( 1)

 
− − +

+

 π −
ε σ = + ∈ ∈  π + − − + 

∫ 

s s s nr
nn s s

s r t t rdt O n r
r n t r n   

(21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Интегральное представление приближений следует из (19), если по-
ложить 1 2 0γ γ == … = γ =q  и провести некоторые алгебраические преобразования. Оценка (20) 
при тех же положениях относительно параметров следует из (16). Оценка (21) следует из (17), 
если заметить, что максимальное значение приближений полиномиальными суммами Фейера 
достигается при x = 0, что соответствует значению параметра θ = π/2. 

Известно [27], что интеграл Пуассона является решением задачи Дирихле для уравнения 
Лапласа. При этом на границе области для любой непрерывной граничной функции ( ), [ 1,1 ]ϕ ∈ −x x

1, ( ) ( ).ϕ = ϕf x x

Переходя в теореме 2 к пределу при r → 1, получим
С л е д с т в и е  3 (приближения функции со степенной особенностью). Для приближений 

функции ,| (| ,  0, 2)∈sx s  на отрезке [–1, 1] суммами Фейера (5) имеют место:
1) интегральное представление

2

2 ,2 2 2
2( , , ) sin
( 1) 2

− π
ε σ = ×

π +

s

n q q n
sx A

m  

 

2( 1)12 11 2 2 ( 1)2 2
22 2 2 2 20

1 2( 1) ( ) ( ) ( )(1 ) cos ( , )
, cos ,

1 2 ( ) ( ) ( )1 2 cos2

++−
++ − χ + χ− Θ

× = θ
+ χ + χ+ θ +

∫
mm ms s

q q mq q

q q q

t M x tt t t x
dt x

t M x tt t  
(22)

где 2 ( , )Θ q t x  из (15), 2 ( )qM x  – косинус-дробь Чебышева – Маркова порядка 2q;
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2) оценка поточечных приближений
2

2 ,2 2 2
2| ( , , ) | sin
( 1) 2

− π
ε σ ≤ ×

π +

s

n q q n
sx A

m  

 

2( 1)12 11 2 2 ( 1) 2
22 2 2 2 20

1 2( 1) ( ) ( ) ( )(1 ) , [ 1,1 ];
1 2 ( ) ( ) ( )1 2 cos2

++− ++ − χ + χ−
× ∈ −

+ χ + χ+ θ +
∫

mm ms s q q m q

q q q

t M x tt t dt x
t M x tt t  

(23)

3) оценка равномерных приближений

 

12 1
22 1 1

2 ,2 2 2
20

1 | ( ) |2( , ) sin (1 ) , .
( 1) 2 1 | ( ) |

+−
− − − χπ

ε σ ≤ − =
π + − χ∫

ms
qs s

n q q n
q

tsA t t dt n mq
m t  

(24)

Исследование приближений функции ,| (| , 0, 2)∈sx s  на отрезке [–1, 1] рациональными сум-
мами Фейера, т. е. выражений (22)–(24), представляет, на наш взгляд, самостоятельный интерес. 

Асимптотическое выражение мажоранты равномерных приближений. Имеет смысл по-
лучить асимптотическое выражение величины (18) при n → ∞. С этой целью в интеграле справа 
выполним замену переменного по формуле 

( )2 1/2 3/2(1 ) / (1 ),  / (1 ) (1 ) .= − + = − − +t u u dt du u u

Тогда

    

11
*
2 ,2 2 2

2 22 2

1 | ( ) |2 ( )( , ) sin , (0, 2), ,
2 1 | ( ) |

(1 ) ( 1) (1 )(1 )

+− ππ −
ε σ = ∈ ∈

− π
− π + + −

∫ 

ms
q

n q q n s s
qR

us u RA du s n
u

R m u u u  

(25)

где 
2 2

2 2
1

1 1( ) , , [0,1 ),    , 1,2, , .
1

 
1

  
=

β − − − γ
π = = ∈ β = = …

β + + + γ
∏
q

k k
q k

kk k

u ru R R k q
u r

Без нарушения общности будем полагать, что параметры , 1,2, , ,β = …k k q  упорядочены следую-
щим образом: 1 1 1.−< β ≤ β ≤ …≤ β ≤q qR

Те о р е м а  3. При n → ∞ справедливы асимптотические равенства

 

11
*
2 ,2 2 2

2 22 2

2 ( )( , ) sin ,
2 1

(1 ) ( ) (1 )(1 ) (1 | ( ) |)

+ π −
ε σ = +   + − π + + − − π

∫
s n

n q q n s s
R

q

q s u R du dA O
n

R n q u u u u  

(26)

[ ,1 ]max | ( ) |,∈= πu R qd u  если (0,1 ),∈r  и

 ( )

( )
21

1

(1)*
2 ,2 2 2 21

1

1
( )

21
0 2 2

( ) ( ), (0,1 ),
1(1 ) 2( )

2 ln( 1)( , ) ~ sin ( ), 1,
12 2( )

( ), (1, 2),

(1 )(1 ) 1 ( )

+

=

+

=

β −

+


Γ + Φ ∈

  − +   β 
π +

ε σ + Φ =
π  +

 β



+ Φ ∈ + + − − π

∑

∑

∫
q

s
s

qnsq

jj

n q q n qnq

jj

s
s

qns

q

q s A s

s n q

s q nA A s
n q

q u du A s
n q

u u u
 

(27)
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если r = 1, где

 

11
( )

21
2 2

( ) ,

(1 ) |( )(1 ) 1 ( ) |

−

+
β

Φ =
+

+ − − π
∫
q

s
s

qn s

q

q uA
n q

u

u

u

d

u  

(28)

Γ(·) – гамма-функция Эйлера, n = mq.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (0,1 ).∈r  Представим интеграл (25) в виде

1
*
2 ,2 2 2

2 22 2

2 ( )( , ) sin
2

(1 ) ( 1) (1 )(1 ) (1 | ( ) |)


π −

ε σ = −
− π + + − − π

∫
s

n q q n s s
R

q

s u R duA

R m u u u u  

11

2 2

| ( ) |( ) , (0, 2),  .
1 | ( ) |

(1 )(1 )

+ 
π− − ∈ ∈− π + − 

∫ 

ms
q

s
qR

uu R du s n
u

u u u

Интеграл 
1

2 2

( )

(1 )(1 ) (1 | ( ) |)

−

+ − − π
∫

s

s
R

q

u R du

u u u u

существует при любом наборе , 1,2, , ,  (0, 2)( ,1]β = ∈∈ …k k q sR  и (0,1 ).∈r  Функция 1| ( ) |+πm
q u  

мажорируется величиной d, указанной в формулировке настоящей теоремы. Учитывая сказан-
ное, чтобы из последнего равенства прийти к (26), достаточно заметить, что n = mq.

Пусть теперь r = 1. Тогда из (25) получим

 

111
*
2 ,2 2 2

0 2 2

1 | ( ) |2( , ) sin , (0, 2),  ,  .
( 1) 2 1 | ( ) |

(1 )(1 )

+− − ππ
ε σ = ∈ = ∈

π + − π
+ −

∫ 

ms
q

n q q n s
q

us uA du s m nq n
m u

u u  

(29)

Введем обозначения:

1

1

11
(1)

2
0 2 2

111 ,(2)
2

,1 2 2

111
(3)

2
2 2

1 ( )
( ) ,      

1 ( )
(1 )(1 )

1 ( )
( ) ,

1 ( )
(1 )(1 )

1 | ( ) |
( ) .

1 | ( ) |
(1 )( )

 

1

+

β +−

β +−−

= β

+−

β

− π
=

− π
+ −

− π
=

− π
+ −

− π
=
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Тогда (29) примет вид

 

* (1) (2) (3)
2 ,2 2 2

2( , ) sin ( ) ( ) ( ) .
( 1) 2

π  ε σ = + + π +
n q q n n q n q n q

sA I A I A I A
m  

(30)

Теперь, очевидно, задача сводится к изучению асимптотического поведения при n → ∞ интегра-
лов (1) (2) (3)( ),  ( ),  ( ).n q n q n qI A I A I A  Сформулируем три леммы. Приведем их без доказательств, по-
скольку они содержатся в [28]. 

Л е м м а  1. При m → ∞ справедливы асимптотические равенства
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1
0 2 2
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ln( 1)( ) ~ , 1,
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
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
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∑
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∫
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jj

n q q
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s

s s
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s m s

s

mI A s

u du O s
m

u u u  

(31)

где Γ(·) – гамма-функция Эйлера, πq(u) из (25).
Л е м м а  2. При m → ∞ справедливы асимптотические равенства

 
1

11
(2)

2 1 2
1 2 2
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(32)

где
3

121
1 2

1 2 2
2 2 2
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(1 )(1 (1 | ( ) |

(

|

)
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+
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ππ
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+ β+ − − π
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∑
∑

s mq q jj
m q s qj k

j j q j
k k j

b b
A

m
b b b

b

bj – единственный корень уравнения 2 2
1 ( ) 0= β − β =∑q

k kk u  на интервале 1( , ), 1,2 , 1.+β β = … −j j j q
Л е м м а  3. При m → ∞ справедливы асимптотические равенства

 
1

11
(3)

2 1 2
2 2

( ) ~ ( ),

(1 )(1 ) (1 | ( ) |)
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+
β

+ ρ

+ − − π
∫

s

n q m qs

q
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(33)

где 

( )

1

1 2
1

2

2
1

(1 / 2) (1)
( ) ~ ,

24 1 (1) ( 1)
1

+

+
−

=

Γ − π
ρ −

 β− π + 
− β 

∑

m
q

m q s
q

k
q

k k

s
A

m

Γ(·) – гамма-функция Эйлера, πq(u) из (25).
Вернемся к доказательству теоремы 3 в случае r = 1. Из равенства (31) с учетом асимптоти-

ческих соотношений (31) и (32), (33) получим асимптотическое равенство (27). Доказательство 
теоремы 3 завершено.

С л е д с т в и е  4. Для равномерных приближений интегралов Пуассона с граничной функцией 
( ) | | , (0, 2),ϕ = ∈sx x s  на отрезке [–1, 1] суммами Фейера полиномиальных рядов Фурье – Чебышева 

справедлива асимптотическая оценка

2( 1)1
(0)

22 2 2 2
2 2 22 2

1 ( )( ) sin , ,
2 (1 ) ( 1)

(1 ) ( 1) (1 )

+

+

 π −
ε σ = + → ∞  − + − π + −

∫
s n

nn s s s
R

s u R du rO n
r n

R n u u

где 2 2(1 ) (1 ), (0,1 ). = − + ∈R r r r
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С л е д с т в и е  5. Для равномерных приближений функции | | , (0, 2),∈sx s  на отрезке [–1, 1] 
суммами Фейера полиномиальных рядов Фурье – Чебышева справедлива асимптотическая оценка

( )

1

(0)
22

3 2

2 ( )sin , (0,1 ),
2 (1 ) 1

ln( 1)( ) ~ , 1,
( 1)

1 1sin 1 , (1, 2).
2 2 2 2( 1)

− π Γ
∈

π − +
 +ε σ =

π +
 π    Γ − Γ − ∈    π +    

s

s

nn

s s s
s n

n s
n

s s s s
n

Асимптотическая оценка из следствия 5 содержится в [29] и получена при изучении прибли-
жений функции | | , (0, 2),∈sx s  суммами Фейера рядов Фурье по системе рациональных функций 
Чебышева – Маркова с двумя геометрически различными полюсами.

Случай двух геометрически различных полюсов аппроксимирующей функции. 
Рассмотрим приближения интегралов Пуассона в условиях теоремы 2 в случае двух геометриче-
ски различных полюсов 1 2, ,α = γ α = − γi i  аппроксимирующей рациональной функции. Из (26), 
(27) и (28) при этом находим, что

1
*
2 ,2 2 2

2 2 2 22 2 2

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )( , ) sin
2

(1 ) ( 1) (1 )(1 ) (1 )(1 )
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u R

u rO R s
n u r

 

(34)

если (0,1 ),∈r  и если r = 1, то
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,    (1, 2).






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




 ∈ 

  

s

 

(35)

Представляет интерес минимизировать правые части соотношений (34) и (35) посредством 
выбора оптимального для каждой задачи параметра *, [0, ].α = α α∈ r  Другими словами, искать 
оценку наилучшего равномерного приближения интегралов Пуассона с граничной функцией 

( ) | | , (0, 2),ϕ = ∈sx x s  на отрезке [–1, 1] суммами Фейера (5). Введем следующие обозначения:
* *

2 , 2 2 2 , 2 2 2 2 , 2 2 2 , 2 2 2
[0, ] [0, ]

( ) inf ( , ), ( ) inf ( , ).
α∈ α∈

ε σ = ε σ ε σ = ε σn n n n n n n n
r r

A A

Те о р е м а  4. Справедливы асимптотические равенства:
1) при (0,1 )∈r

 
*
2 ,2 2

2 ( , ) ,( ) ~ ,
1

ε
+

∞σ →n n
c n

n
s r

 
(36)
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где
*

*

* * 21

* 2
2 2 2 22 2 2

2
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β* – корень уравнения
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2) при r = 1

 

( )

1
1

2
1

*
2 ,2 2

3

2

2 ( ) ( )

1

1sin (1 ) , (0,1 ),
2 (1 ) 2( 1)

ln( 1)2 4( ) ~ , 1,
1

, ,( , (1  2),
1

)

+

+


 π Γ

+ ∈   π −  +

 +π −ε σ  =
 π +




∈ +

s s

s s
s

n n

s s c ss s
s s

s

n

n
n

n
c

s

s
 

(38)

где 

2
3

1

0 2

1 1( ) 1 ,
2 2 22sin(1 )(1 ) 2

π    = = − Γ − Γ +   π π    
+ −

∫
s

s
u du s sc s s s

u u

Γ(·) – гамма-функция Эйлера.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Изучим соотношение (34). Нетрудно убедиться, что остаточный член 

в этом асимптотическом равенстве имеет вид

 

1 11 1max , , [ ,1 ], (0   ,1),
1 1

+ +      β − −β    β∈ ∈     +  β + +β        

n nRO R R
n R

 

(39)

и убывает при n → ∞ со скоростью геометрической прогрессии. Выражение в квадратных скоб-
ках главного члена асимптотического разложения не зависит от n. Отсюда заключаем, что варьи-
рование параметра β влияет лишь на его константу. Выражение в квадратных скобках представ-
ляет собой непрерывно дифференцируемую функцию параметра β на интервале (R, 1]. 
Естественно искать точку минимума этой функции там, где выполняется необходимое условие 
экстремума:

1

2 2 22 2
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∂
 
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∫ ∫
s s
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u R u du u R u du

u u u u u u

Последнее условие представляет собой (37), корнем которого при каждом (0, 2)∈s  является оп-
тимальный параметр нашей задачи * *( , ).β = β s r  Покажем, что корень в (37) всегда существует. 
Перепишем это равенство в виде

1

2
2 2 22 2

( ) 1 ( ) .

(1 )(1 ) (1 )(1 )

β
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− −
=
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+ − + −
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u R du u R du

u u u u u
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Нетрудно показать, что левая его часть возрастает при [ ,1]β∈ R  и обращается в нуль при β = R. 
При этом правая часть убывает при [ ,1],β∈ R  при β = R строго положительна и обращается 
в нуль при β = 1. Следовательно, при каждом (0, 2)∈s  существует корень * *( , )β = β s r  уравне-
ния (37). Учитывая, что

2 1 1

2 2
2 2 2 2 22 2 2 2

( ) ( ) 1 ( ) ( ,) 2 ( ) 1 ( )
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+ − + − + − β − β +

∫ ∫ ∫
s s s s

s s s s
R

u R u du u R u du R u R du

u u u u u u u u

заключаем, что в случае (0,1 )∈r  при n → ∞ справедливо асимптотическое равенство (36).
Займемся асимптотическим равенством (35). Очевидно, что при постоянных (0,1 ]β∈  для 

каждого заданного (0, 2)∈s  порядок стремления к нулю не отличается от полиномиального. 
Пусть (0,1 ].∈s  Будем полагать, что ( ) 0.β = β →n  Тогда соотношения в (35) примут вид

( )*
2 ,2 2 2 ,
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где величина c3(s) определена в (38).
При каждом заданном (0,1 ]∈s  соответствующие значения величины gn,s(β) имеют строгий 

минимум при 0 < β ≤ 1. Решая экстремальную задачу

, 0 1( ) min,
<β≤

β →n sg

находим оптимальные значения
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При этом
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(40)

Пусть теперь (1, 2).∈s  В этом случае из (35) имеем

2 11
*
2 ,2 2 2

0 2 22 2

1 ( ) 1 ( ) 1( , ) ~ sin , .
2 1

(1 )(1 ) (1 )(1 )

− −β
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 
π β + + β ε σ + → ∞ π β + + − + − 

∫ ∫
s s

n n s s
s u u du u u duA n

n
u u u u

Выражение в квадратных скобках не зависит от n и представляет собой непрерывно дифферен-
цируемую функцию параметра β на интервале (0, 1]. Естественно искать точку минимума этой 
функции там, где выполняется необходимое условие экстремума:
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2 11

0 2 22 2

( ) 1 ( ) 0.

(1 )(1 ) (1 )(1 )

− −β
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∂ β + +β + = ∂β β + − + − 
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u u du u u du
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Выполнив дифференцирование по параметру β, приходим к уравнению (37) при r = 1. Отсюда 
заключаем, что при n → ∞

 
* 2
2 ,2 2( ) ~ , ,1

1
( , )

ε σ →∞
+

n n nc s
n  

(41)

где c2(s, 1) определено в формулировке настоящей теоремы. Из соотношений (40) и (41) приходим 
к асимптотическим равенствам (38). Теорема 4 доказана.

Из теоремы 4 следует, что в случае (0,1 )∈r  классы функций, задаваемых интегралами 
Пуассона на отрезке [–1, 1] с граничной функцией ( ) | | , (0, 2),ϕ = ∈sx x s s ∈ (0, 2), не отражают особенности 
рациональной аппроксимации суммами Фейера (5) в том смысле, что никаким параметром нель-
зя увеличить скорость убывания главного члена асимптотического разложения мажоранты рав-
номерных приближений. Покажем, что специальным выбором параметра аппроксимирующей 
функции можно увеличить скорость убывания остаточного члена разложения. С этой целью об-
ратимся к величине (39). Положим .β = R  В этом случае остаточный член асимптотического 
разложения будет иметь порядок

1
1 1 , .

1 1

+  −  →∞   + +  

n
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n R

Возвращаясь к первоначальным параметрам, последняя величина примет вид
12

4

1 , .
1 1 1

+    →∞   + + −  

n
rO n

n r

Сравнивая полученный результат с остаточным членом асимптотического разложения в полино-
миальном случае (см. следствие 4), заключаем, что специальным выбором параметра аппрокси-
мирующей функции возможно добиться более высокой скорости убывания остаточного члена 
в сравнении с соответствующим полиномиальным аналогом.

Заключение. В работе изучены аппроксимации функций, представимых интегралами 
Пуассона на отрезке [–1, 1], суммами Фейера рациональных интегральных операторов Фурье – 
Чебышева в случае ограничений на количество геометрически различных полюсов. Рассмотрены 
интегралы Пуассона с граничной функцией, имеющей степенную особенность на отрезке [–1, 1]. 
Найдены интегральное представление приближений, оценки поточечных и равномерных при-
ближений с определенной мажорантой и ее асимптотическое выражение. Подробно рассмотрен 
случай двух геометрически различных полюсов аппроксимирующей функции. В этом случае 
установлено, что при (0,1)∈r  улучшить скорость убывания мажоранты равномерных прибли-
жений путем специального выбора параметров аппроксимирующей функции нельзя. Этот ре-
зультат носит отрицательный характер. Однако специальным выбором параметров можно уве-
личить скорость убывания остаточного члена асимптотического разложения мажоранты равно-
мерных приближений. В случае r = 1 ситуация меняется. Класс интегралов Пуассона на отрезке 
с граничной функцией, имеющей степенную особенность, в некоторых случаях отражает осо-
бенности рациональной аппроксимации изучаемыми суммами Фейера в том смысле, что при 
специальном выборе параметров, оценки равномерных рациональных приближений оказывают-
ся в некоторой степени лучше соответствующих полиномиальных аналогов.
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