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Введение. Теория массивного и безмассового полей со спином 2, начиная с работ В. Паули 
и М. Фирца [1, 2], всегда присутствовала в литературе (см. [3]). Бóльшая часть работ выполне-
на в рамках формализма волновых уравнений второго порядка. Известно, что много путаницы  
в рамках такого подхода возникает из-за неоднозначностей в порядке написания производных. Эти 
неоднозначности отсутствуют, если с самого начала использовать формализм уравнений первого 
порядка. 

По-видимому, первое систематическое исследование теории частицы со спином 2 в рамках  
теории релятивистских волновых уравнений первого порядка выполнено в работах Ф. И. Федорова 
и его учеников [4]. Оказалось, что частица со спином 2 требует для своего описания в таком под-
ходе 30-компонентной волновой функции. Ф. И. Федоровым было инициировано развитие еще 
одной, 50-компонентной теории частицы со спином 2. В литературе специально исследовался 
вопрос о связях между этими двумя вариантами. Было показано, что 50-компонентное волновое 
уравнение для заряженной частицы со спином 2 во внешнем электромагнитном поле может быть 
сведено к виду 30-компонентного уравнения, но с дополнительным членом взаимодействия, ин-
терпретируемым как аномальный магнитный момент. 

Известно, что в теории безмассового поля со спином 1 (электромагнитный случай) существует 
калибровочная симметрия, при этом решения градиентного типа не дают вклада в тензор энергии-
импульса. В настоящей работе исследуется более сложная ситуация с вкладом калибровочных 
степеней свободы в тензор энергии-импульса для поля со спином 2 (гравитона). Известно [1, 2], 
что для уравнения безмассового поля со спином 2 также существует некоторая калибровочная 
симметрия, приводящая к тому, что есть подкласс решений (обобщенного) градиентного типа. 
Однако до настоящего времени вопрос о вкладе этих калибровочных степеней свободы в тензор 
энергии-импульса поля со спином 2 не исследовался. 

1. Безмассовое поле со спином 1. Напомним описание ситуации в случае поля со спином 1,  
с тем чтобы затем обобщить это рассмотрение на случай поля со спином 2. При исследовании 
обоих случаев (для спина 1 и спина 2) будем пользоваться известными фактами из теории реляти-
вистских волновых уравнений первого порядка [4, 5]. 

Тензор энергии-импульса векторного поля (применяем матричный формализм Даффина – Кем-
мера) задается равенством (используем метрику с мнимой единицей)  

 { }1 ( ) ( )
2

Tµn µ n n µ= - Ψβ ∂ Ψ - ∂ Ψ β Ψ , (1)
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где матрицы Даффина – Кеммера определяются как [4] 

 [ ] [ ]e eρ, ρµ ρµ ,ρ
µβ = + . 

Из (1) следует представление тензора энергии-импульса в виде 

 { }[ ] [ ][ ] [ ]
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

Tµn n ρµ n ρ n ρµ n ρρ ρµ ρ ρµ= - ∂ Ψ + ∂ Ψ - ∂ Ψ - ∂ Ψ ,Ψ Ψ Ψ Ψ  (2)

где 
 [ ][ ]µ µnµ µn= Ψ , = -Ψ .Ψ Ψ  (3)

С учетом (2) из (3) получаем явное выражение для тензора Tµn: 

 ( )[ ] [ ]( )Tµn ρµ n ρ ρ n ρµ= Ψ ∂ Ψ -ψ ∂ Ψ . (4)

Согласно калибровочной симметрии, если набор полей [ ]ρ µnΨ ,Ψ  является решением уравне-
ний, то решением уравнений будет также и набор полей 

 [ ][ ]ρ ρ µnρ µn= Ψ + ∂ Λ , = Ψ ,′ ′Ψ Ψ  (5)

где ( )xΛ  – произвольная вещественная функция координат. Для тензора энергии-импульса ново-
го решения (5) уравнений получаем представление 

 ( ) ( ){ }[ ] [ ]( )T TT µn ρµ ρ n ρ n ρµ µn µnµn = + Ψ ∂ ∂ Λ - ∂ Λ ∂ Ψ ≡ + Ξ .′  (6)

Добавка µnΞ  к тензору (6) может быть представлена как 4-дивергенция: 

 ( ){ }[ ] [ ]( ) .µn ρ ρµ n n ρµΞ = ∂ Ψ ∂ Λ -Λ ∂ Ψ  (7)

Это означает, что при интегрировании эта добавка дает нулевой вклад. 
Проведем аналогичный анализ для безмассового вещественного поля со спином 2. 
2. Безмассовый случай, калибровочная симметрия. Исходим из системы уравнений первого 

порядка 30-компонентной теории поля со спином 2 [4, 5]. 
Массивный случай:

 
0 0 ( )

1 1 20 0
32 2

M Mµ µ µ n µn µ∂ Φ + Φ = , ∂ Φ - ∂ Φ + Φ = , 
  

 
( )[ ] [ ] ( )

1 1 1 0
26 2

M
 
 ρ σ σ ρ ρσ n n µ ρ σµ µ σ ρµ ρσ 
 
∂ Φ + ∂ Φ - d ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ + Φ = , 

 
(8)

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1 1 1 0
3 32

M
 
 β ηγ γ βη ηγ ρ ρβ ηβ ρ ργ η γβ 
 
∂ Φ - ∂ Φ + d ∂ Φ - d ∂ Φ + Φ = . 

 
Безмассовый случай:

 
0 ( )

1 1 20 0
32 2

µ µ µ n µn µ∂ Φ = , ∂ Φ - ∂ Φ +Φ = , 
  

 
( )[ ] [ ]

1 1 1 0
26 2

 
 ρ σ σ ρ ρσ n n µ ρ σµ µ σ ρµ 
 
∂ Φ + ∂ Φ - d ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ = , 

 
(9)

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1 1 1 0
3 32

 
 β ηγ γ βη ηγ ρ ρβ ηβ ρ ργ η γβ 
 
∂ Φ - ∂ Φ + d ∂ Φ - d ∂ Φ +Φ = . 

 

В безмассовом случае известно существование калибровочной симметрии и соответствующих 
простейших решений уравнений [4, 5]: 

 
(0) (0) (0)
0 [ ]0 0ρ ρ µ µ nlΦ = ∂ ∂ Λ, = , Φ = ,Φ    

 
(0)
( )

1 12
23

 
 µ n µn ρ ρµn  
 

Φ = ∂ ∂ - d ∂ ∂ Λ, 
 

(10)
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где ( )xΛ  – произвольная вещественная функция. Это означает, что если набор функций 

( )0 ( ) [ ]µ µn ρ ησΦ = Φ ,Φ ,Φ ,Φ   является решением системы уравнений (9), то решением является  
и  на бор функций (0)′Φ = Φ +Φ .  

3. тензор энергии-импульса для поля со спином 2. Исходим из общего выражения для тен-
зора энергии-импульса 

 
{ }1 ( ) ( )

2
Tµn µ n n µ= - ΦΓ ∂ Φ - ∂ Φ Γ Φ ; 

 
(11)

в данном случае матрицы µΓ   задаются с помощью элементов полной матричной алгебры следу-
ющим образом: 

 
0 0 ( ) ( ) ( ) [ ] [ ] ( )1 2 2

32
e e e e e e,µ µ, ρ, µρ µρ ,ρ nρ ,n µρ n µρ , nρ     
     µ      

Γ = + - - - + . 
 

(12)

Учитывая явный вид матриц из (12), находим представление для тензора Tµn:

 
00

1 1 1( ) ( )
2 2 2

Tµn n µ nµ
= - ∂ Φ + ∂ Φ - Φ Φ


 ( ) ( )
2 2( ) ( )
3 3n µρ n ρρ µρ∂ Φ + ∂ Φ -Φ Φ  

  

 
[ ] ( )( ) [ ]2 ( ) 2 ( )n l µρ n lρlρ l µρ- ∂ Φ - ∂ Φ -Φ Φ  

 
00

1 1( ) ( )
2 2

n µ µ µ∂ Φ - ∂ Φ +Φ Φ  
  

 
( ) [ ] ( )( ) ( ) [ ]

2 2( ) ( ) 2( 2(
3 3n µρ n ρ n l µρ n lρρ µρ lρ l µρ


+ ∂ Φ - ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ .Φ Φ Φ Φ


 
 

(13)

Потребуется явный вид матрицы инвариантной билинейной формы [4, 5] 

 0 0 4 4 ( ) ( ) ( 4) ( 4) (44) (44)2a a ab ab a ae e e e e e, , , , , ,   
   
   

η = - + - + - + +  

 [ ] [ ] 4[4 ] 4[4 ] [4 ] [4 ] 4[ ] 4[ ]2 2a bc a bc a a a b a b ab abe e e e, , , , 
 
 

+ - - + + . (14)

Учитывая равенство 

 0 4 4 0 (4 ) (4 )
4

1 2
32

a a a ae e e e, , , ,   
   
   

ηΓ = - + - + + 4 (44) (44) 4 ( ) [4 ] [4 ] ( )2 2
3

ab a b a b abe e e e, , , ,   
   
   

+ - + +  

 ( 4) 4[4 ] 4[4 ] (4 )2 ,a a a be e, , 
 
 

+ +  (15)

получаем нужное для анализа соотношения (13) тождество 

 4 4( )+ηΓ = ηΓ .  (16)

С учетом вещественности (незаряженности) безмассового поля со спином 2 (напоминаем, что  
в пространстве Минковского используется метрика ict) находим явный вид компонент функции :Φ  

 0 0 0 40
1 0

( ) ( )
0 1a ai∗

µµ
 

= -Φ = -Φ , = Φ ,- Φ = Φ ,Φ = Φ ,Φ Φ  - 
 
  

 

( ) ( 0) (44) ( )( )

1 0 0
( ) 0 1 0

0 0 1
ab ai∗ ∗ ∗ 

  µnµn  

 
 = Φ , Φ ,Φ - = Φ ,Φ  
 
 

  (17)

 

 

[ ] 4[4 ] [4 ] 4[ ] [ ][ ]

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

a bc a a b ab
∗ ∗ ∗ ∗ 

  µ nρµ nρ  

- 
 - = Φ ,Φ ,Φ ,Φ = -Φ .Φ  
 
 
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Учитывая (17), из равенства (13) находим явное выражение для тензора энергии-импульса поля 
со спином 2: 

 
0 0

1 1( ) ( )
2 2

Tµn µ n µ n
= - - Φ ∂ Φ Φ ∂ Φ -


 
  

 
( ) ( ) ( ) [ ] [ ] ( )

2 2( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) .
3 3ρ n µρ µρ n ρ lρ n l µρ l µρ n lρ


- Φ ∂ Φ + Φ ∂ Φ - Φ ∂ Φ + Φ ∂ Φ 


  (18)

Теперь выясним, какую добавку к этому тензору энергии-импульса вносит простейшее реше-
ние (0) ,Φ   связанное с калибровочными степенями свободы (см. (10)). После необходимых вычис-
лений для соответствующей добавки nµΞ  (см. (6)) получаем следующее явное выражение: 

 
{2 2 ( )( ) ( ( ))

3nµ ρ ρ n µ n ρ ρ µΞ = ∂ ∂ ∂ Φ - ∂ ∂ ∂ ΛΦ +    
  

 ( ) ( )( )n µ ρ ρ µ ρ µ ρ+ ∂ ∂ ∂ Λ Φ - ∂ ∂ Λ ∂ Φ -      

 }[ ] [ ]3 ( ) ( ) ( ) .n l ρ l µρ l ρ n l µρ- ∂ ∂ ∂ Λ Φ - ∂ ∂ Λ ∂ ∂     (19)

Преобразуем отдельные слагаемые в (19). Имеем три равенства: 

 ( )( ) ( ( ))ρ ρ n µ n ρ ρ µ∂ ∂ ∂ Φ - ∂ ∂ ∂ ΛΦ = { }( )( ) ( )ρ ρ n µ n ρ µ∂ ∂ Λ ∂ Φ - ∂ ∂ Λ Φ -   
 ( )( ) ( )( )ρ ρ n µ n ρ ρ µ- ∂ Λ ∂ ∂ Φ + ∂ ∂ Λ ∂ Φ ;  (20)

 ( ) ( )( )n µ ρ ρ µ ρ µ ρ∂ ∂ ∂ Λ Φ - ∂ ∂ Λ ∂ Φ =  { }( ) ( )( )ρ n µ ρ µ n ρ∂ ∂ ∂ Λ Φ - ∂ Λ ∂ Φ =   
 = ( )( ) ( )( )n µ ρ ρ µ ρ n ρ- ∂ ∂ Λ ∂ Φ + ∂ Λ ∂ ∂ Φ ;  (21)

 [ ] [ ]( ) ( ) ( )n l ρ l µρ l ρ n l µρ∂ ∂ ∂ Λ Φ - ∂ ∂ Λ ∂ ∂ =  { }[ ] [ ]( ) ( )( )ρ n l l µρ l n l µρ∂ ∂ ∂ Λ Φ - ∂ Λ ∂ Φ -   
 [ ] [ ]( )( ( )( )n l ρ l µρ l ρ n l µρ- ∂ ∂ Λ ∂ Φ + ∂ Λ ∂ ∂ Φ .  (22)

Учитывая эти тождества, выражение для добавки nµΞ  приводим к виду 

 Dµn µn µnΞ = + ∆ , (23)

где 

 
{2 2 ( )( ) ( )

3
D

x
µn ρ n µ n ρ µρ

∂
= ∂ Λ ∂ Φ - ∂ ∂ Λ Φ +  ∂

 
  

 }[ ] [ ]( ) ( )( ) 3 ( ) ( )(n µ ρ µ n ρ n l l µρ l n l µρ+ ∂ ∂ Λ Φ - ∂ Λ ∂ Φ - ∂ ∂ Λ Φ - ∂ Λ ∂ Φ ,         (24)

а

 { }[ ] [ ]
2 2 ( ) 3 ( ) 3 .

3
   

µn l n l µ ρ l µρ n l l µ ρ l µρ      
∆ = - ∂ Λ ∂ ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ ∂ Λ ∂ Φ + ∂ Φ  

 
(25)

Правая часть равенства (23) содержит дивергентную часть Dnµ и недивергентную nµ∆ . 
Покажем, что недивергентная часть обращается в нуль (при учете уравнений движения). Для 

этого действуем на четвертое уравнение в (9) оператором 3 β∂  : 

 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

3 1 1 3 0
2 3 3
 
 β β ηγ β γ βη ηγ β ρ ρβ ηβ β ρ ργ β η γβ 
 
∂ ∂ Φ - ∂ ∂ Φ + d ∂ ∂ Φ - d ∂ ∂ Φ + ∂ Φ = ; 

 

заменяем индексы  γ→µ, η→l, получим 

 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

3 1 1 3 0
2 3 3
 
 β β lµ β µ βl lµ β ρ ρβ l ρ ρµ β l µβ 
 
∂ ∂ Φ - ∂ ∂ Φ + d ∂ ∂ Φ - ∂ ∂ Φ + ∂ Φ = .  (26)
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Теперь на второе уравнение в (9) действуем оператором l∂ : 

 
0 ( )

1 2 0
32

kl µ l ρ ρµ l µ∂ ∂ Φ - ∂ ∂ Φ + ∂ Φ = , 
 

с учетом чего предыдущее уравнение (26) преобразуем к виду 

 [ ]3k  
 l µ β l µβ 
∂ Φ + ∂ Φ +   

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0

3 1 1 0
2 3 2

     ρ ρ lµ ρ µ ρl ρ l ρµ lµ ρ β ρβ l µ    

+ ∂ ∂ Φ - ∂ ∂ Φ - ∂ ∂ Φ + d ∂ ∂ Φ + ∂ ∂ Φ = .  (27)

Выражение в фигурных скобках в (27) симметрично по индексам l -µ; следовательно, такой же 
симметрией обладает и первое слагаемое

 [ ] [ ]3 3  l µ β l µβ µ l β µ lβ∂ Φ + ∂ Φ = ∂ Φ + ∂ Φ .   (28)

Теперь воспользуемся третьим уравнением системы (9) 

 [ ] [ ]3 3 0l µ µ l β l µβ β µ lβ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ = ,  
что после перегруппировки дает

 [ ] [ ]( 3 ) ( 3 ) 0  l µ β l µβ µ l β µ lβ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ = .   (29)

Очевидно, что с учетом (28) из (29) следует равенство 

 [ ] [ ]( 3 ) ( 3 ) 0  l µ β l µβ µ l β µ lβ∂ Φ + ∂ Φ = ∂ Φ + ∂ Φ = .   (30)

Следовательно, недивергентная добавка (23) обращается в нуль. Другими словами, выполняется 
равенство 
 T DT µn µnµn = + ,′  
где 

 
{2 2 ( )( ) ( )

3
D

x
µn ρ n µ n ρ µρ

∂
= ∂ Λ ∂ Φ - ∂ ∂ Λ Φ +  ∂

 
  

 }[ ] [ ]( ) ( )( ) 3 ( ) ( )(n µ ρ µ n ρ n l l µρ l n l µρ+ ∂ ∂ Λ Φ - ∂ Λ ∂ Φ - ∂ ∂ Λ Φ - ∂ Λ ∂ Φ .         (31)

Таким образом, известный результат, что электромагнитные решения типа градиента от произ-
вольной скалярной функции дают нулевой вклад в тензор энергии-импульса, обобщается на случай 
безмассового поля со спином 2. Показано, что в пространстве Минковского градиентные решения 
30-компонентного волнового уравнения для безмассового поля со спином 2 дают вклад в тензор 
поля в виде 4-дивергенции от тензора третьего ранга (31) и, следовательно, при интегрировании 
это слагаемое дает нулевой вклад. 

Следует отметить, что свойства безмассового поля со спином 2, рассматриваемого на фоне 
псевдориманового пространства-времени, оказываются существенно более сложными [6]. В част-
ности, в произвольном пространстве-времени общековариантные уравнения для этого поля не обла-
дают калибровочной симметрией и поэтому вопрос об устранении нефизических степеней свобо-
ды, вообще говоря, автоматически не решается.

Существования такого свойства калибровочной инвариантности можно добиться в классе  
пространств с нулевым тензором Риччи Raβ, введя дополнительный член взаимодействия с помо-
щью тензора кривизны Римана Raβρσ [6]. В этой достаточно сложной для анализа ситуации во-
прос о вкладе калибровочных степеней свободы в тензор энергии-импульса для поля со спином 2 
остается открытым. 

Работа выполнена при поддержке Белорусского фонда фундаментальных исследований (грант 
№ Ф13-146). 
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CONTRIBUTION OF GAUGE DEGREES OF FREEDOM  
TO THE SPIN 2 FIELD ENERGY-MOMENTUM TENSOR

Summary

The known result that electromagnetic solutions in the form of the gradient of an arbitrary scalar function make a zero 
contribution to the energy-momentum tensor is extended to a massless spin 2 field. Within the theory of 30-component first-order 
equations, it is shown that in Minkowski’s space, the generalized gradient- type solutions for a spin 2 field make a contribution 
to the energy-momentum tensor in the form of a 4-divergence of a third-rank tensor; its contribution therefore vanishes during 
integration. 


