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ОБ УПРАВЛЯЕМОСТИ, НАБЛЮДАЕМОСТИ И ОПТИМИЗАЦИИ  
ДИСКРЕТНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ВОЛЬТЕРРА

Аннотация. Исследуются дискретные нестационарные линейные системы уравнений типа Вольтерра, суще-
ственной особенностью которых является зависимость каждого последующего состояния от всей предыстории 
процесса. Получено представление решений таких систем в форме Коши с учетом управляющих воздействий. 
Установлены необходимые и достаточные условия точечной управляемости, точечной управляемости по выходу 
и наблюдаемости, а также исследована линейно-квадратичная задача оптимизации рассматриваемых систем урав-
нений Вольтерра.
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Введение. В последние годы особый интерес привлекают дискретные системы с после-
действием, существенной особенностью которых является зависимость состояний системы от 
предыстории процесса [1, 2]. Среди таких систем особое место занимают системы уравнений 
Вольтерра, у которых состояние в каждый момент времени зависит от всей предыстории про-
цесса. Для таких систем при нахождении решения в текущий момент времени необходима вся 
информация от начального до текущего моментов времени. В [3, 4] предложен алгебраический 
подход исследования структурных свойств линейных дискретных стационарных систем тако-
го типа. При изучении устойчивости [5], управляемости, наблюдаемости [6, 7], задач линейно-
квад ратичной оптимизации [8, 9] удобно использовать представление (или, другими словами, 
дискретное преобразование) рассматриваемых функций и операторов в кольце степенных ря-
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дов. Это позволяет применять ряд алгебраических методов для исследования указанных задач. 
В [10, 11] изучены вопросы приводимости по Ляпунову, управляемости и наблюдаемости обык-
новенных линейных дискретных систем, в том числе с неотрицательными коэффициентами 
и с изменяющимся во времени пространством состояний, типичным представителем которых 
являются системы уравнения Вольтера. В [11–18] исследовались вопросы нахождения канониче-
ских форм как дискретных, так и непрерывных линейных систем управления, что в ряде случа-
ев позволяет значительно упростить изучение структурных свойств нестационарных объектов 
управления. В [19–22] рассмотрены специальные классы дискретных систем с двумерной дина-
микой, для которых изучены такие традиционные задачи, как управляемость, наблюдаемость, 
стабилизация и другие вопросы теории динамических систем управления.

В данной работе рассматриваются дискретные нестационарные линейные системы уравне-
ний Вольтерра с управляющими воздействиями. Для таких систем управления получен аналог 
формулы Коши представления решений, установлены необходимые и достаточные условия то-
чечной управляемости, точечной управляемости по выходу и наблюдаемости, доказано суще-
ствование оптимального решения в задаче минимизации квадратичного функционала.

Представление решений. Рассмотрим систему дискретных нестационарных линейных 
уравнений Вольтерра следующего вида:

 0
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )     ( 0,1, ).

=
+ = − + = …∑

t
j

j
x t A t x t j B t u t t

  
(1)

Здесь Аj(t) ( j = 0, 1, ... ,t) и B(t) – заданные соответственно (n × n) и (n × m) вещественные матрицы, 
x(t) – n-вектор-столбец решения, а ( )∈ mu t   – вектор-столбец управления в момент t. 

Пусть η, τ – заданные целые неотрицательные числа, причем τ > η. Назовем промежутком 
во множестве неотрицательных целых чисел +  подмножество вида [ , ) { , 1, , 1}.η τ = η η + τ −  
Обозначим через ( ) ( , , )=x t x t v u ( ), , [0, )= x t v u t  решение системы (1) при t > 0 с управлением 

[0, ) { (0), (1), , ( 1)}= −u t u u u t  и начальным условием 

 (0) .= ∈ nx v   (2)

Введем по следующим рекуррентным формулам (n × n)-матрицы Fj(t):
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 ( ) , ( ) 0= =j jF j E F i  при    ( , 0,1, , ),i j i j t  
где E – единичная (n × n)-матрица.

Л е м м а  1. Для любых ,   ( 1,2, ; 0,1, , 1)= = − t j t j t  имеют место равенства
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма доказывается методом математической индукции.
Ле м м а  2 . Решение ( ) ( , , )=x t x t v u ( 1,2, )= t  системы (1) с начальным условием (2) и управ-

лением ( )u j  ( j = 0, 1, ..., t – 1) находится по формуле
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если ( ) 0  ( 0,1, , 1),= = −u j j t  то n-вектор-функция 0( ) ( )=x t F t v  удов-
летворяет однородной системе (1) с начальным условием (2). Действительно, полагая последова-
тельно t = 0, 1, ... с учетом соотношений (3), имеем

0 0 0(0) (0) ,      (1) (0) (0) (1) ,= = =x F v x A x F v

( )0 1 0 0 1 0 0(2) (1) (1) (1) (0) (1) (1) (1) (0) (2) .= + = + =x A x A x A F A F v F v
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Далее применяем метод математической индукции. Пусть формула 0( ) ( )=x t F t v  верна для неко-
торого t > 0. Докажем ее справедливость при t + 1. Из (1) в силу (3) имеем представление

0 0
0 0

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) .
= =

+ = − = − = +∑ ∑
t t

j j
j j

x t A t x t j A t F t j v F t v

Покажем, что последовательность { (0) 0, (1), , ( ), },=  z z z t  определенная при t > 0 по формуле
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является решением системы (1) при начальном условии x(0) = 0. Для упрощения выкладок обо-
значим через ( ) ( ) ( ), 0.= ≥g s B s u s s  Подставив (5) в правую часть системы (1) и учитывая лем-
му 1, получим
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( )0 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 2)− −= + − + + − − +t t tg t A t F t g t A t F t A t F t g t  

( )0 2 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 2) ( 3)− − −+ + − + − − + +t t tA t F t A t F t A t F t g t  
( )0 1 1 1 2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 2) ( ) (1) (0)−+ + − + − + + = tA t F t A t F t A t F t A t F g  

1 1 1( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1) (0)+ −= + + + − + + − + + + =t t tF t g t F t g t F t g t F t g  

1 1
0 0

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1).+ +
= =

= + = + = +∑ ∑
t t

s s
s s

F t g s F t B s u s z t

Лемма 2 доказана.
Матрицы ( )  ( 0,1, ; 0,1, , ),= … = …jF t t j t  определенные по формуле (3), назовем матрицами 

Коши, а представление решения системы (1) в виде (4) – формулой Коши.
Точечная управляемость. В [1–4] для дискретных стационарных систем уравнений 

Вольтерра даны определения различных понятий точечной управляемости и доказаны необ-
ходимые и достаточные условия точечной управляемости на заданном промежутке. Ниже, сле-
дуя [1–4], приводятся понятия точечной управляемости на заданном промежутке [0,τ), точечной 
управляемости и управляемости по выходу. 

О п р ед е л е н и е  1.  Систему (1) назовем точечно управляемой на заданном промежутке вре-
мени [0,τ), если для любых элементов v, w пространства n  существует последовательность 
управляющих воздействий [0, ) { (0), (1), , ( 1)},τ = τ −u u u u  которая в силу системы (1) с началь-
ным условием (2) обеспечивает равенство ( ), , [0, ) .τ τ =x v u w

С помощью матриц Fj(t), определенных по формуле (3), зададим матрицы Yj(t) следующим 
образом:

1 2( ) { ( ) ( ), ( ) ( 1), , ( ) ( 1)}    ( 1,2, ; 0,1, , ).+ += + − = =  j j j tY t F t B j F t B j F t B t t j t

Справедлива 
Те о р е м а  1. Система (1) точечно управляема на заданном промежутке [0,τ) тогда и толь-

ко тогда, когда выполняется одно из эквивалентных условий: 

0rank ( )τ =Y n  
или 

( )0 0det ( ) ( ) 0,′τ τ ≠Y Y

где символ «штрих» обозначает операцию транспонирования.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу соотношения (4) свойство точечной управляемости системы (1) 
на заданном промежутке [0,τ) эквивалентно разрешимости системы уравнений 

1
1

0
( ) ( ) ( )

τ−
+

=
τ = ξ∑ j

j
F B j u j

относительно управлений (0), (1), , ( 1)τ −u u u  при любой правой части .ξ∈ n  Эта система 
уравнений в матричной записи имеет вид 0 ( ) ,τ = ξY V  где ( )(0), (1), , ( 1) .′′ ′ ′= τ −V u u u  Она разре-
шима относительно V для произвольного ξ∈ n  тогда и только тогда, когда 0rank ( ) .τ =Y n  Так 
как ( )0 0 0rank ( ) rank ( ) ( ) ,′τ = τ τ =Y Y Y n  то определитель матрицы 0 0( ) ( )′τ τY Y  отличен от нуля. 
Теорема 1 доказана.

Если система (1) не является точечно управляемой на промежутке [0,τ), то она не является то-
чечно управляемой на любом его подмножестве [0, ) [0, ).µ ⊂ τ  Однако система (1), не являющаяся 
точечно управляемой на заданном промежутке [0,τ), может оказаться точечно управляемой на 
более широком множестве. В связи с этим естественно ввести следующее

О п р ед е л е н и е  2 .  Система (1) называется точечно управляемой, если существует промежу-
ток [0,θ), на котором она точечно управляема.

Из теоремы 1 следует, что точечная управляемость системы (1) имеет место тогда и только 
тогда, когда в матрице со счетным множеством столбцов 

( )1 2 3( ) (0), ( ) (1), ( ) (2),     ( 1,2, )= F t B F t B F t B t

имеется n линейно независимых столбцов. Следовательно, для того чтобы установить, что систе-
ма (1) не является точечно управляемой, необходимо, вообще говоря, рассмотреть матрицу 
( )1 2 3( ) (0), ( ) (1), ( ) (2),F t B F t B F t B  со счетным множеством столбцов. Поэтому, в общем случае, 
вопрос о том, что система (1) не является точечно управляемой, не может быть решен с помощью 
конечного числа арифметических операций. Однако в некоторых частных случаях этот вопрос 
решается элементарно. Это показывает следующий

П р и м е р. Пусть n = 2, m = 1 и для t ≥ 0 заданы следующие матрицы:
20 0( ) ,      ( ) .

1 0
   +

= =     + +   
j

t jB t A t
t t j

Ясно, что ( ) ( ) 0=jA t B t  для любых ,  ( 0,1, ; 0,1, , ),= = t j t j t  и поэтому в формуле Коши коэф-
фициенты при управляющих воздействиях равны нулю, т. е. на решения данной системы управ-
ления не оказывают влияния. Следовательно, система (1) не является точечно управляемой. 

В общем случае для установления точечной управляемости системы (1) необходимо рассмо-
треть счетное множество столбцов матриц ( ) ( ) ( 0,1, ; 0,1, , ).= = jF t B j t j t

При управлении системой (1) с практической точки зрения представляют интерес ситуации, 
при которых вне заданного промежутка времени [ , ) { , 1, , 1},  0η τ = η η+ τ − < η < τ  управляющие 
воздействия равны нулю, т. е. значения управлений u(t) выбираются только для моментов време-
ни [ , ).∈ η τt  Класс таких управлений обозначим через U0[η,τ), а промежуток [η,τ) назовем проме-
жутком управляемости.

О п р ед е л е н и е  3.  Систему (1) назовем точечно управляемой в классе управлений U0[η,τ), 
если для любых элементов v, w пространства ,  (0) =n x v  найдется управление u[0,τ) из множе-
ства U0[η,τ), которое обеспечивает в силу системы (1) равенство ( ), , [0, ) .τ τ =x v u w

Для управлений 0[ , )∈ η τu U  формула (4) примет вид 
1

0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0.
−

+
=η

= + ≥∑
t

j
j

x t F t v F t B j u j t

Имеет место утверждение, аналогичное теореме 1.
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Те о р е м а  2 .  Система (1) точечно управляема в классе управлений U0[η,τ) тогда и только 
тогда, когда выполняется одно из эквивалентных условий:

( )1 2rank ( ) rank ( ) ( ), ( ) ( 1), , ( 1)η η+ η+τ = τ η τ η + τ − =Y F B F B B n  
или 

( )det ( ) ( ) 0.η η′τ τ ≠Y Y

Как показывают примеры, нестационарные системы уравнений Вольтерра могут иметь не-
сколько промежутков точечной управляемости. 

Проблема полной управляемости (см. [10, с. 354–362]), связанная с попаданием решения си-
стемы (1) на заданную последовательность точек ( ) ( 1,2, , )= τ = k k kw w k q  (т. е. на дискретную 
кривую), была рассмотрена в [10] для стационарных систем Вольтерра. Для нестационарных си-
стем подобная задача не исследовалась. 

Можно предложить следующий подход к решению этой задачи. Пусть система (1) имеет q > 1 
непересекающихся промежутков управляемости [ , ) ( 1,2, , ).η τ = k k k q  Рассмотрим дискретную 
кривую как последовательность точек 1 2{ , ,..., }, ( 1,..., ),∈ =n

q kw w w w k q  которые заданы на 
правых границах промежутков точечной управляемости, т. е. ( ) ( 1,2, , ).= τ = k k kw w k q  Тогда 
для решения задачи попадания траектории системы (1) на такую дискретную кривую достаточ-
но положить управление равным нулю вне промежутков [ , ),η τk k  а требуемые управляющие 
воздействия выбрать только в промежутках [ , ) ( 1,2, , ).η τ = k k k q

Точечная управляемость по выходу. Предположим, что может быть получена выходная по-
следовательность y(t), связанная с вектором x(t) системы (1) соотношением

 ( ) ( ) ( )    ( 0,1, ),= = y t C t x t t   (6)

где C(t) – заданные вещественные матрицы размера (r × n). С учетом формулы (4) имеем 

 

1
0 1

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )    ( 0,1, ).

−
+

=
= ν + =∑ 

t
j

j
y t C t F t C t F t B j u j t

 
(7)

О п р ед е л е н и е  4 .  Систему (1) назовем точечно управляемой по выходу (6) в классе управле-
ний U0[η,τ), если при любом начальном условии (0) = ν ∈ nx   и каждом векторе ψ ∈ r  существу-
ет такое управление u[η,τ) из множества U0[η,τ), что верно равенство ( )( ) ( ) , , [ , ) .τ = τ τ η τ = ψy C x v u

Найдем условия точечной управляемости системы (1) по выходу (6) в классе управлений U0[η,τ). 
Для этого введем в рассмотрение (r × m)-матрицы 1( ) ( ) ( ) ( )  ( 0,1, ; 0,1, , ).+= = = j jH t C t F t B j t j t

Следуя рассуждениям теоремы 1 с учетом формулы (7) получим, что точечная управляе-
мость по выходу в классе управлений U0[η,τ) имеет место тогда и только тогда, когда разрешима 
относительно неизвестных ( ), ( 1), , ( 1)η η + τ −u u u  система уравнений 

1
( ) ( )

τ−

=η
τ = ξ∑ j

j
H u j

с произвольной правой частью .ξ∈ r  Справедливо следующее утверждение.
Те о р е м а  3 . Система (1) точечно управляема по выходу (6) в классе управлений U0[η,τ) тог-

да и только тогда, когда выполняется одно из эквивалентных условий: 

( )1 1rank ( ), ( ), , ( )η η+ τ−τ τ τ =H H H r

или 
1

det ( ) ( ) 0.
τ−

=η
′τ τ ≠∑ j j

j
H H
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Системы уравнений Вольтерра с запаздыванием в управлении. Рассмотрим системы 
уравнений Вольтерра, в которых управляющее воздействие учитывает эффект запаздывания, 
т. е. системы управления вида 

 0 0
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )   ( 0,1, ).

= =
+ = − + − =∑ ∑ 

t t
j j

j j
x t A t x t j B t u t j t

 
(8)

Ле м м а  3 . Решение ( ) ( , , )=x t x t v u  системы (8) с начальным условием (2) и управлением u( j) 
( j = 0, 1, ...) задается формулой

 

11
0 1

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

− −−
+ +

= =

 
= + + 

 
∑ ∑

t jt
k j k

j k
x t F t v F t B k j u j

 
 (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция 0( ) ( ) ,=x t F t v  как было показано при доказательстве лем-
мы 2, при ( ) 0 ( 0,1,... 1)= = −u j j t  удовлетворяет однородной системе (8) с начальным условием 
(2). Далее, в силу принципа суперпозиции достаточно установить, что последовательность z(t), 
t > 0, z(0) = 0 вида

 

11
1

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

− −−
+ +

= =

 
= + 

 
∑ ∑

t jt
k j k

j k
z t F t B k j u j

 
 (10)

удовлетворяет системе (8) для всех t > 0 при начальном условии x(0) = 0. Для этого подставим (10) 
в правую часть (8) и докажем, что полученное выражение равно z(t + 1). С учетом z(0) = 0 имеем 

1 1 1
1

0 0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

− − − −
+ +

= = = = =

 
− + − = − + + − =  

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑
t t t t l t

l l l k j k l
l l l j l

A t z t l B t u t l A t F t l B k j u j B t u t l
 

 

11 1
1

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

− − −− − −
+ +

= = = =

  
= − + + −     

∑ ∑ ∑ ∑
t l jt t l t

l k j k l
l j k l

A t F t l B k j u j B t u t l
 

(11)

Запишем слагаемые в (11) для каждого индекса 0,1, , .= l t  Имеем при
11

0 1 0
0 0

0 : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
− −−

+ +
= =

 
= + + 

 
∑ ∑

t jt
k j k

j k
l A t F t B k j u j B t u t

 

22
1 1 1

0 0
1: ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1),

t jt
k j k

j k
l A t F t B k j u j B t u t

 
 

 

 
     

 
 

 
(12)

…   …    …   …    …   …    …   …    …   …   …   …   …   …
11

2 1 2
0 0

2 : ( ) (2) ( ) ( ) ( ) (2);
−

− + + −
= =

 
= − + + 

 
∑ ∑

j
t k j k t

j k
l t A t F B k j u j B t u

1 1 0 11: ( ) (1) (0) (0) ( ) (1),− −= − +t tl t A t F B u B t u

: ( ) (0).= tl t B t u

Далее перегруппируем слагаемые в (11), собирая с учетом (12) и (3) коэффициенты при 
(0), (1),..., ( )u u u t  соответственно. Например, коэффициенты при u(0) имеют следующий вид:

1 1
0 1 2 1 1 0

0 0
(0) :     ( ) ( ) ( ) ( ) (2) ( ) ( ) (0) ( )

−
+ − + −

= =
+ + + + =∑ ∑

t
k k t k k t t

k k
u A t F t B k A t F B k A t B B t

 
1 2

1 0 2 1 0 1
0 0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) (1) ( ) ( ) ( 1) ( )
− −

−
= =

= − + − + + − + =∑ ∑ 

t t
s s t t t

s s
A t F t s B A t F t s B A t F t B t B t

 
1

1 0 2 1 1 1
0

( 1) (0) ( 1) (1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( ).
−

− +
=

= + + + + + + − + = +∑

t
t t t k k

k
F t B F t B F t B t B t F t B k
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Аналогично можно показать, что коэффициенты при ( ) ( 1,2, , )= u j j t  имеют вид

 
1

0
( 1) ( )    ( 1,2, , ).

−

+ +
=

+ + =∑ 

t j
k j k

k
F t B k j j t

 
(13)

Следовательно, соотношения (11) с учетом (13) и (3) можно представить таким образом: 
11 1

1
0 0 0 0

1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( 1),

− − −− − −
+ +

= = = =

−

+ +
= =

  
− + + − =     

 
= + + = + 

 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

t l jt t l t
l k j k l

l j k l

t jt
k j k

j k

A t F t l B k j u j B t u t l

F t B k j u j z t

что и требовалось доказать.
Обозначим

1
1

0
( ) ( ) ( )    ( 1,2,....; 0,1,..., ).

− −

+ +
=

= + = =∑
t j

j s j s
s

D t F t B s j t j t

Для системы (8) имеют место следующие утверждения.
Те о р е м а  4 .  Система (8) точечно управляема на промежутке [0,τ) тогда и только тогда, 

когда ( )0 1 1rank ( ), ( ), , ( ) .τ−τ τ τ =D D D n
Те о р е м а  5.  Система (8) управляема по выходу (6) на промежутке [0,τ) тогда и только 

тогда, когда ( )0 1 1rank (0) ( ), (1) ( ), , ( 1) ( ) .τ−τ τ τ − τ =C D C D C D r
Д о к а з а т е л ь с т в а  этих утверждений аналогичны доказательству теорем 1 и 3. 

Приведенные в теоремах 4, 5 условия управляемости можно также сформулировать в терминах 
невырожденности соответствующих матриц. 

Наблюдаемость систем уравнений Вольтерра. Сформулируем задачу о возможности од-
нозначного нахождения вектора x(0) системы (1) на основании значений ( ), [ , ]∈ η τy t t  выходной 
функции (6) на заданном промежутке [η,τ]. 

Рассмотрим систему уравнений (1) с выходной функцией (6) при фиксированном управле-
нии, которое, не нарушая общности, будем считать нулевым при t ≥ 0:

 0
( 1) ( ) ( )    ( 0,1, ).

=
+ = − =∑ 

t
j

j
x t A t x t j t

 
(14)

Следуя рассуждениям, изложенным в [10], построим множество M(η,τ) значений выходных 
функций ( ) ( , ) ( ) ( , )  ( [ , ] { } ,= = ∈ η τ = η,η +1,…,τ )y t y t v C t x t v t  когда v пробегает пространство .n  
Здесь x(t,v) – решение системы (14) с начальным условием x(0) = v.

О п р ед е л е н и е  5.  Систему (14) назовем наблюдаемой по выходу (6) на заданном промежут-
ке [η,τ], если отображение { ( , ) ( }→ = η,η +1,…,τ)v y t v t  есть биекция пространства n  на мно-
жество M(η,τ).

Следовательно, в случае наблюдаемости системы (14) по выходу (6) знание выходной функ-
ции y(t,v) в точках промежутка [η,τ] позволяет однозначно восстановить начальное состояние 
x(0) = v и тем самым вычислить решение x(t,v) в каждый момент t ≥ 0. 

Так как значения выходной функции ( ) ( , ) ( , 1, , )= = η η + τy t y t v t  линейно зависят от на-
чального состояния x(0) = v, то M(η,τ) – векторное пространство. Поэтому система (14) на-
блюдаема по выходу ( ) ( ) ( )=y t C t x t  на промежутке [η,τ] тогда и только тогда, когда равенство 

( , ) 0, [ , ]= ∈ η τy t v t  выполняется лишь при v = 0.
Построим матрицы 

0

0
0 0

0

( ) ( )
( 1) ( 1)

( , ) ,      ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).

( ) ( )

τ

=η

η η 
 η + η +  ′ ′η τ = η τ =
 
 

τ τ 

∑
 j

C F
C F

S N F j C j C j F j

C F .
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Ясно, что значения последовательности ( ), ( 1), , ( )η η + τy y y  в силу соотношений (6), (7) 
удовлетворяют системе линейных алгебраических уравнений 

 ( , )η τ =S v ( )( ), ( 1), , ( ) .′′ ′ ′η η + τy y y  (15)

Система уравнений (15) однозначно разрешима относительно вектора v тогда и только тогда, ког-
да rank ( , ) .η τ =S n  Поэтому справедлива 

Те о р е м а  6 .  Система (14) наблюдаема по выходу (6) на заданном промежутке [η,τ] тог-
да и только тогда, когда выполняется одно из эквивалентных требований: rank ( , )η τ =S n  или 
det ( , ) 0.η τ ≠N

Оптимизация квадратичного функционала. Рассмотрим задачу минимизации на решени-
ях системы (1) функционала следующего вида:

 
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] min,

+∈
′ ′= + →∑

ut
J u x t Q t x t u t R t u t

  
(16)

где ( ),  +∈Q t t   – заданные неотрицательно определенные вещественные (n × n)-матрицы; R(t), 
+∈t   – положительно определенные вещественные (n × m)-матрицы.

Функцию ( ), +∈u t t   будем называть допустимым управлением, если ( ) 2(0), (1), ... ( ),= ∈ mu u u l  
( ) 2(0), (1), ... ( ),= ∈ mu u u l   где 2( )ml   – пространство суммируемых с квадратом последовательностей из .m

Решением системы уравнений (1) при заданном допустимом управлении ( ), +∈u t t   и на-
чальном условии (0) = ∈ nx v   назовем любую функцию ( ), ,+∈x t t   которая удовлетворяет ус-
ловию   2(0), (1), ... ( )mх х l   и системе уравнений (1) при всех .+∈t 

В силу леммы 2 решение системы уравнений (1) записывается по формуле (4). Так как в (16) 
присутствуют суммы бесконечного числа слагаемых, то необходимы определенные условия 
на параметры системы (1), обеспечивающие суммируемость рассматриваемых рядов. В связи 

с этим будем предполагать, что выполняется условие 
0
|| ( ) || 1,

+∈ =
<∑ ∑

t
j

t j
A t


 а ряды, составленные 

из матричных норм || ( ) ||, || ( ) ||Q t R t  абсолютно сходятся. Здесь || . ||  обозначает норму матрицы, 
согласованную с нормой векторов. Можно показать [4], что при сделанных предположениях вся-
кое решение системы (1) при заданном допустимом управлении 2( )∈ mu l   принадлежит про-
странству 2 ( ),ml   а функционал (16) будет ограниченным на этих решениях. 

Для исследования задач оптимизации в линейных дискретных системах управления, опре-
деленных на целочисленной решетке ,+  оказалось удобным [4] их операторное представление 
в соответствующих гильбертовых пространствах последовательностей, суммируемых с квадра-
том. Этот прием будем использовать и для решения задачи (1), (16). Имеет место следующая 

Те о р е м а  7.  Пусть выполнено условие 
0
|| ( ) || 1.

+∈ =
<∑ ∑

t
j

t j
A t


 Тогда задача минимизации (1), 

(16) имеет единственное оптимальное решение.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим оператор 0

2 2: ( ) ( )→m nL l l   формулой
1

1
0

( )( ) ( ) ( ) ( ), ( )(0) 0, 0,1,...,
−

+
=

= = =∑
t

j
j

Lu t F t B j u j Lu t

где 0
2 ( )nl   обозначает подпространство из 2 ( ),nl   элементы которого имеют нулевую первую 

координату. Тогда решение (4) можно представить в операторной форме в пространстве 2 ( )nl   
в виде 

 ( )0 0 2, (0) , (1) , ( ).= + ω ω = ∈

nx Lu F v F v l    (17)

С учетом (17) функционал (16) можно переписать в операторном виде 

 ( )* *( ) ( ) , 2( , ) ( , ),= + Γ + Γω + ω ωJ u L L u u L u
 

(18)
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где (u, z) – скалярное произведение элементов из пространства 0
2 2

*
2( ),   : ( ) ( )→n m nl lL l    

обозначает оператор, сопряженный к оператору L, а операторы 2 2( ) ( ):Γ →n nl l   
и 2 2( ) ( ): →m ml l   определяются следующим образом: 

( )( ) ( ) ( ),      ( )( ) ( ) ( ),      .+Γ = = ∈x t Q t x t u t R t u t t 

Отметим, что оператор Γ является неотрицательно определенным, а   – положительно опре-
деленный оператор. В таком случае полубилинейная эрмитова форма  *( , ) ( ) ,K u z L L u z    
является коэрцитивной на 2 ( )nl   (см., напр., [23]), и поэтому функционал (16) достигает мини-
мума в единственной точке. 

Из (18) следует, что для любого допустимого управления 2( )∈ mu l   выполняется следую-
щее неравенство:

 ( )0 * 0 0( ) ( ) ( )( ), ( ) 0,− = + Γ − − ≥J u J u L L u u u u
 

(19)

где 0 * 1 *( ) .−= − + Γ ωu L L L  Отметим, что обратный оператор * 1( )−+ ΓL L  существует, так как 
*( )+ ΓL L  является положительно определенным оператором. Тогда из (19) следует, что функ-

ционал (16) достигает своего минимума при 0 * 1 *( ) .−= − + Γ ωu L L L  Теорема доказана.
Заключение. Системы линейных дискретных нестационарных уравнений Вольтерра оказа-

лись весьма полезными математическими моделями при изучении задач цифровой обработки 
изображений и их визуализации, при исследовании химических технологий, электрических це-
пей, нейронных сетей, процессов проката металлов и нарезания пластов при добыче каменного 
угля и др. В настоящей работе получено представление решений систем уравнений Вольтерра 
в форме Коши, которое было использовано для изучения таких структурных свойств, как управ-
ляемость, наблюдаемость и др. Установлены необходимые и достаточные условия управляемо-
сти и наблюдаемости нестационарных линейных дискретных систем уравнений Вольтерра. Для 
задач оптимизации квадратичных функционалов, заданных на решениях линейных дискретных 
систем управлений Вольтерра и определенных на целочисленной решетке ,+  оказалось удоб-
ным их операторное представление в гильбертовых пространствах последовательностей. Такой 
подход позволил получить решение квадратичных задач оптимизации в явном виде как для ста-
ционарных, так и нестационарных линейных дискретных уравнений Вольтерра.
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