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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЯВНОЙ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА

Аннотация. Исследуется устойчивость по начальным данным в равномерной норме неявной разностной схемы, 
аппроксимирующей нелинейное уравнение переноса. Для реализации разностной схемы использован итерационный 
процесс. Доказана сходимость итерационного процесса и устойчивость разностной схемы в случае начальных дан-
ных, гарантирующих отсутствие ударных волн. В случае возникновения ударных волн получены оценки роста про-
странственных производных на каждом временном слое. Построен адаптивный вычислительный алгоритм решения 
уравнения переноса при формировании ударных волн. 
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STABILITY INVESTIGATION OF AN IMPLICIT DIFFERENCE SCHEME 
FOR A NONLINEAR TRANSPORT EQUATION

Abstract. In this paper, we investigate the stability with respect to initial data in the uniform norm of an implicit 
difference scheme approximating a nonlinear transport equation. An iterative process is used to implement the difference 
scheme. The convergence of the iterative process and the stability of the difference scheme are proven in the case of initial 
data guaranteeing the absence of shock waves. In the case of the occurrence of shock waves, estimates of the growth of spatial 
derivatives at each time layer are obtained. An adaptive computational algorithm for solving the transfer equation during the 
formation of shock waves is built.
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Введение. При исследовании разностных схем основное внимание уделяется вопросу устой-
чивости разностного решения относительно малого возмущения входных данных задачи. К на-
стоящему времени наиболее полные результаты получены для вычислительных методов, ап-
проксимирующих линейные задачи математической физики [1–3]. Принципиальное отличие ис-
следования устойчивости в нелинейном случае заключается в необходимости дополнительного 
получения априорных оценок для всех производных, входящих в нелинейную часть разностных 
уравнений. Первые строгие результаты по исследованию устойчивости решений разностных 
схем для нелинейного уравнения переноса, уравнения Бюргерса и квазилинейного уравнения 
теплопроводности приведены в работах [4–6]. В [7] исследовалась устойчивость по начальным 
данным и сходимость в равномерной норме разностных схем, аппроксимирующих систему урав-
нений слабосжимаемой жидкости. В [8] и [9] получены априорные оценки устойчивости и схо-
димости разностных схем, аппроксимирующих начально-краевые задачи для изоэнтропических 
дозвуковых и сверхзвуковых течений газа соответственно.
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Вопросы устойчивости разностных схем, аппроксимирующих нелинейные гиперболические 
законы сохранения, рассмотрены в [10]. В [11] доказана устойчивость в норме L1 схемы Годунова 
для нелинейных гиперболических систем.

В случае нелинейных неявных разностных схем для их реализации используются итерацион-
ные процессы, поэтому при доказательстве устойчивости разностных схем возникает необходи-
мость в исследовании свойств используемого итерационного процесса. В [12] исследовалась устой-
чивость нелинейных неявных разностных схем для систем уравнений слабосжимаемой жидкости.

В настоящей работе для аппроксимации нелинейного уравнения переноса используется не-
линейная неявная разностная схема. Доказана сходимость итерационного процесса к решению 
разностной задачи со скоростью геометрической прогрессии. Оценки разностного решения и его 
производных, полученные при исследовании сходимости итерационного процесса, использова-
лись для доказательства устойчивости разностной схемы.

В случае образования ударных волн получены условия на величину временного шага, гаранти-
рующие ограниченность производных решения на каждом временном слое. Доказана устойчивость 
разностной схемы до момента времени, совпадающего c моментом образования ударной волны.

Постановка задачи. В прямоугольнике ( , ) , [0, ], { : 0 }∈ = × = ≤ ≤T Tx y Q Q Q T Q x x l  рассма-
тривается следующая начально-краевая задача для нелинейного уравнений переноса:

	
0,     ( )∂ ∂

+ = , ∈ ,
∂ ∂

T
u uu x t Q
t x 	

(1)

0( 0) ( )     0     (0 )     0 ,, = , ≤ ≤ , , = m, < ≤u x u x x l u t t T

	 0 1 00 ( ) ,     (0) ,     const 0.≤ ≤ = m m = ≥u x c u 	 (2)

Если начальные данные u0(x) являются монотонно неубывающей функцией

	 0 00 ( )′≤ ≤ ,u x c 	 (3)

то решением начально-краевой задачи является гладкая функция. Нарушение же условия (3) 
приводит к образованию ударных волн.

Исследование устойчивости разностной схемы. В области TQ  введем равномерную  
сетку 0 0: { : , 0, , },   { : , 0, , } {0}τ τ τw = w ×w w = = = = w = = τ = τ = = w ∪h h i i n nx x ih i N hN l t t n i N N T  
с постоянными шагами h и τ по пространственной и временной переменной соответственно. 
Рассмотрим неявную разностную схему

	 ˆ ˆ 0+ = ,t xy yy 	 (4)

0 0ˆ( 0) ( )         ,, = , ∈w , = mhy x u x x y

аппроксимирующую на разностной сетке w  дифференциальную задачу (1). Здесь и далее будем 
использовать стандартные обозначения теории разностных схем [1]:

1 11
1 , ,

ˆˆ( , ),   ( , ),   ,   .i i i in n
i i n i i n x i t i

y y y yy y y x t y y y x t y y
h

- -+
+

- -
= = = = = =

τ

Линеаризуем разностную схему (4) с помощью итерационного процесса 

	
1 1 1
, , 00     1, ,     ,     0,1,  ,
+ + +
+ = , = = m = 

m m m m
t i i x iy y y i N y m 	 (5)

0
    0, .= , =n

i iy y i N

При исследовании устойчивости разностных схем для задачи (1) будем использовать канониче-
скую форму записи двухточечных разностных схем для первой краевой задачи:

	 01 0 1    1, ,     .-= + , = + = mi i i i i N iC y A y F i i i y 	 (6)

Л е м м а. Пусть выполнены условия 0,  0.≥ = - >i i i iA D C A  Тогда для решения задачи (6) 
имеет место априорная оценка
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Наряду с задачей (4) рассмотрим возмущенную задачу

	 ˆ ˆ 0+ = ,  t xy yy 	 (7)

0 0ˆ( 0) ( )         ., = , ∈w , = m  hy x u x x y

Пусть для возмущенных начальных данных 0( )u x  выполняются неравенства, аналогичные не-
равенствам (2), (3). 

Вычитая уравнения (4) из соответствующих уравнений (7), получим задачу для возмущений 
:δ = -i i iy y y

	 , , ,ˆˆ ˆ ˆ 0     1, ,δ + δ + δ = , =t i i x i x i iy y y y y i N 	 (8)
0 0

0ˆ 0,     ,     0, .δ = δ = δ =i iy y u i N

В дальнейшем будем использовать следующие сеточные нормы:

, ,
1 0
max ,     max .+ -
≤ ≤ ≤ ≤

= =h h i h h iC Ci N i N
y y y y

Из вида задачи (8) для возмущений δyi следует, что для получения априорной оценки устой-
чивости необходимо исследовать свойства не только приближенного решения ˆ ,iy  но и первой 
производной ,ˆ . x iy  Априорные оценки для ,ˆˆ ,  i x iy y  получим при исследовании сходимости ите-
рационного процесса (5).

Введем следующие обозначения для погрешности итерационного процесса:
1 1

.
+ +

D = -
m m m

i i iy y y

Вычитая из (5) соответствующие уравнения (5), записанные для предыдущей итерации, полу-

чим разностную задачу для погрешностей 
1
:

+
D

m
iy

	
1 1 1

, 0, 0,     1, , 0.
+ + +

D + τ D + τ D = = D =
m m m m m m

i x ii x i iy y y y y i N y 	 (9)

Из вида задачи (9) для погрешностей итерационного процесса следует необходимость полу-
чения оценок для 

m
iy  и производной , .

m

x iy  При получении указанных оценок будем использовать 
метод математической индукции. Пусть на n-м временном слое выполняются условия

	 0,     1, ,≥ =n
iy i N 	 (10)

	 , 00 ,     1, .≤ ≤ =n
x iy c i N 	 (11)

Так как

1 1

0
, 0

1 1( ,0) ( ) ,     1, ,
- -

∂ ′= = =
∂∫ ∫

i i

i i

x x

x i
x x

uy x dx u x dx i N
h x h

то из условий на начальные данные следует выполнение условий (10), (11) при n = 0:

	
0 0,     1, ,≥ =iy i N 	 (12)

	
0

, 00 ,     1, .≤ ≤ =x iy c i N 	 (13)

Выполнение условий вида (10), (11) на (n + 1)-м временном слое будет показано после исследова-
ния сходимости итерационного процесса.

Те о р е м а  1.  Пусть выполнено условие (10). Тогда для решения разностной задачи (4) име-
ют место оценки
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,     0,     0, ,     0,1,  .≤ ≥ = = 

m m
n

i
C

C
y y y i N m

	
(14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разностную задачу (5) запишем в каноническом виде
1 1 1

, ,, 0 11     1, ,     ,
+ + +

-= + , = = m
m m m m m m

y i y iy i i iC y A y F i N y
где

, , ,,,     1 ,         .= g = + = , g = τ
m m m m m

n
y i y i y iy i iiA y C A F y h

Воспользуемся методом математической индукции. Из условия (10) следует, что 
0

0.= ≥n
i iy y  

Тогда на первом шаге итерационного процесса имеем: 
0 0 0 0

, ,,0,   1 0,= g ≥ = + >y i y iy iiA y C A  
0

, .= n
y i iF y  На основании леммы получаем, что 

1
,≤ n

C
C

y y  а в силу неотрицательности коэф-

фициентов разностной схемы 
1

0, 0, .≥ =iy i N

Предположим, что на m-й итерации выполнено условие 0, 0, .≥ =
m

iy i N  Из предположения 

индукции следует, что , ,,0,   1 0.= g ≥ = + >
m m m m

y i y iy iiA y C A  Таким образом, выполнены условия 

леммы и имеет место неравенство 
1

,
+

≤
m

n
C

C
y y  а в силу неотрицательности коэффициентов 

разностной схемы 
1

0, 0, .≥ =iy i N  Теорема доказана.

Оценим разностные производные , .
m
x iy  Продифференцируем первое уравнение (5) по x  

и, введя обозначение ,ξ =
m m

xy  получим

	

1 1
,

,
0,     2, .

+ + 
ξ + ξ = = 

 

m m m
t i

x i
y i N

	
(15)

Рассматривая первое уравнение (5) при i = 1, с учетом краевого условия 
1

0 const
+
= m =

m
y  получим 

граничное условие для (15):

	
1 1

1
,1 11 .
+ +

-ξ = - ξ
m m m

t h y 	 (16)

Начальные приближения 
0

,ξ = n
i x iy  с учетом (11) удовлетворяют следующим неравенствам:

	
0

00 ,     1, .≤ ξ ≤ =i c i N 	 (17)

Разностную схему (15), (16) запишем в каноническом виде

	

1 1 1 1
, ,, 11

1

    2, ,     ,
1

+ + +
ξ ξξ -

ξ
ξ = ξ + , = ξ =

+ g

nm m m m m m
i ii i i mC A F i N

y 	

(18)

где

, ,,1,     1 ,     .ξ ξξ-= g = + g = ξ
m m m m m

n
i ii ii iA y C y F

Имеет место 
Те о р е м а  2.  Пусть выполнены условия (10), (11). Тогда для производных решения разност-

ной задачи (5) имеет место оценка

	
0 ,     0,1,  .+

+
≤ ≤ = 

m
n

x x
C

C
y y c m

	
(19)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В ходе доказательства теоремы 1 было показано, что 

0, 0, , 0,1,  .≥ = = 

m
iy i N m  Отсюда следует, что , 0.ξ ≥

m
iA  На первом шаге итерационного процесса 

с учетом (11) имеем 
0 0 0 0 0

, , ,, ,0,   1 1.ξ ξ ξξ≥ = - = + τ ≥i i ii x iA D C A y  На основании леммы получаем, что
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1 ,

max , max .
1 1

+
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 ξ ξ ξ ≤ ≤ ξ 
 + g + τ 

n n
i n

Ci NC
x iy y

Так как из условий (17) имеем 
0

0,  1, ,ξ ≥ =i i N  то из схемы бегущего счета (18) получим

0 1 00
1 1

111
1 0 0

1

0,     0,     2, .
1 1

--g ξ + ξξ
ξ = ≥ ξ = ≥ =
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i ii
i

i

y
i N

y y

Предположим, что на m-й итерации выполнены условия 0,  1, .ξ ≥ =
m

i i N  Из предположения 

индукции следует, что коэффициенты , , ,, ,0,   1 1,ξ ξ ξξ≥ = - = + τ ≥
m m m m m

i i ii x iA D C A y  и можно пока-

зать, что на (m + 1)-й итерации 
1

0
+
ξ ≥
m

i  и для производных решения справедливы оценки

1 1
0.+

+ +

+ +
= ξ ≤ ξ ≤

m m
n

x
C

C C
y c

Теорема доказана.
Те о р е м а  3.  Пусть выполнены условия (10), (11). Тогда для погрешности итерационного 

процесса имеет место неравенство

	

1
,

+
D ≤ D

m
n

C
C

y q y
	

(20)

где q = τc0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разностную задачу (9) для погрешностей 
1+

D
m

iy  запишем в канониче-
ском виде

	
1 1 1

, ,, 1 0    1, ,     0,
+ + +

D DD -D = D + , = D =
m m m m m m

i ii i iC y A y F i N y 	 (21)

где

, , ,, ,,     1 ,     .
m m m m m m m

i i iii x i iA y C A F y yD D DξD= g = + = -τ D

Так как для коэффициентов разностной задачи (21) выполняются условия леммы, то с учетом 
полученной оценки (19) для производных решения имеем следующие оценки для погрешностей:

	

1 1
0 0 .

+ + + +

+ +
D = D ≤ τ D ≤ τ D = τ D

m m m m m m

x
C C C C C C

y y y y c y c y
	

(22)

Теорема доказана.
Рассмотрим множество упорядоченных групп из N  +  1 действительных чисел 

0 1, , , 
=  
 





m m m m

Ny y y y  с расстоянием 
1 1 1

0
, max ,

+ + +

≤ ≤

 
r = - = D 
 

 

m m m m m
i i

i N C
y y y y y  образующих полное метри-

ческое пространство RN+1, в котором любая фундаментальная последовательность сходится.
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О п р е д е л е н и е. Последовательность  
 
 



m
y  точек метрического пространства RN+1 является 

фундаментальной, если для любого ε > 0 существует такое Mε, что ,
+ 

r < e 
 

 

m pm
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и любых натуральных p.

Покажем, что последовательность итераций  
 
 



m
hy  является фундаментальной. Из теоремы 3 

следует, что
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Тогда
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1 1 –1, (1 ... ...) .
1–

mm pm
m m m p m p

C C C

qy y q q q y q q q y y
q


   

              
 

  

Так как из теоремы 1 следует, что 
1

,≤ n
C

C
y y  то с учетом условия (10) имеем

	
1.

1 1

+
- ≤ ≤

- -

m mm pm
n

C
C

q qy y y c
q q

	
(23)

Следовательно, последовательность  
 
 



m

hy  является фундаментальной, и в силу полноты про-

странства RN+1 существует предел

( )1 1 1 1 1
0 1lim ,     0, ;   lim ( ) , , , .+ + + + +

→∞ →∞
= = = =

 



m m
n n n n n

i i N
m m

y y i N y y y y y

Переходя в (23) к пределу при p → ∞, получим

1
1 .
1

+- ≤
-

mm
n

C

qy y c
q

Таким образом, имеет место 
Те о р е м а  4.  Если при t = tn выполнены условия (10), (11), то при –1

0 0τ < τ = c  итерационный 
процесс (5) сходится к решению разностной задачи (4) на (n + 1)-м слое и имеет место оценка

1
1 .
1

+- ≤
-

mm
n

C

qy y c
q

Покажем выполнение условий вида (10), (11) на (n + 1)-м слое. Перейдя в (14) и (19) к пределу 
при m → ∞, получим

	
1 ,+ ≤n n

C C
y y

	
(24)

	
1 .n n

x x
С С

y y 
 

	
(25)

Из неравенств (11) и (25) имеем
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1
0.n n

x x
C C

y y c 
  

В силу выполнения неравенств 1
, 0,  1,+ ≥ =n

x iy i N  получаем
1 1

00 ,  1, .+
+ +≤ ≤ ≤ =n n

x x
C

y y c i N

Таким образом, для решения разностной задачи (4) на (n + 1)-м временном слое имеют место сле-
дующие оценки:

	
1

10 ,  0, ,+≤ ≤ =n
iy c i N 	 (26)

	
1

, 00 ,  1, .+≤ ≤ =n
x iy c i N 	 (27)

Применяя при исследовании итерационного процесса

	
1 1 1
, , 00  1, ,  ,  0,1, ,
+ + +
+ = , = = m =   



m m m m
t i i x iy y y i N y m 	 (28)

0
,,   0,  = = 

n
ii iy Ny

для возмущенной задачи (7) выкладки, приведенные выше, можно доказать его сходимость и по-
лучить следующие априорные оценки для решения 1+



ny  и разностных производных 1 :+


n
xy

	
1

10 ,   0, ,+≤ ≤ =

n
iy c i N 	 (29)

	
1

, 00 ,   1, .+≤ ≤ =

n
x iy c i N 	 (30)

Полученные в ходе доказательства сходимости итерационного процесса оценки (26) для реше-
ния yn+1 и оценки (30) для разностных производных 1+



n
xy  будем использовать при доказательстве 

устойчивости разностной схемы (4).
Запишем задачу для возмущений (8) в канонической форме

	
1 1 1

, , 1 , 0    1, ,     0,+ + +
δ δ - δδ = δ + , = δ =n n n n n n

i i i i iC y A y F i N y 	 (31)

где
1 1 1

, , , ,,     1 ,     .+ + +
δ δ δ= g = + g + τ = δ

n n n n n n n
i i i i x i i iA y C y y F y

Для коэффициентов разностной схемы (31) выполняются условия леммы, и для возмущений 
имеем следующую оценку:

1 1
1 .

1+
+

+ +
+

δ
δ = δ ≤ ≤ δ

+ τ

n
n n n

nC C Cx C

yy y y
y

Последовательно применяя данное неравенство, получим
1 1 0 0

0 .+ +- ≤ ≤ - = δ 


n n
CC C

y y y y u

Следовательно, имеет место 
Те о р е м а  5.  Пусть выполнены условия (3). Тогда при достаточно малых –1

0 0τ < τ = c  раз-
ностная схема (4) устойчива по начальным данным, и для ее решения справедлива оценка

	
1 1

0 .+ +- ≤ δ

n n
CC

y y u
	

(32)

Таким образом, доказана устойчивость разностной схемы (4) для конечного момента време-
ни T при выполнении условия (3), предполагающего отсутствие в процессе счета ударных волн. 
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Однако вне зависимости от гладкости входных данных нелинейность исходного уравнения мо-
жет порождать возникновение ударных волн [13]. Поэтому интерес представляет анализ устой-
чивости разностной схемы (4) без указанных выше предположений (3) на производные началь-
ных данных.

Устойчивость разностной схемы в случае образования ударных волн. В этом случае не 
определен как знак производной начальных данных 0 ( ),′u x  так и знаки разностных производных 

решения .n
xy  Рассмотрим итерационный процесс (5). Пусть 

0
1 0.

+
- τ >x

C
y  Тогда на первой ите-

рации имеем
0 0 0

0 0,1 1 1 0,     1, ,     .+
+ +

+ τ ≥ - τ = - > = = τ = τ n
xx i x x C

C C
y y Q i N Q y y

Следовательно, для коэффициентов разностной задачи (18) выполнены условия леммы, и для 

первых производных 
1

xy  решения разностной схемы (5) имеют место оценки
00 0 0 0 0

,,1 , ,1 , ,1

0 0 0 0 0 02 2 1
1 , ,1 , , ,

max , max max , max max
1 1 1 1 1 1

+

+

+

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

   
   
   ≤ ≤ ≤ ≤   
   + g + τ + τ + τ - τ - τ
      

x ix x i x x i x i
C

x i N i N i NC
x i x x i x i x i

C

yy y y y y
y

y y y y y y
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,1 0
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,

.
11
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+

+

τ

τ ≤ = =
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- τ

x i
C

x
C

x i
C

y
Qy Q

Qy

Пусть 1 – Q1 > 0, тогда
1 1

1,1 1 1 0
+

+ τ ≥ - τ ≥ - >x i x
C

y y Q

и
00 0

,,1 ,2 0
21 1 12 1

,1 , ,

max , max .
11 1 1

+

+

+

≤ ≤

 
τ 

 τ ≤ τ ≤ = = 
- + τ + τ - τ

  

x ix x i
C

x i NC
x x i x i

C

yy y
Qy Q

Qy y y

Таким образом, можно показать выполнение неравенств

	

0

,
0

1 1
,

,     0,1, ,
1

1

+

+

+

-
-

τ

τ ≤ = = =
-

- τ


x im
C

mx m mC
x i

C

y
Qy Q m
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(33)

при условии, что 1 0, 0, .- > =sQ s m  Здесь последовательность оценок Qm для ,
+

τ
m

x i
C

y  задается 

с помощью рекуррентных соотношений
0 0

0 ,
1

,     ,  1,2, ,
1+ -

= τ = =
-

mx i
mC

QQ y Q m
Q
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и является последовательностью подходящих дробей [14] для непрерывной (цепной) дроби 

	

0

0

0

.
1

1
1

∞ =
-

-
-

QQ Q
Q

	

(34)

Исследуем свойства числовой последовательности Qm и получим условия на Q0, при которых 
1 0, 1,2,  .- > = mQ m  Значение бесконечной непрерывной дроби (34) является решением ква-
дратного уравнения 2

0 0,∞ ∞- + =Q Q Q  которое при 0 < Q0 ≤ 0,25 имеет действительные корни 
00,5 0,25 .∞ = ± -Q Q

Так как при 1 – Q0 > 0
2
0

1 1 0
0

0
1

D = - = >
-
QQ Q Q

Q
и

0 1
1

1 2
,  2,3, ,

(1 )(1 )
-

-
- -

D
D = - = =

- -


m
m m m

m m

Q QQ Q Q m
Q Q

то ΔQm > 0 при 1 0, 0, .- > =sQ s m  Пусть
*
0* *

0 *
1

0,25,     ,     1,2, ,
1 -

= = =
-

m
m

QQ Q m
Q

тогда
*

0 0* * *
0 0 *

1 1
0 0,25,     ,     1,2, ,     0,5.

1 1
∞ ∞

- -
< ≤ = = ≤ = = ≤ =

- -
m m

m m

Q QQ Q Q Q m Q Q
Q Q

Следовательно, если 0 < Q0 ≤ 0,25, то последовательность Qm является монотонно возрастающей 
(рис. 1, а):

0 1 00 0,5 0,25 ,∞< < < < = - -Q Q Q Q

откуда следует выполнение неравенств 0 1 1,   0,1,2,  .< - < = mQ m  При Q0  >  0,25 последова-
тельность Qm не является монотонной (рис. 1, b).

Более общий результат сходимости для непрерывных дробей известен как критерий 
Ворпицкого [15]: непрерывная дробь общего вида с комплексными элементами

1

21
1

+
+

a
a

 

сходится, если 1 4≤ma  при всех 1,2, ,= m  и в этом случае все подходящие дроби 1 2.≤mQ

а b mm

Рис. 1. Последовательности Qm: a – для Q0 = 0,1, 0,15, 0,2, 0,225, 0,25; b – для Q0 = 0,251, 0,255

Fig. 1. Sequences Qm: a – for Q0 = 0.1, 0.15, 0.2, 0.225, 0.25; b – for Q0 = 0.251, 0.255
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В случае нарушения предположений (3) на производные начальных данных (случай образо-
вания ударных волн) имеется возможность построения адаптивных вычислительных алгорит-
мов, ограничивающих на каждом временном шаге рост пространственной производной решения. 
При этом величина временного шага выбирается из условия 0 0

0 .+ += τ = τ =n n
n x x

C C
Q y y Q

Переходя в (33) к пределу при m → ∞, получим

1
0

1,     .
0,5 0,25

+ +
+ ≤ α α =

+ -

n n
x x

C C
y y

Q

Выберем временные шаги τn из условия
0

0 10
,     ,     0,1,  .

+

+τ = τ = ατ = n n
x

C

Q n
y

Последовательность временных шагов τn образует бесконечную геометрическую прогрессию, 
сумма которой

( ) ( ) 100 0 0 0
0

00 0
( ) 0,5 0,25 0,5 0,25 .

0,5 0,25
+

∞ ∞ -

= =

τ
= τ = τ + - = = + -

- -
∑ ∑

n

n x
Cn n

t Q Q Q y
Q

При Q0 → 0 время 
10 0( ) ,+

-
∞→ = x

C
t Q t y  где t∞ – момент образования ударной волны.

Для возмущений имеем следующую оценку:

1 1
1 1

1 1
.

1 1

nn
n n nC

n nC C Cn x n xC C

yyy y y
y y

 

 
 

 


      

    

Таким образом, при нарушении условия (3) разностная схема (4) устойчива по начальным дан-

ным при достаточно малых 
10
+

-
τ ≤ n

n x
C

Q y  до момента времени 
10 ,+

-
∞< = x

C
t t y  и для ее реше-

ния справедлива оценка 1 1
0 .+ +- ≤ δ

n n
CC

y y u
На рис. 2, а представлено решение начально-краевой задачи (1)–(3) с начальными данными 

0 ( ) 1 0 1,= - , ≤ ≤u x x x  и краевым условием u(0,t) = 1 с временными шагами, адаптирующими-
ся к величинам пространственных производных (рис. 2, b). Так как 0 ( ) 1 0,′ = - <u x  то в момент 
времени 01 max 1∞ ′= =t u  образуется ударная волна. Начальный временной шаг τ0 = 0,1, шаг по 
пространственной переменной h = 0,0001. На (n + 1)-м временном слое величина шага определя-

а b tx

u τ

Рис. 2. Результаты применения вычислительного алгоритма:  
a – решение для моментов времени t = 0,0, 0,5, 1,0; b – адаптация временного шага τ к величине n

x
C

y  

Fig. 2. The results of the computational algorithm:  
a – solution at t = 0.0, 0.5, 1.0; b – time step τ adaptation to value n

x
C

y 
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лась по величине пространственных производных на предыдущем слое 
10

1 .+

-
+τ = n

n x
C

Q y  Выбор 

параметра Q0 = 0,1 приводит к ограничению роста пространственных производных решения на 
каждом временном слое

1
0

1,127 .
0,5 0,25

+

+ +
+ ≤ ≈

+ -

n
xn nC

x x
C C

y
y y

Q

Заключение. Исследована устойчивость по начальным данным неявной разностной схемы, 
аппроксимирующей нелинейное уравнение переноса. В силу нелинейности разностной схемы 
для ее реализации использован итерационный процесс. Оценки разностного решения и его про-
изводных, полученные при исследовании сходимости итерационного процесса, использованы 
для исследования устойчивости разностной схемы. В случае возникновения ударных волн по-
лучены оценки роста пространственных производных на каждом временном слое. Построен ал-
горитм решения с временными шагами, зависящими от величины пространственных производ
ных решения.
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