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НОВОЕ РЕШЕНИЕ ТИПА КИНКА УРАВНЕНИЯ  
ДЛЯ ИСКУССТВЕННОГО АКСОНА

Аннотация. Рассмотрено (1 + 1)-мерное уравнение движения теории, описывающей динамику искусственного 
аксона. Искусственный аксон представляет собой структуру, подобную нейрону. Такие объекты находят широкое 
применение для моделирования различных задач в области биофизики, например, при описании физиологических 
процессов. В работе в аналитической форме построено топологически нетривиальное решение данного уравнения, 
описывающее состояние типа одиночного кинка. Для этой цели был использован модифицированный прямой метод 
Хироты решения нелинейных уравнений в частных производных. Рассмотрены частные случаи, соответствующие 
различным значениям электрического напряжения на контактах аксона.
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NEW KINK-TYPE SOLUTION OF THE EQUATION FOR ARTIFICIAL AXON

Abstract. In the paper a (1 + 1)-dimension equation of motion for the artificial axon is considered. The artificial axon is 
a dynamical structure like a neuron. They are widely used in biophysics, for example, in studying the physiological processes. 
A topological non-trivial solution of one-kink type for this equation is constructed in an analytical form. The modified direct 
Hirota method for solving the nonlinear partial derivatives equations is applied. The special cases are considered for different 
voltages on the contacts of axon.
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Введение. Искусственный аксон представляет собой динамическую синтетическую струк-
туру, функционирующую подобно нейрону, которая формируется за счет двойного фотолипид-
ного слоя, содержащего ионопроводящий канал, и использует электрический потенциал ионного 
градиента через мембрану в качестве источника энергии. Реально существующий аксон в отли-
чие от искусственного содержит не один, а два ионопроводящих канала с градиентами в проти-
воположных направлениях [1]. Искусственный аксон широко используется при моделировании 
биофизических задач [2], например, для описания в рамках теории Ходжкина – Хаксли [3] зако-
номерностей протекания физиологических процессов.
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В последнее время экспериментальному и теоретическому изучению искусственных аксонов 
уделяется значительное внимание. В работе [4] показана возможность формирования сети ис-
кусственных аксонов путем создания базовой единицы такой сети при помощи соединения двух 
возбуждаемых узлов так, что появление потенциала на одном из них индуцирует появление по-
тенциала на другом. Те же авторы, продолжая свои экспериментальные исследования, показали, 
что использование двух искусственных аксонов в качестве элементов управления позволяет осу-
ществлять перемещение к источнику света в зависимости от скорости появления электрического 
потенциала [5]. 

Экспериментальное и теоретическое исследование порога появления напряжения на искус-
ственном аксоне было проведено в [6]. Показано, что, как и для реального нейрона, это порого-
вое значение зависит от критической точки бифуркации седло-узел. В работе построена модель 
типа модели Морриса – Лекара, согласующаяся с полученными экспериментальными результа-
тами. Из этой модели следует, что искусственный аксон может быть использован в качестве пре-
рывателя протекания тока при изучении физиологических процессов.

В настоящей статье теоретически показано, что, наряду с решением в виде обычного кин-
ка, уравнение движения для искусственного аксона допускает и новые кинкоподобные решения. 
Простейшее уравнение движения, описывающее динамику искусственного аксона, может быть 
записано в виде [7]

 
2 34 [(1 ) ] 0,− − −α + − =t xxV V a V aV V  (1)

где V = V(x,t) – напряжение электрического поля внутри аксона, параметр α ≤ 1 определяется как 
отношение напряжения на контактах к потенциалу Нернста, a – параметр, определяющий потен-
циальную энергию взаимодействия, Vt = ∂V/∂t и т. п. 

Цель работы – построение в аналитической форме нового топологически нетривиального 
кинкоподобного решения уравнения полного (1), а также его частных случаев, соответствующих 
различным значениям параметров модели, и исследование возможных значений параметров ре-
шений.

Метод решения. Для решения уравнения (1) будем использовать прямой метод Хироты ре-
шения уравнений в частных производных [8], модифицированный согласно подходу, развитому 
в [9]. Введем новую зависимую переменную вида 

 ,= σ xV F F  (2)

где F = F(x,t) – новая неизвестная функция, σ – параметр, который предстоит определить, 
Fx = ∂F/∂x и т. п. Если подставить новую зависимую переменную в уравнение (1) и потребовать 

выполнения условия 2 1 ,
2

σ =
a

 то уравнение (1) примет следующий, как принято говорить, били-

нейный вид V = σFx/F:

 
23 4 (1 ) 4 0.− − + − −α − ασ =xt x t xxx x xx x xF F F F F F F F a F F a F  (3)

В дальнейшем будем использовать перед параметром σ знак плюс. Запишем функцию F в виде 
формального ряда теории возмущений: 

 
2 3

1 2 3( , ) 1 ... ,= + ε + ε + ε +F x t f f f  (4)

где ( , ),   1,2,3,...= =i if f x t i  – новые неизвестные функции, ε – вообще говоря, не малый пара-
метр. Подставляя соотношение (4) в уравнение (1) и приравнивая нулю коэффициенты при оди-
наковых степенях ε, получим бесконечную систему линейных уравнений в частных производ-
ных, такую, что каждое последующее уравнение этой системы будет зависеть только от параме-
тров модели и решений предыдущих уравнений. Первое уравнение системы будет однородным, 
а все последующие – неоднородными. Решая последовательно эту систему уравнений, можно 
в принципе определить все функции fi. Выпишем первые три уравнения системы: 
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 1, 1, 1,4 (1 ) 0,− − −α =xt xxx xf f a f  (5)

 
2

2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1,4 (1 ) 3 4 ,− − −α = − + ασxt xxx x x t x xx xf f a f f f f f a f  (6)

3, 3, 3, 1, 2, 1 2, 1, 2,4 (1 )− − −α = − + +xt xxx x x t xt t xf f a f f f f f f f  

 1 2, 1, 2, 1, 2, 1 2, 1, 2,3 3 4 (1 ) 8 .+ − − + −α + ασxxx x xx xx x x x xf f f f f f a f f a f f  (7)

Одиночный кинк. Для того чтобы построить решение уравнения (1), описывающее состоя-
ние типа одиночного кинка, нам понадобятся уравнения (5) и (6) – первые два уравнения вышеу-
помянутой системы. Будем искать f1 в виде

 
0

1 exp( ),= −ω +ηf kx t  (8)

где k и ω – параметры решения, которые следует определить; параметр η0 характеризует началь-
ное положение кинка (без потери общности его можно принять равным нулю). Подставив соот-
ношение (8) в уравнение (5), получим дисперсионное соотношение вида

 
2 4 (1 ).ω= − − −αk a  (9)

Для того чтобы оборвать, как это требуется в методе Хироты, ряд (4), подставим соотноше-
ние (8) в правую часть уравнения (6) и приравняем ее нулю. В результате получим

 
23 4 .ω= − + ασk a k  (10)

Исходя из соотношений (9) и (10), можно получить уравнение для параметра k:

 
2 2 2 (1 ) 0,− ασ − −α =k a k a  (11)

откуда получаем 

2 2 2 2 2 2
1 22 (1 ),     2 (1 ).= ασ + α σ + −α = ασ− α σ + −αk a a a k a a a

Видно, что k1 и k2 зависят от знака параметра σ. Выберем k = k1. Тогда можно найти явный вид ω. 
Теперь можно записать решение типа одиночного кинка:

 

0
1,

1
( , ) 1 th .

1 2 2
  σ −ω + η

= σ = +   +    

xf k kx tV x t
f

 
(12)

Непосредственной подстановкой можно проверить, что соотношение (12) является решением 
уравнения (1).

Представляет интерес рассмотреть решения типа одиночного кинка для частных случаев 
α = 0 и α = 1. 

Случай α = 0 представляет, скорее, академический интерес, так как соответствует отсут-
ствию напряжения на контактах аксона. При этом уравнение (1) записывается в виде 

 
34 4 0.− − + =t xxV V aV aV  (13)

Используя подход, который применялся при решении уравнения (1), можно представить 
уравнение (13) в виде

 3 4 0,− − + − =xt x t xxx x xx xF F F F F F F F aF F  (14)

при этом для параметра σ получаем то же значение, что раньше: 2 1 .
2

σ =
a

 Уравнение (14) можно 

свести к бесконечной системе линейных уравнений в частных производных при помощи подста-
новки (4). Первые три уравнения этой системы имеют вид
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 1, 1, 1,4 0,− − =xt xxx xf f af  (15)

 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1,4 3 ,− − = −xt xxx x x t x xxf f af f f f f  (16)

 3, 3, 3, 1, 2, 1 2, 1, 2, 1 2, 1, 2, 1, 2, 1 2,4 3 3 4 .− − = − + + − − +xt xxx x x t xt t x xxx x xx xx x xf f af f f f f f f f f f f f f af f  (17)

Аналогично тому, как это было сделано при построении решения типа одиночного кинка для 
уравнения (1), получим для уравнения (13) решение в виде (12), где k2 = 2a и ω = 6a. Прямая под-
становка полученного соотношения в уравнение (13) показывает, что оно является решением 
этого уравнения. 

Случай α = 1 соответствует максимально возможному напряжению на контактах аксона. 
Теперь уравнение (1) можно записать следующим образом:

 
2 34 4 0,− − + =t xxV V aV aV  (18)

тогда при условии 2 1
2

σ =
a

 уравнение для функции F примет вид

 
23 4 0.− − + − σ =xt x t xxx x xx xF F F F F F F F a F  (19)

Первые два уравнения бесконечной системы линейных уравнений в частных производных, кото-
рые получаются из уравнения (19), имеют вид

 1, 1, 0,− =xt xxxf f  (20)

 
2

2, 2, 1, 1, 1, 1, 1,3 4 .− = − + σxt xxx x t x xx xf f f f f f a f  (21)

По аналогии с предыдущими вычислениями получаем решение вида (12), где ω = –k2 и k = 2aσ. 
Подстановка этого соотношения в уравнение (18) показывает, что оно является решением этого 
уравнения.

Заключение. Полученные в работе результаты согласуются с известными теоретическими 
исследованиями существования в искусственном аксоне солитоноподобных состояний типа 
кинков [10], а также c экспериментальными исследованиями формы кривой напряжения на кон-
тактах аксона [6]. Параметры k1 и k2 для решения уравнения (1) принимают разные значения. 
Это можно рассматривать как указание на возможность построения решения, соответствующего 
связанным состояниям двух кинков. Для рассмотренных частных случаев такого рода решение 
построить не удается, так как в этих случаях параметры k1 и k2 различаются только знаками.
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