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МАРКОВСКИЕ МОДЕЛИ РАЗРУШЕНИЯ НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД 
И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СЛОИСТЫХ КОНСТРУКЦИЙ, СИНТЕЗИРУЕМЫХ 

ПО АДДИТИВНОЙ ТЕХНОЛОГИИ

Аннотация. Рассматривается задача исследования разрушения композитного макрослоя, синтезированного по 
аддитивной технологии на твердой подложке, с которой жестко скреплена граница нижнего микрослоя. Материалы 
микрослоев однородные изотропные. Управляющими параметрами синтеза являются толщина микрослоев и общая 
толщина макрослоя, а также физико-механические характеристики микрослоев и их сочетание в макрослое. Слой 
разрушается трещиной, которая может появиться в его верхнем (или любом другом) слое и продвигаться в направ-
лении подложки или свободной поверхности, перпендикулярно границам микрослоев. Трещина может останавли-
ваться на границах между слоями (тогда это выделяется как отдельное состояние) или проходить границы без оста-
новок. На основе теории марковских цепей рассчитаны средний ресурс стратифицированного слоя, синтезирован-
ного на подложке по аддитивной технологии, а также дисперсия числа циклов (ресурса), характеризующая качество 
синтезированной конструкции. На базе материалов, доступных для синтеза слоистого покрытия, решаются задачи 
оптимального проектирования композитного тела, обладающего максимальным средним ресурсом, минимальной 
дисперсией ресурса, максимальной удельной прочностью при заданных геометрических и физико-математических 
ограничениях на параметры композита. Для поиска оптимальных решений применяются алгоритмы динамического 
программирования, реализуемые на цепях (графах) последовательного подбора сочетания материалов слоев по их 
синергетическим свойствам. 
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ние повреждений в слоистых материалах, распространение трещин в слоистых структурах 
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MARKOV FRACTURE MODELS OF INHOMOGENEOUS MEDIA  
AND DESIGN OF LAYERED STRUCTURES SYNTHESIZED BY ADDITIVE TECHNOLOGY

Abstract. We consider the problem of studying the fracture of a composite macrolayer synthesized by additive technol-
ogy on a solid substrate, to which the boundary of the lower microlayer is rigidly bonded. The materials of the microlayers 
are homogeneous and isotropic. The thicknesses of microlayers and the total thickness of the macrolayer are the control 
parameters of synthesis. The physical and mechanical characteristics of the microlayers and their combination in the macro-
layer are also controlling parameters. The layer is fractured by a crack, which may appear in the top layer (or any other layer) 
and move toward the substrate or free surface, perpendicular to the boundaries of the microlayers. The crack can stop at the 
boundaries between the layers (then it is treated as a separate state) or pass through the boundaries without stopping. Based 
on the theory of Markov chains, the average lifetime of a stratified layer synthesized on a substrate using additive technology 
and the variance of the number of cycles (lifetime) characterizing the quality of the synthesized structure are calculated. On 
the basis of the materials available for the synthesis of the layered coating, the problems of optimal design of the composite 
body with maximum average resource, minimum resource dispersion, maximum specific strength for given geometric and 
physical-mathematical constraints on the composite parameters are solved. To find optimal solutions, dynamic programming 
algorithms are used, implemented on circuits (graphs) of sequential selection of a combination of layer materials according to 
their synergistic properties.

Keywords: fracture mechanics, Markov chain models, fracture of laminated materials, damage accumulation in lami-
nated materials, cracks propagation in laminated structures
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Введение. Модели марковских цепей активно применяются в различных областях науки, 
техники, экономики благодаря тому, что основные понятия, такие как «состояние» и «момент», 
имеют широкий (абстрактный) смысл, что и обеспечивает разнообразное использование марков-
ских цепей (процессов) [1–3].

В механике разрушения модели марковских цепей (процессов) применяются для решения 
различных задач (см., напр., [4–9]). Большая часть работ посвящена моделированию роста тре-
щин на основе марковских цепей (процессов), а также накоплению повреждений [4–9]. Трещина 
распространяется, проходя разные стадии развития, которые классифицируются в терминах со-
стояний марковских цепей: возвратных, невозвратных, периодических, эргодических и т. д.

Использование марковских моделей разрушения в оптимальном проектировании изучено 
значительно меньше. Вместе с тем имеются работы, в которых исследуются задачи поиска экс-
тремальных решений на графах, цепях [10]. Методом динамического программирования постро-
ены алгоритмы поиска максимального ресурса слоистого покрытия, минимальной дисперсии, 
максимальной прочности.

Моделирование многостадийного процесса разрушения на основе состояний марков-
ской цепи. Рассмотрим композитный макрослой, синтезированный по аддитивной технологии 
на твердой подложке, с которой жестко скреплена граница нижнего микрослоя. Принимаем, что 
материалы микрослоев однородные изотропные. Толщины микрослоев и общая толщина ма-
крослоя являются управляющими параметрами синтеза. Физико-механические характеристики 
микрослоев и их сочетание в макрослое также являются управляющими параметрами, информа-
ция о которых сосредоточена в базе данных. Слой разрушается трещиной, которая может поя-
виться в его верхнем (или любом другом) слое и продвигаться в направлении подложки или сво-
бодной поверхности, перпендикулярно границам микрослоев. Последние для простоты считаем 
плоскими, жестко связанными между собой. Трещина может останавливаться на границах меж-
ду слоями (тогда это выделяется как отдельное состояние) или проходить границы без остановок.

Отметим, что в принципе траектория трещины может быть не прямой, может возвращать-
ся, сколько угодно долго находиться в каком-либо слое и т. д. Понятие «состояние» позволяет 
описать сценарии постадийного распространения усталостной трещины под действием цикли-
ческой нагрузки. Как известно, в этом случае обычно рассматривают процесс разрушения как 
функцию (длину трещины) с дискретным временем и значениями длины, характеризуемой це-
лочисленными значениями. Однако представляется удобным рассматривать процесс разруше-
ния более укрупненно.

Будем характеризовать процесс разрушения как переход из одного состояния в другое под 
влиянием внешних воздействий. Нахождение вершины трещины в i-м слое определяем как со-
стояние Si. Вероятность перехода из состояния Si в состояние Sj за один цикл обозначим как

	 { }( 1) ( ) ,ij j iP P S n S n= +
	

(1)

где n – число циклов до смены состояния.
Вероятность перехода за k циклов определяется формулой

	 { }( ) ( ) ( ) .ij j iP k P S n k S n= +
	

(2)

Состояния Si образуют множество S, которое формируется не единственным образом [1–3].

Обозначим общую толщину макрослоя как 
1

,
n

i
i

L L
=

= ∑  где Li – толщина микрослоев. Соответ- 

ственно микрослои характеризуются модулями Юнга Ei и коэффициентами Пуассона νi или дру-
гой парой упругих коэффициентов.
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Описание процесса разрушения с помощью марковских цепей целесообразно начать с уста-
новления эквивалентности терминов. 

Невозвратному состоянию Si в цепях соответствует ситуация в процессе разрушения, ког-
да вершина трещины продвинулась из состояния Si в состояние Sj так, что она больше никог-
да не попадает в Si. Множество невозвратных состояний будем обозначать через T (0 < Pij < 1). 
Поглощающему состоянию Si соответствует ситуация, когда вершина трещины, дойдя до 
i-го слоя или границы, остается в этом состоянии сколь угодно долго (Pii = 1). В этом случае 
может быть принято решение о продолжении работы конструкции с трещиной либо об изъятии 
покрытия досрочно.

Траектория трещины зависит от направления действия внешней нагрузки и от структуры 
среды, в которой распространяется трещина [11–13]. Трещина притягивается к местам, где проч-
ность (жесткость) среды меньше и энергия может совершить максимальную работу по образо-
ванию свободной поверхности. Марковские цепи содержат поглощающие состояния, притяги-
вающие (захватывающие) процесс, описываемый цепью, изображаемой графом. Вычисление ве-
роятности захвата процесса разрушения поглощающим состоянием соответствует нахождению 
вероятности продвижения вершины трещины в состояние, наиболее благоприятное для разру-
шения с точки зрения минимальных затрат энергии.

Вычисление среднего ресурса, дисперсии, вероятности захвата. Обозначим k
jd  индика-

торную функцию, равную 1, если процесс разрушения после k циклов находится в состоянии Sj 
и равную нулю в противном случае. Пусть nj – количество циклов до реализации конфигурации 
структуры среды, соответствующей состоянию Sj, которое представим в следующем виде:

0
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0
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Величина nj на множестве реализаций сценариев разрушения является случайной. Обозначим 
Mj[nj] условное среднее число циклов (времени), необходимых для перехода разрушения (длины 
трещины) в состояние Sj при условии, что трещина находилась в состоянии Si [3]:
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(3)

В (3) матрица N определяет среднее число циклов, необходимых для перехода из невозвратного 
состояния Si в невозвратное состояние Sj, причем Si, Sj ∈ Т (напоминаем, что Т – множество 
невозвратных состояний). Величина Q – матрица, описывающая процесс до выхода из множе-
ства Т.

Можно получить другую форму записи для вычисления среднего числа циклов (времени), 
используя следующую формулу [3, 14]:

	
[ ] [ ],

k
i j ij ik k j

S
M n P M n

∈Τ
= d + ∑

	
(4)

или в матричном виде

	
1{ [ ]} { [ ]} ( – ) .i j i jM n I Q M n I −= + = =Q N 	 (5)

Рассмотрим модель распространения трещины, которая может останавливаться в каком-ли-
бо слое или на внутренней границе. Это означает существование изолированных поглощающих 
состояний. Представим

	
1 2 0

0
( ) , .k

k

∞
−

=
− = + + + = =∑Ι Ι ΙQ Q Q Q Q

	
(6)

Таким образом, в соответствии с формулой (3), элементы матрицы N выражаются через матри-
цу Q. Знание среднего числа циклов, необходимых для перехода в состояние Sj из состояния Si, 
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позволяет решать задачи вычисления ресурса макрослоя или отдельных его частей. На множе-
стве реализаций процесса разрушения ресурс – случайная величина, среднее значение которой 
вычисляется по формулам (3) или (4). Однако этого недостаточно для оценки качества техноло-
гии синтеза стратифицированного слоя, поэтому вычислим дисперсию D числа циклов перехода 
в состояние Sj из состояния Si:

	
2 2

2[ ] [ ] [ ] ,     , ,i j i j i j i jD n M n M n N S S= − = ∈Τ 	 (7)

где 2 (2 ) ,   { [ ]} (2 ).dg sq i j dgN N N I N M n N N I= − − = −
Как было указано ранее, в поглощающем состоянии процесс разрушения останавливается. 

В теории марковских цепей установлено [1–3], что поглощающее состояние обладает свойством 
притяжения (захвата). Обозначим bij вероятность того, что процесс разрушения, выйдя из состо-
яния Si, остановится в поглощающем состоянии Sj, т. е. трещина из невозвратного состояния Si 
дорастет до состояния Sj и останавливается:

	 { } { } .ij j j i ib P S l S l= = = = =B NR 	 (8)

В (8) R – матрица перехода из невозвратного состояния [3].
Процесс притяжения (захвата) развивается по следующей схеме. Выйдя из состояния Si, че-

рез конечное число циклов (k ≥ 1) трещина захватывается состоянием Sj с вероятностью Pij(k). На 
первом цикле вероятность захвата равна Pij, причем если на первом цикле захвата состоянием Sj 
не произошло, то трещина может быть захвачена другим поглощающим состоянием. Например, 
если она не остановилась на границе первого и второго слоя, то может остановиться на границе 
второго и третьего слоя и т. д. Если же трещина вместо Sj «захватилась» состоянием Sk, то веро-
ятность bik удовлетворяет следующей системе уравнений [1–3, 14]:

	
.

k
ij ij ik kj

S
b p P b

∈
= + ∑

Τ 	
(9)

В матричном виде уравнение (9) записывается так:

	 .= +B R QB 	 (10)

Решение (10) записывается в виде

	
1( ) .I −= − =B Q R NR 	 (11)

В покомпонентной записи выражение (11) имеет вид

[ ] .
k

ij i k kj
S

b M n P
∈

+ ∑
Τ

Таким образом, на основе матриц P, N, R, Q, B могут быть решены задачи многостадийного 
процесса разрушения слоистого покрытия: 1) вычисление ресурса (среднее время) системы в це-
лом или отдельных частей; 2) оценка качества синтеза покрытия методом аддитивной техноло-
гии, прогнозирование прекращения или продолжения процесса разрушения; 3) вычисление ве-
роятности достижения некоторого эргодического состояния (если оно существует), исходя из Si; 
4) вычисление среднего числа состояний, которые проходятся процессом разрушения до попада-
ния в эргодическое состояние.

Алгоритмы поиска оптимальных решений для ресурса, стабильности процесса и проч-
ности слоистого покрытия при заданных ограничениях. Матрице Р можно поставить в со-
ответствие граф, состояния которого представляют собой рассмотренные выше состояния, т. е. 
возвратные, невозвратные, поглощающие, эргодические и т. д. В этом случае ребрам графа при-
писываем, соответственно, переходные вероятности Pij. Тогда задачу проектирования и синтеза 
слоистого покрытия с максимальным ресурсом (поиск максимального среднего времени эксплу-
атации) можно сформулировать как задачу поиска длины пути на графе матрицы N, имеющем 
максимальное значение, или пути на графе Р.
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В качестве критерия стабильности процессов синтеза и разрушения слоистого покрытия вы-
бираем условие минимального значения дисперсии D, характеризующей качество синтеза и раз-
рушения. Построим граф матрицы дисперсии D, на котором решаем задачу поиска минимума 
пути на графе матрицы D. Сформулированные задачи рассматриваем как двухкритериальную 
задачу оптимизации синтеза слоистого покрытия. Третий критерий синтеза покрытия с макси-
мальной удельной прочностью использует другие алгоритмы поиска экстремума, поэтому рас-
смотрим сначала алгоритмы решения двухкритериальной задачи, а затем решение для третьего 
критерия.

Применим для решения двух первых задач метод оптимального динамического программи-
рования Беллмана – Калаби [10], строящего алгоритм согласно правилу «любой подпуть мини-
мального пути на графе должен быть минимальным» [10]. Как было сказано, дуге (SiSj) приписы-
ваем вероятность Pij. Требуется найти путь 0 1( , ,..., ,..., )i nS S S S  такой, что

	 1 1 2 10 ... n ni i i i iP P P P −= + + +∑ 	 (12)

будет минимальной.
Обозначим через ( 0,1,..., 1)is i n= −  минимальные пути между состояниями Si и Sn. Тогда ал-

горитм примет вид

	

1

( ) 0
min ( , ) ,     0,

i
i j id

d D i j
s P j i d ds c i

−

∈ =

 
= + ≠ 

 
∑

	
(13)

0 0,     ( , ) ( , ),id
j

s c c j i d P j i d≡ = ∑

где cid означает эффект оптимизации в результате принятия решения d в узле «i». 
Решения уравнения (13) методом последовательных приближений имеют вид

	 ( )

(0) (0)

1( ) ( 1)( 1) ( )

0

( 0,1,..., 1),     0,
.............................................................

min ( , ) ,     0,     0,1,..., 1.

ik ni

ik kk k
ni idd D i j

s P i n s

s P j i d c s i n
−

−−

∈ =

= = − =

 
= + = = − 

 
∑

	

(14)

Процесс вычислений заканчивается тогда, когда выполняется условие [10]

	
( ) ( 1) ,     0,1,..., .k k
i is s i n−= = 	  (15)

Значение ( )k
is  будет минимальным для оптимального пути от вершины (узла) S0 до верши-

ны Sn, при этом число итераций не превышает (n – 1).
Для графа матрицы N, где дуге (SiSi+1) приписывается значение Mi[ni+1], рекуррентный алго-

ритм имеет вид

	 ( )1( ) max ( 1) [ ] ,     0,1,..., 1,     0,1,..., ;     ( ) 0,i j i i nW k W k M n i n j n W k+= − + = − = = 	 (16)

где Wi(k) – k-е приближение максимального пути (времени) от состояния Si до состояния Sn, 
0,1,..., 1.i n= −
На графе для матрицы D алгоритм поиска минимума дисперсии записывается в виде

	 ( )1( ) min ( 1) ,     ( ) 0.i j i nD k D k D D k+= − + = 	 (17)

Вычисления заканчиваются при равенстве двух последующих приближений.
Таким образом, методы марковских цепей и оптимизация на графах методами динамическо-

го программирования дают решения задач проектирования ресурса и стабильности технологи-
ческого процесса синтеза слоистой конструкции на твердой подложке. Отметим, что возможен 
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другой подход к оптимальному проектированию, основанный не на применении методов дина-
мического программирования к средним характеристикам марковской цепи, а непосредственно 
применяя метод к состоянию цепи с их последующим осреднением [10].

Проектирование максимально прочного покрытия с учетом синергии материалов. 
Вероятности переходов матрицы P из одного состояния в другое выражаются через геометри-
ческие, физико-механические и силовые параметры задачи. Согласно теории смесей средние по 
объему реализации вычисляются по следующим формулам [15–17]: 

– модули упругости 
1

1 ,
n

i i
i

E E L
L =

= ∑

– напряжения в i-м слое ( ) 1,   ,ii
ij ij ijij

E N
E L

σ = σ σ =  где Nij – усилия, приложенные к i-му слою, 

связанные законом Гука с деформациями формулами

	

( ) ( ) ( )
11 22 122

2 2,     ,     .
1 11

i i i i i ii i i
i i

i ii

E L u v E L v u E L u vN N N
x y y x y x

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + n = + n = +     − n ∂ ∂ ∂ ∂ + n ∂ ∂− n      	

(18)

Здесь u, ν – средние перемещения, ,  ,  ,  u v u v
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 – средние по толщине покрытия деформа-

ции. Отклонениями перемещений и деформаций от средних значений как величинами второго 
порядка малости пренебрегаем.

Наибольшее напряжение σmax, выдерживаемое покрытием, достигается при разрыве некото-
рого т-го слоя, согласно формуле [12],

	
( ) ( )
max

1 ( ).
km i

i m
i m

L
L =

σ = σ ε∑
	

(19)

Здесь εm – деформация в i-м слое. 
Удельная прочность на единицу средней массы (плотность) вычисляется по формуле [16, 17]

	

( )
( )
max

1

1

( )
1,     .

k i
i mm k

i m
i ik

i
i i

i

L
L

LL

=

=

=

σ ε
σ

= ρ = ρ
ρ ρ

∑
∑

∑
	

(20)

В случае выполнения закона Гука во всех слоях выражение (20) принимает вид

	

( )
max

1

.

k
i im

i m
m k

i i
i

L E

L

=

=

σ
= ε

ρ ρ

∑

∑
	

(21)

Покрытие представляет собой слоистую конструкцию, создаваемую на поверхности подлож-
ки по аддитивной технологии. Причем выбор материалов слоев Ei и их толщины Li позволяет ре-
шать задачи оптимального дизайна (проектирования, конструирования) и синтеза по определен-
ным критериям оптимальности. Еще одним параметром оптимизации является степень взаим-
ного влияния материалов слоев на их сочетание в качестве контактирующих слоев. Это свойство 
синергии слоев i-го и j-го типа можно характеризовать матрицей Cij коэффициентов, задавая ее 
компоненты по принципу:

Сij = 1,
если слои i и j синергичны (совместимы) и усиливают друг друга;

	 Сij = 0	 (22)
в противном случае. 



112	  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2024, vol. 60, no. 2, рр. 106–116

В общем случае имеется база данных физико-механических характеристик материалов, из 
которых может быть синтезировано оптимальное покрытие. Возможность выбора подходящих 
материалов реализуем с помощью вектора   ( 1,..., ),ix i M=  принимающего на множестве базы 
данных значения по типу индикаторной функции:

xi = 1,
если материал i-го типа используется для создания какого-то слоя покрытия; 

	 xi = 0	 (23)
в противном случае. 

Таким образом, величины xi, m (см. (19), (20)) образуют множество, на котором вследствие 
их выбора решается задача оптимального проектирования прочного износостойкого покрытия. 
Наиболее эффективной величиной, характеризующей трещиностойкость слоистой системы, яв-
ляется удельная плотность (20) системы слоев, благодаря подбору подходящих материалов из 
базы данных в соответствии с изложенными выше предположениями. 

Введем функцию удельной прочности вида

	

( )

1

( )
( , ) .

k i
i m i

i m
i k

i i i
i

L x
F x m

L x

=

=

σ ε
=

ρ

∑

∑
	

(24)

Задачу оптимального проектирования покрытия cформулируем как задачу поиска максимума 
функции F(xi,m) (m – число слоев, прорезанных трещиной, (k – m) – число неразрушенных слоев)

	 ,
max ( , )

i
i

x m
F x m

 	
(25)

при следующих ограничениях. 

1) ( )
0( ) ;

k i
i m i

i m
L x N

=
σ ε ≥∑ .	 (26)

З а м е ч а н и е. Условие (26) означает, что действующее усилие при эксплуатации не меньше 
заданного усилия N0.

2) ( ) ( ) ( )
0

1 1

1,  ,   ,
k k ii i i

c i i c i c c c
i i

EK L x K K L K K K
L E= =

≥ = =∑ ∑ 	 (27)

где ( )i
cK  – коэффициент интенсивности напряжений в i-м слое, вычисляемый в зависимости от 

геометрии системы и вида внешних нагрузок [16, 17], Kc – нормативная величина интенсивности 
напряжений.

3) Матрица Cij имеет вид

	

1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0

.

0 0 1 1 1

ij

 
 
 
 

=  
 
 
  
 







     

     



C

	

(28)

Условие (28) выполняется на стадии первого шага оптимизации, на основе которого создается 
«подбаза» материалов, обладающих относительной синергией, и в конце проектирования для 
поиска последовательности синтеза слоев покрытия.

4) Общая толщина покрытия не должна превышать заданное значение L:

	 1
,

k
i

i
L L

=
≤∑

	
(29)
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где возможные ограничения на толщину всех или некоторых слоев записываются в виде

	
(min) (max).ii iL L L≤ ≤ 	 (30)

Как было указано ранее, вероятности множества состояний, описываемых матрицей Р, пред-
ставляют собой вероятности нахождения трещины в слое (на границе слоя) или перехода без за-
держки на границе в следующий слой. Эти события реализуются при достижении наибольшего 
напряжения σmax, которое выдерживается системой оставшихся неповрежденных слоев.

Тогда вероятность события, что трещина находится в т-м слое, согласно формулам (25) 
и (26), равна вероятности события ( )( )

max ,mm
∗σ < σ  а события, что трещина перешла в (т + 1) слой – 

события ( )( )
max .mm

∗σ ≥ σ  Эти вероятности равны, соответственно,

	

1

1 1

1 1

( ) ;     ( ) .

m m
i i i i

i i
k k

i i i i i i
i i

L E L E
P A P A

L E L E

+

= =

= =

ρ ρ
= =

ρ ρ

∑ ∑

∑ ∑
	

(31)

Приведем пример четырехслойной конструкции. Полагаем, что четырехслойная конструк-
ция разрушена, если трещина прорезала все 4 слоя. Кроме того, покрытие считается непригод-
ным к дальнейшей эксплуатации, если трещина появляется в любом из четырех слоев. Введем 
множество состояний, которые обозначим следующим образом: S1 – трещина в слое, прекраще-
ние эксплуатации; S2 – трещина от поверхности прорезала все 4 слоя; S3 – трещина прорезает 
четвертый слой в условиях эксплуатации; S4 – трещина прорезает третий слой; S5 – трещина 
прорезает второй слой в условиях эксплуатации; S6 – прорезан первый слой. 

Введем вероятности событий: 1) p – вероятность возникновения трещины в каком-либо слое 
и прекращение эксплуатации; 2) q – вероятность, что трещина локализуется в слое и эксплуа-
тация продолжается; 3) r – вероятность, что трещина переходит в соседний с рассматриваемым 
нижний слой при продолжающейся эксплуатации.

Матрица P для данной модели имеет вид

	

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

       [ ,  ,  ,  ,  ,  ]
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

0 0 0
, 1.

0 0 0
0 0
0 0 0

S S S S S S
S
S
S p r q

p q r
S p r q
S p r q o
S p r q

   
  
  
  

= + + =  
  
  
        

P

	

(32)

Матрица Р имеет канонический вид, ее граф можно представить в виде, изображенном на 
рисунке.

8 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Граф для матрицы (32) 
Graph for the matrix (32) 

 
Матрица 1( )I  N Q  определяет среднее число циклов для перехода из слоя в слой: 

3 4 5 6[                 ]S S S S  
1

3
2 1

4
2 3 2 15

3 4 2 3 2 16

( ) 0 0 0 IV layer
( ) ( ) 0 0 III layer

.
II layer( ) ( ) ( ) 0
I layer( ) ( ) ( ) ( )

p rS
S r p r p r
S r p r r p r p r
S r p r r p r r p r p r



 

  

   

                                

N  (33) 

Нули в матрице N показывают, что трещина может продвигаться только в направлении от 
верхнего слоя к нижнему.  

В качестве примера числовой оценки N зададим вероятности: p = 0,2; q = 0,1; r = 0,7. Тогда 
1,11 0 0 0 IV layer
0,86 1,11 0 0 III layer

.
0,67 0,86 1,11 0 II layer
0,52 0,67 0,86 1,11 I layer

   
   
   
   
   
   

N  (34) 

Вероятность макрослоя «отработать» весь ресурс без преждевременного изъятия зависит 
от параметра ( ).t r p r   Степени t определяют вероятности того, что трещина переходит в 
следующий слой. При этом на период нахождения трещины в слое не накладывается никаких 
ограничений. 

Выражения для N2, τ, τ2 записываются в виде 

2

2 2 2 4 22

3 3 6 2 2 4 2

0 0 0

0 01 ,
0( )

q

qt t t q
N

qt t t qt t t qp r

qt t t qt t t qt t t q

 
 

  
       

       

 

2 2 2 3 2 2

23 3 2 3 4 5 3 32

4 4 2 3 4 5 6 7 4 4

1 (1 ) 1

1 (1 ) 2 11 1,    ,    .
1 (1 ) 4 1( )

1 (1 ) 4 6 1

t q t t t

t q t t t t t t
B

p t q t t t t t t t tp r

t q t t t t t t t t t t

       
     
          

                     
                   

 (35) 

Числовые значения соответствующих величин будут равны: 

2

0,1 0 0 0
0,25 0,1 0 0

,
0,3 0,25 0,1 0

0,36 0,3 0,25 0,1

N

 
 
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Граф для матрицы (32)

Graph for the matrix (32)
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Матрица 1( )I −= −N Q  определяет среднее число циклов для перехода из слоя в слой:

3 4 5 6[                 ]S S S S

	

1
3

2 1
4

2 3 2 15

3 4 2 3 2 16

( ) 0 0 0 IV layer
( ) ( ) 0 0 III layer

.
II layer( ) ( ) ( ) 0
I layer( ) ( ) ( ) ( )

p rS
S r p r p r
S r p r r p r p r
S r p r r p r r p r p r

−

− −

− − −

− − − −

 +        + +   =     + + +        + + + + 

N

	

(33)

Нули в матрице N показывают, что трещина может продвигаться только в направлении от верх-
него слоя к нижнему. 

В качестве примера числовой оценки N зададим вероятности: p = 0,2; q = 0,1; r = 0,7. Тогда

	

1,11 0 0 0 IV layer
0,86 1,11 0 0 III layer

.
0,67 0,86 1,11 0 II layer
0,52 0,67 0,86 1,11 I layer

   
   
   =
   
   
   

N

	

(34)

Вероятность макрослоя «отработать» весь ресурс без преждевременного изъятия зависит от 
параметра ( ).t r p r= +  Степени t определяют вероятности того, что трещина переходит в следу-
ющий слой. При этом на период нахождения трещины в слое не накладывается никаких ограни-
чений.

Выражения для N2, τ, τ2 записываются в виде

2

2 2 2 4 22

3 3 6 2 2 4 2

0 0 0

0 01 ,
0( )

q

qt t t q
N

qt t t qt t t qp r

qt t t qt t t qt t t q

 
 

+ − 
=  + − + −+  

 + − + − + − 

      

2 2 2 3 2 2

23 3 2 3 4 5 3 32

4 4 2 3 4 5 6 7 4 4

1 (1 ) 1

1 (1 ) 2 11 1,    ,    .
1 (1 ) 4 1( )

1 (1 ) 4 6 1

t q t t t

t q t t t t t t
B

p t q t t t t t t t tp r

t q t t t t t t t t t t

− − −     
     
− − + − + −     

τ = τ = =     − − + + − + + −+     
     − − + + − + + + + −      	

(35)

Числовые значения соответствующих величин будут равны:

2

0,1 0 0 0
0,25 0,1 0 0

,
0,3 0,25 0,1 0

0,36 0,3 0,25 0,1

N

 
 
 =
 
 
 

	

2

1,15 0,012 0,22 0,78
2,05 0,04 0,40 0,60

,     ,     .
2,75 1,22 0,53 0,47
3,25 2,54 0,63 0,37

B

     
     
     τ = τ = =
     
     
      	

(36)

Здесь N2, согласно формуле (7), – дисперсия времени перехода из невозвратного состояния Si 
в невозвратное состояние Sj; τ – математическое ожидание времени t, которое процесс проводит 
в невозвратных состояниях; τ2 – дисперсия времени t.  
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Из примера при заданных вероятностях следует, что в случае, когда трещина дошла до треть-
его слоя, вероятность всего слоя «доработать» штатно становится больше 0,5, а вероятность до-
срочной выбраковки (исчерпания ресурса) уменьшается.

Первый столбец матрицы B определяет вероятности досрочного изъятия слоистого паке-
та в зависимости от положения вершины трещины. Второй столбец B определяет вероятности 
штатной эксплуатации слоистого пакета в зависимости от того, в каком слое находится вершина 
трещины. Таким образом, при сравнительно небольшом числе слоев можно получить информа-
цию о решении задач, сформулированных выше.

Выводы. 1. Дискретные механизмы продвижения трещины или накопления повреждений 
могут быть описаны конечными марковскими цепями, позволяющими сопоставить стадиям раз-
рушения состояния марковской цепи. Например, поглощающее состояние описывает остановку 
трещины, невозвратное состояние описывает транзит трещины.

2. С помощью матрицы условных вероятностей вычисляются средние характеристики про-
цесса: математическое ожидание, дисперсия времени перехода из одного заданного состояния 
в другое. Вычисленные величины имеют смысл среднего ресурса и дисперсии ресурса страти-
фицированного слоя, синтезированного на твердой подложке по аддитивной технологии.

3. На основе вычисленных средних характеристик решаются задачи проектирования мак
рослоя, синтезированного из микрослоев по аддитивной технологии и обладающего максималь-
ным временем службы (pecурса), характеризующим стабильность процесса синтеза.

4. Задачи поиска экстремальных значений среднего ресурса и дисперсии решаются методами 
динамического программирования на графах, соответствующих вычисленным матрицам пере-
ходных вероятностей.

5. Проектирование трещиностойкого слоистого покрытия основано на разработке алгоритма 
поиска максимума прочности за счет выбора толщин отдельных слоев и макрослоя в целом, фи-
зико-механических материальных коэффициентов слоев и их совместимости, данные о которых 
сосредоточены в базе данных проекта.

6. В численном примере, моделирующем некоторые сценарии разрушения четырехслойной 
системы, покрытие штатно отрабатывает ресурс, пока не будут последовательно разрушены все 
4 слоя. Другие сценарии описывают случаи возникновения трещины в каком-либо слое и воз-
можность катастрофического разрушения всего слоя. Вычислены матрицы соответствующих 
вероятностей.
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