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Исследуются многообразия представлений групп Баумслага – Солитера ( , )BS p q  в случае, когда p и q не являют-
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Введение. Пусть G – группа с образующими 1, , mg g…  и K – алгебраически замкнутое поле ну-
левой характеристики. Тогда любому представлению : ( )nG GL Kρ →  можно поставить в соответ-
ствие набор элементов 1( ( ), ., ( )) ( )m

m ng g GL Kρ … ρ ∈  Очевидно, что этот набор удовлетворяет всем 
определяющим соотношениям группы G. Поэтому соответствие 1( ( ), , ( ))mg gρ ρ … ρ  задает би-
екцию между множеством Hom( , ( ))nG G KL   и K-точками некоторого аффинного K-многообразия 

( ) ( )m
n nG GL KR ⊂ , называемого многообразием n-мерных представлений группы G. Мы будем 

пользоваться стандартными обозначениями и результатами, изложенными в работе [1].  
Группы Баумслага – Солитера ( , )BS p q  имеют копредставление 

	
1 ( , ) , ,p qBS p q a t ta t a−= 〈 = 〉 	

где p и q не равны нулю. Эти группы предложены Г. Баумслагом и Д. Солитером в [2] как при-
меры нехопфовых конечно представленных групп, т. е. групп, которые изоморфны своей соб-
ственной факторгруппе. Легко видеть, что ( , ) ( , )BS p q BS p q≅ − −  и ( , ) ( , )BS p q BS q p≅ . В даль
нейшем мы будем рассматривать группы ( , )BS p q  такие, что | | 1p q> > . В [3] получено описание 
многообразий представлений ( ( , ))n BS p qR  групп Баумслага – Солитера ( , )BS p q  в случае, когда  
p и q – взаимно простые числа.

В предлагаемой работе мы исследуем многообразия представлений ( ( , ))n BS p qR  в случае, 
когда ( , ) 1p q d= > .
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Введем следующие обозначения. Обозначим через ( , )p qΩ  следующее множество матриц:

	 сопряж( , ) { ( )  и }.н е ыp q
np q A GL K A AΩ = ∈  	

Положим 1p p
d

= , 1q q
d

= . Пусть 1 1( , )A p q∈Ω  – фиксированная матрица и пусть 0 ( )nB GL K∈   

такая матрица, что 1 11
0 0

p qB A B A− = . Обозначим через ( )Z A  централизатор матрицы А в ( )nGL K   
и рассмотрим морфизм

	 1 1
0: ( ) ( ) ( ) ( ), ( , ) ( , . )A n n nf Z A GL K GL K GL K C X XAX XB CX− −× → ×  	 (1)

Замыкание в топологии Зарисского образа Im Af  обозначим ( )W A . В [2] доказано, что каждое 
многообразие ( )W A  является неприводимой компонентой многообразия 1 1( ( , ))nR BS p q  размер-
ности 2n  и этими компонентами исчерпываются все неприводимые компоненты 1 1( ( , ))nR BS p q . 

Рассмотрим морфизм
	 1 1( ( , )) ( ( , )), ( , ) ( ,: )d

n nBS p q BS p q A B Ah R R B→  .	 (2)

Л е м м а  1. Морфизм h сюръективен.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 1 1 1 1( , ) ( ( , ))nA B R BS p q∈ , то существует матрица ( )nA GL K∈  такая, 

что 1
dA A= . Тогда 

	 1 11 11 1 1
1 1 1 1 1 11 1)( ( )p qp d p d q qA B A BB A AA BB B A− − −= = = = = ,	

следовательно, 1( , ) ( ( , ))nA B R BS p q∈  и 1 1 1,( , ) ( )h B A BA = . Лемма доказана.
Пусть 0 ( , )qC p∈Ω  – фиксированная матрица, 0

dA C=  и 0 ( )nB GL K∈  такая матрица, что 
1 11

0 0
p qB A B A− = . Рассмотрим отображение 

	 0
1 1

0 0: ( ) ( ) ( ) ( ), ( , ( ) , ).C n n ng Z A GL K GL K GL K Z X XC X XB XZ− −× → ×  	 (3)

Обозначим через 0( )H C  замыкание в топологии Зарисского образа 0Im Cg . 
Л е м м а  2. 0( )H C  не зависит от выбора матрицы 0B  в определении морфизма 0Cg   

и 0 ( (( ) , ))nR BS pC qH ⊂ .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 1 ( )nB GL K∈  – другая матрица, такая, что 1 1

1 1
1p qB A B A− =  и 0Cg′  – 

соответствующий морфизм. Тогда 1 0 1B B Z= , где 1
1 ( )pZZ A∈ . По лемме 1 из [2] 1( ) ( )pZ A Z A= . 

Тогда произвольный элемент вида 0
1 1 1 1

0 1 00 1( , ) I( , ( )) m CXC XB Z XCX X X Z XXB Z g− − − − ′∈=  содер-
жится в 0Im Cg . Аналогично доказывается противоположное включение 0 0Im ImC Cg g⊂ ′ . Значит, 

0 0Im ImC Cg g′= , что и требуется. 
По построению 0 0, ))( ,) ( (nB R BS pZ qC ∈ , а значит, и все сопряженные представления 

1 1
0 0( , )XC X X ZB X− −  лежат в ( ( , ))n BS p qR . Следовательно, 0 ( ,Im ( ))C nR BS p qg ⊂ . Поэтому замы-

кание 00( ) Im CH C g=  содержится в ( ( , ))n BS p qR . Лемма 2 доказана.
Справедлива 
Т е о р е м а. Каждое множество ( )H C , где ( , )C p q∈Ω , является неприводимой компонентой 

многообразия представлений ( ( , ))n BS p qR  и этими множествами исчерпываются все неприво-
димые компоненты ( ( , ))n BS p qR . Размерность неприводимой компоненты ( )H C  многообразия 

( ( , ))n BS p qR   равна 2 dim ( ) dim ( )dn Z C Z C+ − .
В дальнейшем через 1( ) | }){ (nC GLl B XB KX X− ∈=  будем обозначать класс сопряженности 

матрицы В.
Л е м м а  3. 1

{ | ( )}
( ( )) ( )

dC C Cl A
W Ch A H−

∈

⊂


.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 1 (, () ))( hD WC A−∈ . Тогда ( ), ( )d DC W A∈ . Следовательно, 
( )dC Cl A∈  и 0D ZB= , где ( )dZ Z C∈  и 0B  такая матрица, что 1 11

0 0 (( ))d p d qCB B C− = . Значит, 
0( , ) ( )) m, I (CZ CC B gC D H∈ ⊂= . Лемма 3 доказана.
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Л е м м а  4. 
( , )

( ( , )) ( )n
C p q

R BS p q H C
∈Ω

=


.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1 морфизм h сюръективен, поэтому объединение 
замкнутых множеств 1( ( ))h W A−  совпадает с ( ( , ))n BS p qR . По лемме 3 каждое из многообра-
зий 1( ( ))h W A−  содержится в объединении замкнутых неприводимых множеств вида )(H C , где 

( , )C p q∈Ω  и ( )dC Cl A∈ . Лемма 4 доказана.
Л е м м а  5. Размерность многообразия ( )H C  равна 2 dim ( ) dim ( )dn Z C Z C+ − .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдем слои морфизма Cg . Пусть 1 1 1 1( , ) ( , ) ImC CA B g Z X g= ∈ , где 

1 ( )dZ Z C∈ . Тогда
	 1 1

1 1 1 1 0 1 1 1, .C ZX X A X B X B− −= = 	

Тогда слой 1
1 1( , )Cg A B−  состоит из пар матриц 2 2( , ) ( ) ( )d

nZ X Z C GL K∈ ×  таких, что

	 1 1 1 1
2 2 1 1 1 2 0 2 2 1 1 0 1 1, .X CX A X X X B X B XC XZ ZB− − − −= = = = 	 (4)

Из первого равенства в (4) получаем 1
1 2 ( ) ( )dX X D Z C Z C− = ∈ ⊂ , т. е. 2 1X X D= . Теперь из второго 

равенства в (4) имеем 1 1
2 0 0 1Z B D B DZ− −= . Заметим, что если D – произвольная матрица из ( )Z C , 

то пара матриц 2 2( , )Z X , где 2 1X X D= , 1 1
2 0 0 1Z B D B DZ− −= , лежит в слое 1

1 1( , )Cg A B− . Действи­
тельно, равенство 1

2 2 1X CX A− =  очевидно из построения. Проверим, что справедливо равенство 
1

0 2 0 21 1( ) ( ) .p qZB A B AZ − =  Подставив вместо 2Z  его значение и учитывая, что 1
0 0

p qB B CC − = , получим

  1 11 1 1 1 1 1 1
0 2 0 2 0 1 0 1 0 0( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .p d p d p q qZ Z Z ZB C B D B D C D B D D B C B D D DC C− − − − − − −= = == 	 (5)

Из (5) следует, что 2 ( )pZ Z C∈ . По лемме 1 из [2] ( ) ( )p dZ C Z C= , следовательно, 2 ( )dZ Z C∈ . 
Таким образом, имеем биективный морфизм

	 1 1 1
1 1 0 0 1 1: ( ) ( , ), ( , ).CZ C g A B D B D B DZ X D− − −α →  	

Значит, 1
1 1dim ( , ) dim ( )Cg A B Z C− = , т. е. все слои морфизма Cg  имеют одинаковую размерность, 

равную dim ( )Z C . По теореме о размерности слоев морфизма [4, с. 97] получаем

	 2dim ( ) dim( ( ) ( )) dim ( ) dim ( ) dim ( ).d d
nH C Z C GL K Z C n Z C Z C= × − = −+ 	

Лемма 5 доказана.
Л е м м а  6. Пусть ( , )C p q∈Ω  и dA C= . Тогда ( ( )) ( )h H C W A= , где морфизм h определен в (2).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Образ морфизма Af , определенного в (1), состоит из элементов вида

	 1 1 1 1
0 0( , ) ( , )dZXAX XB XC X XX ZB X− − − −= ,	 (6)

где ( ) ( )dZ Z A Z C∈ = . Образ морфизма Cg , определенного в (3), состоит из элементов вида

	 1 1
0( , )XCX X ZXB− − ,	 (7)

где ( ) ( )dZ Z A Z C∈ = . Из (7) следует, что (Im )Ch g  состоит из элементов вида 1 1
0( , )dXC X X ZXB− − . 

Тогда из (6) получаем (Im ) ImC Ah g f= . Переходя к замыканиям, получаем требуемое равенство 
( ( )) ( )h H C W A= . Лемма 6 доказана.

Л е м м а  7. Если 0 1, ( , )C C p q∈Ω  и матрицы 0C  и 1C  подобны, то 0 1( ) ( )H C H C= .
Д о к а з а т е л ь с т в о.  Пусть  1

1 0YCC Y −=  и 0 ( )nB GL K∈  такая матрица, что 1 11
0 0 0 0( ) ( )d p d qC CB B − = .  

Тогда 1
1 0( ) ( )d dZ C YZ C Y −=  и матрица 1

1 0B YB Y −=  обладает свойством 1 1
1 1 1

1
1( ) ( )d p d qB BC C− = . 

Рассмотрим произвольный элемент 1
1 1

1 1( , Im) CX TXC X XB g− − ∈ , где 1( )dT Z C∈ . Так как

	 1 1 1 1 1
1 1 0 0( , ) (( ) ,( )( ) ( )( ) )X TX XXC XB XY C XY B YY TY XY− − − − −= 	
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и элемент 1
0( )dTY Z CY - ∈ , то 0

1 1
1 1( , Im) CX TXC X XB g- - ∈ . Значит, 1 0Im ImC Cg g⊂ , откуда 

1 0(( ) )H H CC ⊂ . Противоположное включение доказывается аналогично. Лемма 7 доказана.
Л е м м а  8. Если ( , ) ( )A B H C∈ , то спектры матриц A и C равны.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ( )i Xσ  обозначает i-й коэффициент характеристического по-

линома матрицы X и пусть ( )i i Cl = σ , 1, ,i n= … . Тогда для любой точки 1 1( , ) Im CA B g∈  мы име-
ем 1( ) 0i iAσ - l = , 1, ,i n= … , поскольку матрицы C и 1A  подобны. Это означает, что регулярная 
на ( )H C  функция ( )i iXσ - l  обращается в нуль на Im Cg . Следовательно, ( )i iXσ - l  обращается  
в нуль на ( )H C . Поэтому ( ) 0i iAσ - l = , 1, ,i n= … . Таким образом, характеристические полиномы 
у C и A совпадают, т. е. C и A имеют одинаковые спектры. Лемма 8 доказана.

Л е м м а  9. Если 0 1, ( , )C C p q∈W  и матрицы 0C  и 1C  имеют разные спектры, то 
0 1(( )) HH CC ∩ =∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о  непосредственно следует из леммы 8.
Л е м м а  10. Пусть (, )nGLA B K∈  и ( )A Cl B∈ . Тогда спектры матриц A и B равны и для любо-

го *Kl∈  и любого натурального k справедливо неравенство ( ) (rank rank )k kA E B E- l ≤ - l .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство спектров A и B фактически доказано при доказательстве 

леммы 8. Докажем неравенство для рангов матриц. Установим сначала, что если (, )nMA B K∈  – 
произвольные (не обязательно невырожденные) матрицы порядка n и ( )A Cl B∈ , то r knk na raA B≤ .  
Для матрицы ( )ijX x=  обозначим через ( )tM X  некоторый фиксированный минор порядка t. 
Допустим, что rank B s= . Тогда все миноры порядка 1s +  матрицы B равны нулю. В частности, 
регулярная функция 1( )sM X+  тождественно равна нулю на ( )Cl B , а значит, и на замыкании ( )Cl B .  
Так как ( )A Cl B∈ , то 1( ) 0sM A+ = , т. е. все миноры порядка 1s +  матрицы A равны нулю. Значит, 

rank a kr nA s B≤ = . 

Пусть теперь *Kl∈ . Тогда ( )E Cl EA Bl ∈ - l-  и для любого натурального k ( ) ( )k kE Cl EA Bl ∈ -- l .  
В силу доказанного выше справедливо неравенство ( ) (rank rank )k kA E B E- l ≤ - l . Лемма 10 до-
казана.

Л е м м а  11. Если 0 1, ( , )C C p q∈W , матрицы 0C  и 1C  имеют равные спектры и матрицы 0
dC   

и 1
dC  не подобны, то многообразия 0( )H C  и 1( )H C  не содержатся друг в друге.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное. Пусть 0 1(( ) )H H CC ⊂ . Положим 0

dA C= , 1
dB C= .  

По условию A и B не подобны. Значит, многообразия ( )W A  и ( )W B  не содержатся друг в друге.  
С другой стороны, по лемме 6 имеем 1 0( ( )) ( ) ( ( )) ( )h H C W B h H C W A⊃= =  – противоречие. Лем
ма 11 доказана.

Следующая лемма завершает доказательство теоремы.
Л е м м а  12. Если 0 1, ( , )C C p q∈W , матрицы 0C  и С1 имеют равные спектры и матрицы 0

dC   
и 1

dC  подобны, то многообразия 0( )H C  и 1( )H C  не содержатся друг в друге.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности можно считать, что 0 1

d dC C A= = , где 
1 1( , )A p q∈W . Допустим, что 0 1(( ) )H H CC ⊂ . Тогда 0 1( )Cl CC ∈ . Пусть 1 ( ), , ( )kn nJ Jl … l  – все бло-

ки Жордана матрицы A с собственным значением l и 1 2 kn nn ≥ ≥…≥ . Тогда 0C  и 1C  содержат 
блоки Жордана 1 1( ), , ( )kn n kJ Jl … l , где d

il = l, , ,1i k= … . Так как 0C  и 1C  не подобны, то найдется 
собственное значение il , такое, что 0C  содержит несколько блоков Жордана с собственным значе-
нием il , скажем, 1 ( ), , ( )sm i m iJ Jl … l , 1 2 sm mm ≥ ≥…≥ , а 1C  содержит блоки Жордана с собствен-
ным значением il  вида 1 ( ), , ( )au i u iJ Jl … l , 1 2 au uu ≥ ≥…≥ . При этом найдется индекс j такой, что 

1 1 1 1,, j ju m um - -= … = , а j jm u> . Но тогда мы получим, что

	 1
0 1

1( ) (rank ran )kj jm m
i iC C- ->- l - l ,	

а это противоречит лемме 10. Лемма 12 доказана.
Из лемм 7, 9, 11 и 12 получаем 



С л е д с т в и е. Число неприводимых компонент многообразия ( ( , ))n BS p qR  равно числу клас-
сов сопряженных матриц в множестве ( , )p qW .
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