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Аннотация. Разработан простой и единообразный метод, позволяющий устанавливать число и локализацию 
действительных решений трехчленных (триномиальных) алгебраических уравнений произвольной степени с дей-
ствительными коэффициентами. Метод основан на том, что при помощи определенных подстановок трехчленное 
уравнение приводится к уравнению с одним параметром, представимым в виде явной функции от коэффициентов 
первоначального уравнения, и свойства решений исходного уравнения зависят только от значений этого параметра.
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ANALYSIS OF ROOTS OF TRINOMIAL POLYNOMIALS

Abstract. In the article we develop a simple and uniform method that allows one to calculate the number and localization 
of real solutions of three-term (trinomial) algebraic equations of arbitrary degree with real coefficients. The method is based 
on the fact that using certain substitutions, a three-term equation is reduced to an auxiliary equation with one parameter, 
represented as an explicit function of the coefficients of the initial equation, and the properties of the solutions of the initial 
equation depend only on the values of this parameter.
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Введение. Основным объектом исследования в данной работе являются триномиальные 
(трехчленные) алгебраические уравнения, т. е. уравнения вида

(0    0, 0, 0 .)n mx px q n m p q+ + = > > ≠ ≠

Это очень известный класс уравнений. Специальные их случаи – квадратные и биквадрат-
ные уравнения – входят в школьную программу. Напомним также, что любое уравнение пятой 
степени может быть приведено к триномиальному виду

5 0    ( 0, 0),x px q p q+ + = ≠ ≠

и, значит, это класс уравнений не разрешимых в радикалах. Последнее наблюдение указывает на 
богатство и нетривиальность класса триномиальных уравнений.

Такие уравнения являются популярным объектом исследований. Только с начала XXI в. опуб-
ликованы десятки статей, посвященных разным аспектам их анализа. Значительная часть работ 
посвящена чисто алгебраическим вопросам, возникающим в связи с такими уравнениями: груп-
пам Галуа, вычислению и исследованию дискриминантов, неприводимости триномиальных по-
линомов, анализу разрешимости в различных полях, выражению корней уравнений в символь-
ном виде через коэффициенты (= формулы типа формул Виета) и др. Большое число исследова-
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ний также посвящено описанию локализации комплексных корней и их норм для конкретных 
типов триномиальных уравнений, разложениям корней в ряды и т. п. (см., напр., [1–15]).

Настоящая работа посвящена другому направлению анализа триномиальных уравнений 
и, в силу естественных ограничений объема статьи, мы не приводим здесь полного списка ста-
тей по вышеупомянутым темам.

Трехчленные алгебраические уравнения с произвольными действительными коэффициента-
ми p и q возникают во многих приложениях. Например, при анализе устойчивости движения са-
молета; в задаче о равновесии тонкостенной панели, обтекаемой потоком газа; при определении 
равновесной температуры летательного аппарата [16]; в задачах финансовой математики [17, 18]. 
И в этих задачах важным является определение числа действительных корней трехчленного 
уравнения и их локализация по коэффициентам p и q. Так, в [17] и [18] для некоторых конкрет-
ных типов триномиальных уравнений такой анализ проведен.

Среди крупных исследований последних двух десятилетий, посвященных анализу и мето-
дам решения алгебраических уравнений, необходимо выделить монографию Г. П. Кутищева [19]. 
В ней в главе 8 представлены известные вплоть до настоящего момента методы поиска реше-
ний трехчленных алгебраических уравнений с действительными коэффициентами. В частно-
сти, предложена общая схема определения числа и локализации действительных корней таких 
уравнений на основе анализа поведения некоторых определяющих функций (т. е. рациональных 
функций, корни которых связаны с корнями исходного алгебраического уравнения), зависящих 
от чисел m и n и коэффициентов исходного уравнения [19, с. 160–161]. На этой базе получены 
явно выписанные критерии для некоторых частных случаев исследуемых уравнений. Неполнота 
проведенного анализа (не исследованы случаи появления кратных корней у таких уравнений, 
что является для них принципиальной ситуацией (см. раздел 3 данной статьи)) возможно связана 
с громоздкостью используемых конструкций (определяющие функции нетривиально зависят от 
большого числа параметров), что усложняет их исследование.

В настоящей статье разработан простой и единообразный метод, позволяющий устанавливать 
число и локализацию действительных решений трехчленных (триномиальных) алгебраических 
уравнений произвольной степени с действительными коэффициентами. Метод основан на том, 
что при помощи определенных подстановок трехчленное уравнение приводится к уравнению 
с одним параметром, представимым в виде явной функции от коэффициентов первоначального 
уравнения, и свойства решений исходного уравнения зависят только от значений этого параметра.

На этой основе проведен полный анализ таких уравнений в данном направлении. Результаты 
статьи являются естественным развитием и уточнением результатов работы [20].

1. Анализ корней триномиального уравнения. Проанализируем расположение и характер 
(кратности) вещественных корней произвольного трехчленного (триномиального) алгебраиче-
ского уравнения с действительными коэффициентами

 0    ( 0, 0, 0).n mx px q n m p q+ + = > > ≠ ≠  (1)

В процессе анализа этих уравнений будем использовать следующую классификацию 
[19, c. 189]. В зависимости от четности степеней n и m неизвестного трехчленные алгебраические 
уравнения подразделяются на 4 типа: нечетно-нечетные, четно-нечетные, нечетно-четные и чет-
но-четные уравнения соответственно.

Нечетно-нечетные уравнения.
Те о р е м а  1. Пусть в уравнении

 ( )0    0, 0, 0n mx px q n m p q+ + = > > ≠ ≠  (2)

m, n – нечетные числа.
Необходимым и достаточным условием существования трех действительных различных 

корней уравнения (2) является неравенство
/ /

.
n m n mp n m nq

q m n m
  −  − >   −  
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При этом, если p < 0, q < 0, то один из этих корней положителен, а два – отрицательны; а если 
p < 0, q > 0, то один из этих корней отрицателен, а два – положительны.

Необходимым и достаточным условием существования единственного действительного 
корня является неравенство

/ /

.
n m n mp n m nq

q m n m
  −  − <   −  

При выполнении равенства
/ /n m n mp n m nq

q m n m
  −  − =   −  

существует один кратный корень x⁎ кратности два, для которого выполняются равенства

 
, ,n m npm qmx x

n n m
−

∗ ∗= − =
−  

(3)

т. е (так как n – нечетное число) 
1/nqmx

n m∗
 =  − 

 и один простой корень.

Во всех случаях корни задаются решениями определяющего уравнения 
/

1

n mn

m
t pq

qt
 

= −  +  

и подстановкой
1/  ( / )  ( 0).  mx t q p t= ≠

Д о к а з а т е л ь с т в о. После подстановки

 
1/    /  ( ) ( )0mx t q p t= ≠  (4)

в уравнение (2) получаем равенство

 

/

.
1

n mn

m
t pq

qt
 

= −  +    
(5)

Функцию ( ) :
1

n

m
tf t

t
=

+
 принято называть определяющей функцией, а уравнение (5) – опреде-

ляющим уравнением. Так как
1

2
( )( )
( 1)

[ ]n m

m
t n m t nf t

t

− − +′ =
+

и (n – 1) – четное число, то f возрастает при t > –1 и имеет локальный минимум при

 

1/

1.
mnt

m n∗
 = < − −   

(6)

При этом справа и слева от t⁎ функция f строго монотонна.
Схематично графики всех определяющих функций f при произвольных нечетных m и n бу-

дут выглядеть похожими друг на друга. Например, на рис. 1 изображен график определяющей 

функции 
3

( ) .
1

tf t
t

=
+
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Рис. 1. График функции 
3

( )
1

tf t
t

=
+

Fig. 1. Graph of function 
3

( )
1

tf t
t

=
+

Непосредственным вычислением из (5) и (6) получаем, что

 

/

( ) .
1

n mn
m

m
t m n n m nf t t

m m n mt
∗

∗ ∗
∗

− − = = = −+    
(7)

Проверим равенства (3). Согласно (4) имеем

 ( )/ .
n m

n m n m mx t q p
−

− −
∗ ∗=  (8)

Кроме того, из (6), (5) и (7) вытекает, что

 

//

.
n m n mn m

mn m n n m n m p mt q
m n m n m n q n

−

−
∗

 −   = = ⋅ ⋅ = − ⋅    − −       
(9)

Отсюда и из (8) получаем

 

/ /

,

n m nn m n m
m mn m p m q q m q p pmx q q

q n p p n p q n

−
−

−
∗

       
= − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ = −       

         
(10)

и первое равенство в (3) установлено.
Проверим второе равенство в (3). Из (5) и (7) заключаем, что

/

.
n m

np m nq t
q m∗

  −
− = ⋅ 

 

Отсюда и из (4) получаем
/

,
n m

n nqm qt x
n m p∗ ∗

 
= ⋅ = −  

т. е. выполняется второе равенство в (3). Приведенные наблюдения доказывают теорему 1.
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Четно-нечетные уравнения.
Те о р е м а  2. Пусть в уравнении 

 ( )0    0, 0, 0n mx px q n m p q+ + = > > ≠ ≠  (11)

n – четное число, а m – нечетное.
При выполнении одного из неравенств

/ / /

0,     
n m n m n mp p m n nq q

q q m m n
    −  − > − <     −    

уравнение (11) имеет два действительных решения. Если
/ /

0 ,
n m n mp m n nq

q m m n
  −  > − >   −  

то уравнение (11) действительных решений не имеет. Если выполнено равенство
/ /

,
n m n mp m n nq

q m m n
  −  − =   −  

то уравнение (11) имеет корень x⁎ кратности два, для которого выполняются равенства

 
, ,n m npm qmx x

n n m
−

∗ ∗= − =
−  

(12)

т. е., так как (n – m) – нечетное число, 
1/( )

.
n mpmx

n

−

∗
 = − 
 

Во всех случаях корни задаются решениями определяющего уравнения
/

,
1

n mn

m
t pq

qt
 

= −  +  

и подстановкой
1/  ( / )  ( 0).  mx t q p t= ≠

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и в доказательстве теоремы 1, после подстановки 1/ ( )( / ) 0mx t q p t= ≠  
в уравнение (11) получаем равенство

/

( ) : .
1

n mn

m
t pf t q

qt
 

= = −  +  

Так как
1

2
( )( )
( 1)

[ ]n m

m
t n m t nf t

t

− − +′ =
+

и (n – 1) – нечетное число, то для этой определяющей функции f точка t = 0 является локальным 
минимумом f(0) = 0 (эта точка, по условиям рассматриваемой задачи, нас не интересует), и f 
строго монотонна справа и слева от 0; а точка

1/

1
mnt

m n∗
 = < − − 

является локальным максимумом, и f строго монотонна справа и слева от t⁎.
В точке t⁎ имеет место равенство

/

0.
1

n mn
n

m
t m n n m n t

m m n mt
∗

∗
∗

− − = = < −+  
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Рис. 2. График функции 
4

3( )
1

tf t
t

=
+

Fig. 2. Graph of function 
4

3( )
1

tf t
t

=
+

Равенства (12) проверяются теми же рассуждениями, которыми проверяются равенства (3) 
в доказательстве теоремы 1. Приведенные наблюдения доказывают теорему 2. Для наглядности 

на рис. 2 изображен график определяющей функции 
4

3( ) .
1

tf t
t

=
+

Нечетно-четные уравнения. Рассмотрим нечетно-четные уравнения (1) (n – нечетное, m – 
четное). Здесь возникает необходимость проанализировать возможные ситуации в зависимости 
от знаков коэффициентов p и q.

Те о р е м а  3. Пусть в уравнении 

 ( )0    0, 0, 0n mx px q n m p q+ + = > > ≠ ≠  (13)

n – нечетное число, а m – четное число, и коэффициенты p и q одного знака. Тогда уравнение (13) 
имеет единственный действительный корень. Этот корень отрицателен при положительных 
значениях коэффициентов p, q и положителен при отрицательных p, q.

Во всех случаях корни задаются решениями определяющего уравнения
/

1

n mn

m
t pq

qt
 

= −  +  

и подстановкой 
1/  ( / )  ( 0).  mx t q p t= ≠

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p > 0, q > 0. Тогда подстановка 1/   ( )( / ) 0mx t q p t= ≠  приводит 
уравнение (13) к равенству

/ /

0 ( 1) 0.
n m n m

n m n mq q qt pt q t q t
p p p

   
+ + = ⇔ + + =   

   

Следовательно, окончательно имеем

 

/

( ) : .
1

n mn

m
t pf t q

qt
 

= = −  +    
(14)
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Рис. 3. График функции 
7

4( )
1

tf t
t

=
+

Fig. 3. Graph of function 
7

4( )
1

tf t
t

=
+

К точно такому же выражению приходим, полагая p < 0, q < 0. Так как
1

2
( )( ) ,
(

]
)

[
1

n m

m
t n m t nf t

t

− − +′ =
+

и (n – 1), m – четные числа, то f – строго монотонно возрастающая функция и ( ) .
t

f t
→±∞
→ ± ∞

В качестве примера, иллюстрирующего рассматриваемую ситуацию, приведем график опре-

деляющей функции 
7

4( )
1

tf t
t

=
+

 (рис. 3).

Те о р е м а  4. Пусть в уравнении 

 ( )0    0, 0, 0n mx px q n m p q+ + = > > ≠ ≠  (15)

n – нечетное число, а m – четное число, и коэффициенты p и q имеют разные знаки. 
При выполнении одного из неравенств

/ // /

,     
n m n mn m n mp n m n p n m nq q

q m n m q m n m
   − −   − > − < −      − −      

уравнение (15) имеет три различных действительных решения.
При выполнении двойного неравенства

// /n mn m n mn m n p n m nq
m n m q m n m

 − −   − < − <    − −    

уравнение (15) имеет единственный действительный корень.
Если имеет место одно из равенств

/ // /

,     ,
n m n mn m n mp n m n p n m nq q

q m n m q m n m
   − −   − = − = −      − −      

то уравнение (15) имеет двукратный действительный корень x⁎, для которого выполняются ра-
венства
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,     ,n m npm qmx x

n n m
−

∗ ∗= − =
−  

(16)

т. е., так как (n – m) и n – нечетные числа,
1/( ) 1/

,
n m npm qmx

n n m

−

∗
   = − =   −   

и простой действительный корень.
Во всех случаях корни задаются решениями определяющего уравнения

/

1

n mn

m
t pq

qt
 

= − −  

и подстановкой
1/( / )     ( 0).mx t q p t= − ≠

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p > 0, q < 0. После подстановки
1/ 1/ 1/( / ) (– ) /     ( 0)m m mx t q p t q p t= − = ≠

в уравнение (15) получаем
/ / /

/ / /
(– ) (– ) (– )0 ( 1) 0.

n m m m n m
n m n m

n m m m n m
q q qt pt q t q t
p p p

+ + = ⇔ − − =

То есть
/

0.
1

n mn

m
t pq

qt
 

= − < −  

Значит, при p > 0, q < 0 нас интересуют только отрицательные значения определяющей функции 

( ) : .
1

n

m
tf t

t
=

−
Если p < 0, q > 0, то подстановка

1/ 1/ 1/( / ) / ( )     0( )m m mx t q p tq p t= − = − ≠

в уравнение (15) приводит к соотношениям
/ / /

/ / /0 ( 1) 0.
( ) ( ) ( )

n m m m n m
n m n m

n m m m n m
q q qt pt q t q t
p p p

+ + = ⇔ − − =
− − −

То есть
/

0.
1

n mn

m
t pq

qt
 

= − > −  

Значит, при p < 0, q > 0 нас интересуют только положительные значения определяющей функции 

( ) : .
1

n

m
tf t

t
=

−
Во всех случаях определяющее уравнение имеет вид

 

/

( ) : ,
1

n mn

m
t pf t q

qt
 

= = − −    
(17)

и используется подстановка

 
1/    ( / ) 0 . ( )mx t q p t= − ≠  (18)
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Так как n – нечетное число, а m – четное, то функция f нечетная ( f(t) = –f(–t)).
Так как

1

2
( )( )
( 1)

[ ]n m

m
t n m t nf t

t

− − −′ =
−

и (n – 1) и m – четные числа, то

 

1/mnt
n m∗

 =  −   
(19)

является точкой локального минимума, а

 

1/mnt t
n m∗∗ ∗

 = − = − −   
(20)

– точкой локального максимума. При этом в точке локального минимума выполняется равен-
ство

 

/

( ) ,
1

n mn
n

m
t n m n n mf t t

m n m mt
∗

∗ ∗
∗

− − = = = −−    
(21)

а в точке локального максимума – равенство

 

/

( ) .
1

n mn
n

m
t n m n n mf t t

m n m mt
∗∗

∗∗ ∗∗
∗∗

− − = = − = −−    
(22)

Здесь мы учли, что n – нечетное число.
Справа и слева от точек t⁎ и t⁎⁎  f строго монотонна, и f строго монотонно убывает на интерва-

ле (−1, 1). 
Проиллюстрируем рассматриваемую ситуацию на примере определяющей функции 

7

4( )
1

tf t
t

=
−

 (рис. 4). 

Рис. 4. График функции 
7

4( )
1

tf t
t

=
−

Fig. 4. Graph of function 
7

4( )
1

tf t
t

=
−
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Проверим равенства (16). Используем сначала точку t⁎. Из (17) и (21) следует, что

 

/

.
n m

np n mq t
q m ∗

  −
− = 

   
(23)

Отсюда, учитывая, что согласно (18) 1/ ,( / ) mx t q p∗∗ = −  получаем

 
/( / ) ,n n m nqm t q p x

n m ∗ ∗= − =
−  

(24)

что устанавливает второе из равенств (16).
С другой стороны, используя (19), (21) и (17), получаем

//

.
n m n mn m

mn m n n n m m p mt q
n m n m m n q n

−

−
∗

 −   = = ⋅ ⋅ = − ⋅    − −     

Отсюда с учетом (18) следует, что
/

– – ,

n m n mn m
m mn m n m q p m q pmx t q

p q n p n

− −

∗ ∗
     

= − = − ⋅ ⋅ − = −     
     

что устанавливает первое из равенств (16).
Если мы используем точку t⁎⁎ и положим, учитывая (18),

1/: ( / ) ,mx t q p∗ ∗∗= −

то, действуя, как и выше (см. (23), (24)), из (17) и (22) получаем второе из равенств (16). Кроме то-
го, используя (20), (22) и (17), аналогично вышеприведенным выкладкам имеем

/
– – –, ,

n mn m
mn m n m n mp m q pmt q x t

q n p n

−

∗∗ ∗ ∗∗
   

= − ⋅ = − = −   
   

что устанавливает первое из равенств (16). Приведенные наблюдения доказывают теорему 4.
Четно-четные уравнения. Пусть в уравнении 

 0    ( 0, 0, 0)n mx px q n m p q+ + = > > ≠ ≠  (25)

n и m – четные числа. Очевидно, что при p > 0, q > 0 это уравнение действительных корней не 
имеет.

Если p < 0, q < 0, то подстановка 1/   ( )( / ) 0mx t q p t= ≠  приводит уравнение (25) к равенству
/

( ) : 0,
1

n mn

m
t pf t q

qt
 

= = − > +  
которое влечет существование двух действительных решений. Более сложная ситуация возника-
ет, когда p и q имеют разные знаки.

Те о р е м а  5. Пусть в уравнении (25) n и m – четные числа, и p и q имеют разные знаки. 
Тогда при выполнении неравенства

/ /n m n mp n m nq
q m n m

  −  − >   −  
уравнение (25) имеет четыре действительных решения, два из которых отрицательны, а два – 
положительны.

При условии
/ /

0
n m n mp n m nq

q m n m
  −  < − <   −  

уравнение (25) действительных корней не имеет.
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Если
/

0,
n m

pq
q

 
− < 

 

то уравнение (25) имеет два действительных корня.
Если имеет место равенство

/ /n m n mp n m nq
q m n m

  −  − =   −  

(заметим, что в этом случае должно быть p < 0, q > 0), то уравнение (25) имеет два кратных 
корня 1 2 2 1., ;x x x x= −  Кратность каждого корня xi (i = 1,2) равна двум, и выполняются равен-
ства

 
, 1,2( ),n m n

i i
pm qmx x i
n n m

− = − = =
−  

(26)

т. е., так как (n – m), n – четные числа,
1/( ) 1/ 1/( ) 1/

1 2,     .
n m n n m npm qm pm qmx x

n n m n n m

− −
       = − = = − − = −       − −       

Во всех случаях корни задаются решениями определяющего уравнения
/

1

n mn

m
t pq

qt
 

= − −  

и подстановкой
1/( / ) 0 .( )mx t q p t= − ≠

Д о к а з а т е л ь с т в о. В рассматриваемом случае подстановка

 
1/ )( / ) ( 0mx t q p t= − ≠  (27)

приводит к равенству

 

/

1
.( ) :

n mn

m
t pf t q

qt
 

= = − −    
(28)

Так как n, m – четные числа, то определяющая функция f – четная: ( )( ) ( ) .f t f t= −
Так как

1

2
( )( )
( 1)

[ ]n m

m
t n m t nf t

t

− − −′ =
−

и (n − 1) – нечетное число, а m – четное число, то у функции f точка 0 является локальным макси-
мумом f(0) = 0 (точка 0 по условиям рассматриваемой задачи нас не интересует) и имеется два 
локальных минимума в точках

 
1 2 1

1/ 1/

1,     1.
m mn nt t t

n m n m∗ ∗ ∗
   = > = − = − < −   − −     

(29)

Значения f в этих точках совпадают:

 
( ) ( )

/

*1 *2 *1 *2 0.
n m

n nn m n n m n mf t f t t t
m n m m m
− − − = = = = > −   

(30)

Для иллюстрации приведем график определяющей функции 
4

2( )
1

tf t
t

=
−

 (рис. 5). 
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Рис. 5. График функции 
4

2( )
1

tf t
t

=
−

Fig. 5. Graph of function 
4

2( )
1

tf t
t

=
−

Проверка равенств (26) осуществляется тем же рассуждением, что и проверка соответству-
ющих равенств в доказательстве теоремы 4 с использованием равенств (27), (28), (29), (30). Эти 
наблюдения доказывают теорему 5.

2. Аналитическая связь между модулем и аргументом комплексных корней трехчлен-
ных алгебраических уравнений. Так как комплексные корни полиномов с действительными 
коэффициентами образуют комплексно-сопряженные пары, то важным является вычисление мо-
дулей и аргументов хотя бы для некоторых из них. В данном разделе мы устанавливаем явную 
аналитическую зависимость между модулем и аргументом всех комплексных корней трехчлен-
ных алгебраических уравнений произвольной степени с действительными коэффициентами. 
Нетривиальным фактом является то, что эта связь не зависит от коэффициента p.

Те о р е м а  7.  Пусть (cos sin )x r i∗ = ϕ + ϕ ∈  – корень уравнения с действительными коэф-
фициентами

 .(0    , 0 0),n mx px q n m p q+ + = > ≠ ≠  (31)

Тогда

 ( )
sin .

sin ( )
n q mr

n m
ϕ

=
− ϕ  

(32)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставляя число (cos sin )x r i∗ = ϕ + ϕ  в уравнение (31), получим

cos sin cos si( n ) 0( ) .n mr n i n pr m i m qϕ + ϕ + ϕ + ϕ + =

Выделяя действительную и мнимую составляющие левой части данного уравнения и приравни-
вая их к нулю, получим эквивалентную систему уравнений

 cos cos 0;n mr n pr m qϕ + ϕ + =  (33)

 sin sin 0.n mr n pr mϕ + ϕ =  (34)

Из уравнения (34) выражаем sin / sinn mp r n m−= − ϕ ϕ  и подставляем в уравнение (33):
sincos cos 0,

sin

n m
n mr nr n r m q

m

− ϕ
ϕ − ϕ + =

ϕ
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что преобразуется к виду

sin cos cos sin sin( ) sin ,
sin

n nm n m nr q r m n q m
m

 ϕ ϕ− ϕ ϕ
= − ⇔ ϕ− ϕ = − ϕ ϕ 

откуда окончательно получаем

( )
sin .

sin ( )
n q mr

n m
ϕ

=
− ϕ

Доказательство завершено.
3. Кратный корень определяет все. В заключение отметим полезное простое наблюдение, 

касающееся кратных корней произвольных (т. е. комплексных) триномиальных уравнений: крат-
ный корень такого уравнения однозначно определяет само уравнение (для любых заданных m 
и n) и, соответственно, задает все (вещественные и комплексные) корни этого уравнения. Имеет 
место следующее 

Предложение. Пусть *x ∈  – корень кратности 2 трехчленного алгебраического уравнения 

0 ,0    ( , 0, 0).,n mx px q n m pp qq+ + = > > ≠ ≠∈

Тогда 

 
– ,     .n m nn n mp x q x

m m∗ ∗
−

= − =
 

(35)

Корней кратности большей, чем 2, у триномиальных уравнений не бывает.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Корень *x ∈  кратности 2 является нулем исходного многочлена и его 

производной, т. е. удовлетворяет системе уравнений

–1 –1

0,

0.

n m

n m

x p x q

n x p m x
∗ ∗

∗ ∗

 + + =


+ =

Отсюда вытекают формулы (35). 
Если же мы предположим, что x⁎ является корнем как минимум кратности 3, то он должен 

быть нулем исходного многочлена, его первой производной и второй производной, т. е. должен 
удовлетворять системе уравнений

–1 –1

–2 –2

0,

0,

( 1) ( 1) 0.

n m

n m

n m

x p x q

n x p m x

n n x p m m x

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

 + + =
 + =
 − + − =

Однако данная система несовместна (из первых двух уравнений вытекают формулы (35), первая 
из которых противоречит третьему уравнению). 
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