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ФУНКЦИЙ РАЦИОНАЛЬНЫМ ИНТЕГРАЛЬНЫМ ОПЕРАТОРОМ 

ФУРЬЕ – ЧЕБЫШЁВА

Аннотация. Решается задача нахождения новых оценок равномерных приближений рациональным интеграль-
ным оператором Фурье – Чебышёва на классах функций Маркова; функций со степенной особенностью; сопря-
женных функций с плотностью, имеющей степенную особенность; сингулярных интегралов с ядром Коши, весом 
Чебышёва второго рода и плотностью, имеющей степенную особенность. В ряде случаев найденные оценки имеют 
более высокий порядок убывания в сравнении с уже известными ранее соответствующими результатами. 
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Abstract. The problem of finding new estimates of uniform approximations by the Fourier – Chebyshev rational integral 
operator on classes of Markov functions, functions with a power singularity, conjugate functions with a density having a po-
wer singularity, and singular integrals with a Cauchy kernel, Chebyshev weight of the second kind and density having a power 
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corresponding results. 
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Введение. В 1979 г. Е. А. Ровба [1] построил интегральный оператор на отрезке [–1,1], ассо-
циированный с системой рациональных функций Чебышёва – Маркова, который является есте-
ственным обобщением частичных сумм полиномиального ряда Фурье – Чебышёва. Он получил 
название рационального интегрального оператора Фурье – Чебышёва. Образом введенного опе-
ратора является рациональная функция вида
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где параметры ,   1,2, , ,ka k n= …  либо являются действительными и | | 1,ka <  либо попарно комплекс-
но сопряженными и выбираются заранее специальным образом соответственно решаемой задаче. 

Введенный рациональный интегральный оператор нашел широкое применение при решении 
задач рациональной аппроксимации как с фиксированным количеством геометрически различ-
ных полюсов, так и с произвольным количеством полюсов на некоторых классах непрерывных 
на отрезке [–1,1] функций [2–6]. При этом нередко интегральные представления соответствую-
щих мажорант равномерных приближений содержат интегралы следующего вида:
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где 1 2( , , , )nB = β β … β  – набор параметров подынтегральной функции, g(u) – непрерывная на от-
резке [0,1] функция.

Интегралы предполагаются существующими при любых значениях входящих в них параме-
тров. Вычисление в явном виде таких интегралов представляет собой определенные трудности. 
Отсюда естественным образом возникает задача получения оценок интегралов In(B). В случае, 
когда среди параметров , 1,2, , , k k nβ = …  не более m различных, задача решена в приведенных 
выше работах. Для этого широко применялся метод Лапласа [7, 8] исследования асимптоти-
ческого поведения интегралов. В случае, когда нет ограничений на количество геометрически 
различных параметров , 1,2, , , k k nβ = …  интегральные представления (1) исследованы, на наш 
взгляд, недостаточно. 

В работе [9] (см. также [10]) была доказана 
Те о р е м а  1  [9]. Для любых α > 0 и n∈  существует произведение πn(u) с нулями лишь на 

(0,1] такое, что 

 ,    ( ) ( )e 0 ,  1n
nu u uα -π απ ≤ ν α ≤ ≤  (2)

где ν(α) – некоторая положительная величина, не зависящая от n, но зависящая от α.
Теорема 1 нашла широкое применение при решении различных аппроксимационных задач. 

Поскольку подынтегральная функция интеграла (1) содержит произведение πn(u), то представля-
ет интерес исследование мажоранты интеграла (1) с использованием оценки (2). 

Целью настоящей работы является получение оценок равномерных приближений рациональ-
ным интегральным оператором Фурье – Чебышёва на некоторых классах непрерывных функций 
на отрезке [–1,1] путем нахождения мажоранты интегралов In(B) без ограничений на количество 
геометрически различных параметров , 1,2, , .k k nβ = …

Оценка интеграла In(B). Установим оценку сверху интеграла In(B). Отметим, что для суще-
ствования интеграла (1) и интеграла справа в последней оценке при любых значениях параметра 

(0, )s ∈ +∞  будем полагать, что 1( ) ~ (1 ) (1)pg u u g-  при u → 1, где p = [s/2] – целая часть числа s/2, 
1| ( ) | .g u M≤

Те о р е м а  2. Существует такой набор параметров ,   1,2, , ,k k nβ = …  что при любом 
(0, )s ∈ +∞  для интеграла In(B) имеет место оценка сверху
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где ν(s) – величина из оценки (2).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Интеграл (1) представим в виде
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где r = r(n) – некоторая положительная величина, зависящая от n. Ее явное представление будет 
установлено ниже. Воспользовавшись оценкой (2), из последнего представления находим, что
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Используя представление функции 1( ) (1 ) ( ),pg u u g u= -  приходим к оценке
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Интеграл в оценке справа вычисляется в явном виде
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где Γ(·) – гамма-функция Эйлера.
Будем полагать, что r = s – ρn, где ρn → + 0 при n → ∞. В этом случае последнее соотношение 

после несложных преобразований и асимптотических разложений примет вид
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Из известного свойства гамма-функции ( ) (1 ) / sinn n nΓ ρ Γ - ρ = π πρ  и таких же асимптотических 
разложений получим

1( ) (1),      0,n n
n

OΓ ρ = + ρ → +
ρ

причем второстепенный член асимптотического разложения неотрицательный. С учетом по-
следнего асимптотического равенства оценка (4) примет вид
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Следовательно, оптимальный параметр ρn удовлетворяет квадратному уравнению
2 2 4 4 0,      0.n n nn sπ ρ + ρ - = ρ >

Отсюда находим, что
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Учитывая асимптотическое разложение с оптимальным параметром n
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( ) ,e e      12 ,nn s ns O n
n

∗-π -ρ -π   = + → ∞  
  

из неравенства (5) придем к оценке (3). Теорема 2 доказана.
Отметим, что при решении задач рациональной аппроксимации в [11, 12] также возникала не-

обходимость оценки сверху интеграла, схожего с интегралом (1), с применением неравенства (2). 
При этом использовался прием, где .1n n∗ρ =  По-видимому, такой выбор не влияет на порядок 
оценки, а лишь на константу в оценке (3).

В последующих разделах нашей работы применим результаты теоремы 2 для получения оце-
нок равномерных рациональных приближений интегральным оператором Фурье – Чебышёва на 
некоторых классах непрерывных на отрезке [–1,1] функций.

Аппроксимации функций Маркова. В работе [2] исследовались аппроксимации на отрезке 
[–1,1] рациональным интегральным оператором Фурье – Чебышёва ( , )ns ⋅ ⋅  с набором параметров 

1 2( , , , ),  [0,1 ), 1,2, , , n kA k n= α α … α α ∈ = …  функции Маркова
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В частности, когда мера удовлетворяет условию 

 supp [1, ],      ( ) ( 1) ,      [1, ],a d t t dt t agm = m - ∈  (6)

для равномерных приближений
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установлена оценка

 

2 1
1

2
10

1( ) 2 ,      ,      (0,1 ].
1(1 )(1 )

D n k k
n k

k kk

u uA du D
uu u

g-
+g

g
=

β - - α
ε ≤ β = ∈

β + + α+ -
∏∫

 
(7)

Интеграл справа представляет собой интеграл из теоремы 2 при s = 2γ с M = 1. Отсюда следует
Те о р е м а  3. Для равномерных рациональных приближений на отрезке [–1,1] функций Мар-

кова с мерой, удовлетворяющей условию (6), существует такой набор параметров A* для рацио-
нального интегрального оператора Фурье – Чебышёва, что справедлива оценка сверху
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где ν(s) – величина из оценки (2).
Известно [13, 14], что функция ( ) (1 ) ,   [ 1,1 ],f x x xg

g = - ∈ -  представляется в виде

sin ˆ(1 ) ( ) ( ),x x g zg πg
- = - m +

π

где ˆ ( )xm  – функция Маркова, удовлетворяющая условию теоремы 3, g(z) – голоморфная в круге 
радиуса a > 1 с центром в начале координат функция. На основании последнего представления 
и результата, содержащегося в теореме 3, получим

С л е д с т в и е. Для равномерных приближений функции fγ(x) на отрезке [–1,1] существует 
такой набор параметров A* для рационального интегрального оператора Фурье – Чебышёва, 
что справедлива оценка сверху
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Интересно сравнить оценку, установленную в теореме 3, с порядковой оценкой наилучших 
равномерных рациональных приближений функций Маркова, удовлетворяющей условию (6), на 
отрезке [–1,1], установленную в [14]:

2ˆ( , [ 1,1 ]) e ,     .n
nR n- π gm - → ∞

Укажем также на результат работы [15], содержащий двухстороннюю оценку наилуч-
ших равномерных рациональных приближений функции Маркова, удовлетворяющей усло-
вию (6), на отрезке [–1,1] частичными суммами рядов Фурье по системе рациональных функций 
Джрбашяна – Китбаляна [16]:

2
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где c1, c2 – некоторые положительные величины, не зависящие от n.
Отметим работу [17], в которой исследованы наилучшие равномерные рациональные при-

ближения четного и нечетного продолжения функций со степенной особенностью при помощи 
функций Маркова.

Аппроксимации сопряженных функций. В [3] исследовались аппроксимации сопряжен-
ных функций на отрезке [–1,1] 
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Здесь интеграл понимается в смысле главного значения по Коши и для его существования доста-
точно, чтобы плотность f(t) удовлетворяла условию Липшица любого порядка. Для решения за-
дач аппроксимации на классах сопряженных на отрезке [–1,1] функций на основании рациональ-
ного интегрального оператора Фурье – Чебышёва был введен соответствующий сопряженный 
оператор 

2 1

21

1 ( , )ˆ ( , ) ,      ( 1,1 ).
( ) 1

n
n

x s f t dts f x x
t x t-

-
= ∈ -

π - -
∫

В случае, когда плотность сопряженной функции представляется в виде ( ) (1 ) ,f x x g
g = -  
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Из последнего интегрального представления естественным образом следует, что для равно-
мерных приближений

[ 1, 1]ˆˆ ,ˆ( , ) || ( ) ( , ) ||     ,  n n Cf A f x s nf xg g g -ε = - ∈

справедлива следующая оценка сверху:
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Выполнив в интеграле справа замену переменного интегрирования по формуле (1 ) / (1 ),t u u= - +  
22 / (1 ) ,dt du u= - +  получим
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Интеграл справа представляет собой интеграл из теоремы 2 при s = 2γ. Отсюда следует
Те о р е м а  4. Для равномерных рациональных приближений сопряженной функции на отрез-

ке [–1,1] с плотностью fγ(x) существует такой набор параметров A* для сопряженного рацио-
нального интегрального оператора Фурье – Чебышёва, что справедлива оценка сверху

1
2 22 | sin |ˆ ( , ) ( ) e ,      ,12 1n

n f A n O n
n

g+
-π g∗

g
  + 

πg
ε ≤ ν g → ∞

g 
  

где ν(2γ) – величина из оценки (2).
Из теоремы 4 и следствия приходим к равенству мажорант соответственно равномерных ра-

циональных приближений функции fγ(x) и сопряженной функции с плотностью fγ(x):
* * * *ˆ( , ) ( , ),      .n nf A f A ng gε = ε ∈

Рациональные аппроксимации функций со степенной особенностью. Пусть на отрез-
ке [–1,1] задана функция . ( ) | | , (0, ) \s

sf x x s= ∈ +∞   Исследуем ее приближения рациональным 
интегральным оператором Фурье – Чебышёва при произвольном выборе полюсов. Введем сле-
дующие обозначения:

2 2( , , ) | | (| | , ),      [ 1,1 ],s s
n s nf x A x s x xε = - ⋅ ∈ -

2 2
[ 1,1 ]

( , ) | | (| | , ) ,      ,s s
n s n

C
f A x s x n

-
ε = - ⋅ ∈

где { }1 2 2, , , nA z z z= …  представляет собой множество параметров аппроксимирующей рацио-
нальной функции, заданных следующим образом:

,      [0,1),      1,2, , ,      ,k k k k n kz i k n += α α ∈ = … α = -α

1 2 0,      ,      ,
2r
sr n r α = α = … = α = = >  

где символ [·] обозначает целую часть числа.
Решение задачи нахождения оценки сверху равномерных приближений 2 ( , )n sf Aε  содержит-

ся в [4]. В нашей работе предложим несколько иной подход. С этой целью заметим, что для рав-
номерных приближений в [4] было найдено соотношение

11
2

10 2 2

2 1( , ) sin ,      ,
2 1

(1 )

rs m k
n s s

kk

s u u uf A du n
u u

u

-

=

π - β - ε ≤ ∈ π + β + 
-

∏∫ 

где
2

2
1 ,      ,      ,      .
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r k

k
r k

sn m r n r r+

+

- α  β = = + > =  + α  

Интеграл справа в последней оценке представляет собой интеграл из теоремы 2. Отсюда следует
Те о р е м а  5. Для равномерных рациональных приближений функции fs(x) на отрезке [–1,1] 

существует такой набор параметров A* для рационального интегрального оператора Фурье – 
Чебышёва, что справедлива оценка сверху

 
2

2( , ) sin ( ) e , ,1   1    
2

sn
n s

sf A s
n

n O n
s

∗ -ππ
ε

  +  ≤
 

ν → ∞
  

(8)

где ν(s) – величина из оценки (2).
Отметим, что отличительной особенностью оценки, полученной в теореме 5, в сравнении 

с соответствующей оценкой, найденной в работе [4]:
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 3 22 ( , ) ( ) e ,      ,
sn

n sf A c s n n
π

-∗ε ≤ → ∞  (9)

является более высокий порядок малости. Вместе с тем в оценке (8) неизвестно явное представ-
ление параметров аппроксимирующей рациональной функции, при которой она достигается, 
тогда как оценка (9) достигается для некоторой модификации параметров, введенных в [18], 
а именно параметров , 1,2, , , k k n∗α = …  для каждого фиксированного ,n∈  удовлетворяющих 
следующим условиям:

1 2 0,      ,
2r
sr∗ ∗ ∗  α = α = … = α = =   

 

2
2

2
1 ,      e ,      1,2, , ,      .
1

k
k sm

r k k
k

k m n m r
π

-
∗ ∗

+
-β

α = β = = … = +
+ β  

(10)

Интересно сравнить оценку (8) с асимптотической оценкой наилучших равномерных рацио-
нальных приближений функции | | , (0, ) \ , sx s ∈ +∞   на отрезке [–1,1], установленную в [19]:

( )
1

2, (| | ,[ 1,1 ]) 4 sin e 1 (1) ,      ,
2

s
s sn

n n
sR x o n

+ -ππ
- = + → ∞

где , (| | ,[ 1,1 ])s
n nR x -  – наилучшие равномерные рациональные приближения функции | |sx  на 

отрезке [–1,1].
В [20, с. 96] содержится соотношение, выражающее зависимость между наилучшими равно-

мерными полиномиальными приближениями исследуемых функций:

( )2
2

1(| | ,[ 1,1 ]) (1 ) ,[ 1,1 ] .
2

n nE x E xg g
g- = - -

Рассуждая аналогичным образом и исходя из оценки равномерных рациональных приближений 
функции ( ) (1 )f x x g

g = -  на отрезке [–1,1], содержащейся в следствии, можно получить оцен-
ку (8). Действительно, 

2 ( , ) ( , ) sin ( ) e ,           ,
2

1 2 11 2 ,
2

sn
n s n O s

n
sf A f A s n n

s
∗ ∗ ∗ ∗ -π

ggε
  + = g  

 

π
= ε =

 
ν → ∞

где ( , )n A∗ ∗ε ⋅  – мажоранты равномерных рациональных приближений соответствующих функций.
Аппроксимации сингулярных интегралов с ядром Коши и весом Чебышёва второго ро-

да. Будем рассматривать сингулярные интегралы вида

 

1
2

1

( )( ) 1 ,      [ 1,1 ],f tf x t dt x
t x-

= - ∈ -
-∫

 
(11)

понимаемые в смысле главного значения по Коши, где плотность f(t) удовлетворяет условию 
Липшица любого порядка. Исследуем равномерную рациональную аппроксимацию этих функ-
ций на отрезке [–1,1] рациональными интегральными операторами Фурье – Чебышёва в случае, 
когда плотность ( ) | | ,   (0, ) \ .s

sf x x s= ∈ +∞   Положим

2 1 2 1 [ 1,1 ]( , ) || ( ) ( , ) || ,      ,n s s n s Cf A f x s f x n- - -ε = - ∈  



где 
1

2

1

| |( ) 1 ,      [ 1,1 ],
s

s
tf x t dt x

t x-
= - ∈ -

-∫

1 2 2 1( , , , )nA z z z -= …  – набор параметров аппроксимирующей рациональной функции, заданных 
следующим образом:
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2 1,     [0,1),     1,2, , 1,     ,     0,k k k k n k nz i k n z+ -= α α ∈ = … - α = -α =

1 2 0,     ,     .
2r
sr n r α = α = … = α = = >  

Известно [5, 6], что для равномерных приближений 2 1( , )n sf A-ε   имеет место оценка
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Интеграл в правой части последней оценки удовлетворяет условиям теоремы 2. Следовательно, 
имеет место

Те о р е м а  6. Для равномерных рациональных приближений сингулярного интеграла (11) 
с плотностью fs(x) на отрезке [–1,1] существует такой набор параметров A* для рационального 
интегрального оператора Фурье – Чебышёва, что справедлива оценка сверху

 
2 1( , ) si 1n ( ) e ,      ,

2
2 1sn

n s
sf A s n n

s
O

n
∗ -π

-
 π  +ε  



π
≤ ν 

 
→ ∞

 
(12)

где ν(s) – величина из оценки (2).
Отметим, что в работе [6] также исследовались равномерные рациональные аппроксимации 

сингулярного интеграла (11) с плотностью fs(x) на отрезке [–1,1] рациональным интегральным 
оператором Фурье – Чебышёва с произвольным количеством полюсов. С использованием пара-
метров аппроксимирующей рациональной функции вида (10) была установлена оценка сверху

22 1 4( , ) ( ) e ,      .
sn

n sf A c s n n
π

-∗
-ε ≤ → ∞

Она уступает по скорости оценке, полученной в теореме 6, являясь менее точной. Вместе с тем, 
в отличие от последней оценки, явный вид параметров аппроксимирующей рациональной функ-
ции, при которых достигается оценка (12), неизвестен.

Заключение. Исследованы равномерные приближения рациональным интегральным опе-
ратором Фурье – Чебышёва на некоторых классах непрерывных на отрезке [–1,1] функций. 
Воспользовавшись тем фактом, что мажоранты равномерных приближений в ряде случаев со-
держат схожий интеграл, зависящий от параметров аппроксимирующей рациональной функ-
ции, была найдена его оценка методами, опирающимися на результаты [9, 10]. В дополнение 
уже известных соотношений были найдены новые оценки равномерных рациональных при-
ближений на классах функций Маркова; функций со степенной особенностью; сопряженных 
функций с плотностью, имеющей степенную особенность; сингулярных интегралов с ядром 
Коши, весом Чебышёва второго рода и плотностью, имеющей степенную особенность. В ря-
де случаев найденные оценки имеют больший порядок убывания в сравнении с полученными 
 ранее.
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