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Аннотация. Получено приближенное аналитическое выражение для топологической перколяционной констан-
ты, характеризующей наиболее общие топологические свойства фракталов, прежде всего такие, как связность вбли-
зи порога перколяции.
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Abstract. In this paper, we obtain an approximate analytical expression for the topological percolation constant, which 
characterizes the most general topological properties of fractals, primarily such as connectivity near the percolation threshold.
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Теория перколяции описывает геометрический фазовый переход в разупорядоченных систе-
мах [1] и фактически является дополнением фрактальной геометрии при описании многих про-
цессов в реальных системах [2]. Такие системы гетерогенны и, как правило, состоят из элемен-
тов с принципиально разными свойствами. Например, это может быть смесь из диэлектрических 
и металлических шариков. При добавлении к диэлектрическим шарикам металлических, при 
определенной концентрации последних, в системе возникает макроскопическая электрическая 
проводимость. Теория перколяции описывает возникновение макроскопической проводимости 
в такой системе. Перколяционный кластер (ПК) является наиболее интересным объектом. Это 
кластер, который объединяет в себе только узлы одного сорта (например, только металлические 
шары), так что с любого узла ПК можно уйти на бесконечность, двигаясь только по узлам данно-
го кластера. Перколяционный кластер обладает целым набором фрактальных свойств [3]. У него 
можно выделить несколько подсистем, главные из которых – скелет и поверхность [4]. Удаление 
узлов скелета приводит к разрыву макроскопической связности. Поверхность перколяционного 
кластера – это совокупность узлов кластера, рядом с которыми находятся узлы другого сорта.

Для целого ряда задач, описываемых теорией перколяции, обнаружены фрактальные объ-
екты, фрактальная размерность которых близка к величине 4/3. Так, например, для двумерной 
решеточной задачи узлов фрактальная размерность доступной поверхности двумерного ПК 
Dext  =  4/3 [5]. Для другого близкого класса задач двумерной инвазивной перколяции, которая 
описывает фронт просачивающейся жидкости в пористом теле, фрактальная размерность по-
верхности инвазивного ПК Dg ≈ 1,37 [6], что тоже согласуется с величиной 4/3. 
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Переход золь-гель для полимеров описывается с помощью перколяционных моделей [7], 
а формирующиеся случайные рельефы для поверхности и формы длинных полимерных моле-
кул – с помощью методологии случайных блужданий [8, 9]. Наиболее точно это делает модель 
случайных блужданий без самопересечений. Фрактальная размерность траектории случайных 
блужданий без самопересечений в двумерном пространстве равна 4/3 [10]. Эта же фрактальная 
размерность и перколяционные модели возникают в задачах формирования пятен в фотосфе-
ре Солнца, описания цветных шумов в солнечном ветре, описания перехода в сверхпроводящее 
состояние (дробное уравнение Гинзбурга – Ландау) [11], роста сетей метро в мегаполисах [12] 
и ряда других.

Все эти объекты связаны через фундаментальные топологические свойства перколяцион-
ных систем и их фрактальности, понимание которых появилось совсем недавно. Речь идет об 
описании новых качеств фрактального перколяционного кластера и связанной с этим гипотезе 
Александера – Орбаха [13, 14].

Вблизи порога перколяции протекание происходит по фрактальному множеству (перколяци-
онному кластеру), геометрия которого определяется исключительно законами критичности [11, 
15]. Это условие критичности приводит к независимости геометрических характеристик фракта-
ла от микроскопических свойств среды на мелких масштабах. Данное явление интерпретирует-
ся как универсальность фрактальной геометрии перколирующих множеств на пороге протека-
ния. Наиболее яркая математическая формулировка этого свойства универсальности известна 
как гипотеза Александера – Орбаха [14, 15]. Это гипотеза о равенстве спектральной размерности 
фрактального множества (т. е. эффективного числа внутренних степеней свободы данного мно-
жества) 4/3 в точке перколяционного перехода во всех объемлющих целых размерностях про-
странства d не ниже 2 [13–15].

Гипотеза Александера – Орбаха была доказана в пространствах размерности больше 6 с по-
мощью теории среднего поля. Но в объемлющих пространствах с размерностью от 2 до 5 ее дока-
зательство столкнулось с трудностями. Прогресс в понимании проблемы был достигнут благо-
даря построению топологической теории фрактальных множеств [11, 16] и связан с трудами рос-
сийского ученого А. В. Милованова (Институт космических исследований РАН, Москва, Россия). 

Ключевым моментом, позволившим продвинуться в решении проблемы, стало соединение 
фрактальной геометрии и дифференциальной топологии. Благодаря этому были созданы новые 
математические объекты, такие как дробное евклидово пространство и фрактальное многообра-
зие. Оказалось, что перколирующие фрактальные структуры представляют собой то, что мож-
но назвать дробным шаром. Это подразумевает существование диффеоморфного отображения. 
На пороге протекания спектральная размерность такого дробного шара минимальна. При этом 
должно выполняться условие связности, т.  е. целостности шара как топологического объекта. 
Спектральная размерность такого шара Cf должна быть достаточно низкой.

В работе [16] доказывается теорема об универсальном значении. Согласно этой теореме, 
спектральная размерность стягиваемого фрактального множества на пороге перколяции равна 
Cf ≈ 1,327… для размерностей пространства 2 ≤ d ≤ 5. В данном случае множество называется 
стягиваемым, если прямое отображение множества самое на себя гомотопно отображению этого 
множества, переводящего его в точку [17]. Данное уcловие стягиваемости эквивалентно условию 
отсутствия петель (самопересечений) при построении деревьев Кэли в теории среднего поля или 
отсутствию самопересечений перколяционного кластера в задачах перколяции на решетках Бете. 

В очень важной для данного вопроса работе [16] показано, что константа Cf определяется как 
наименьшее из двух возможных решений трансцендентного уравнения: 
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C
π

= π
Γ + 	

(1)

Здесь Γ обозначает гамма-функцию Эйлера. Доказанная в [16] теорема об универсальном значе-
нии позволяет рассматривать параметр Cf как фундаментальную топологическую константу, ха-
рактеризующую геометрию перколяционного кластера и перколяционного перехода в простран-
ствах с низкой размерностью 2 ≤ d ≤ 5 [11].
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Числовая величина константы Cf имеет фундаментальный математический смысл [11, 16]. 
Это минимальное дробное число степеней свободы, необходимое частице для достижения бес-
конечно удаленной точки при случайных блужданиях в евклидовом пространстве. В работах [8, 
18, 19] число Cf названо постоянной протекания. Фактически это новая фундаментальная кон-
станта, характеризующая наиболее общие топологические свойства фракталов, прежде всего 
такие, как связность в окрестности особой точки  – порога перколяции. Константа Cf немного 
меньше величины 4/3. Поэтому можно сказать, что топологическая теория фракталов опровер-
гает гипотезу Александера – Орбаха в пространствах размерности 2 ≤ d ≤ 5. Очень интересно 
отметить, что небольшое отклонение величины Cf  ≈ 1,327... от 4/3 (Δ ≈ 0,006) обеспечивает схо-
димость ренорм-группового разложения термодинамических величин в точке перколяционного 
перехода [11].

Ввиду большого значения новой топологической перколяционной константы для широкого 
круга задач представляет интерес найти не только ее числовое значение, но и получить для нее 
хотя бы приближенное аналитическое выражение на основе рассмотрения уравнения (1).

Численное решение уравнения (1) с точностью до 7 знаков после запятой дает величину

	 1,3265102(8),fC ≈ 	  (2)

так что Δ = 4/3 − Cf ≈ 0,0068230(5). Значение Cf в уравнении (2) будем использовать как реперную 
точку.

Преобразуем уравнение (1) с помощью рекуррентных соотношений для гамма-функции:

	
/2 12 ( / 2).fC

fC-π = Γ 	  (3)

Ключевым моментом приближенного решения является известное нам малое отличие пер-
коляционной константы Cf от 4/3. Можно попытаться ввести малый параметр x = Cf − 4/3, по-
строить разложение Тейлора по этому параметру и разрешить алгебраическое уравнение более 
высокого порядка относительно х. Оказалось, что ряд Тейлора сходится крайне медленно для 
данного уравнения (1). Такой подход контрпродуктивен. Воспользуемся фактом медленного из-
менения гамма-функции в окрестности точки 2/3. Тогда может быть справедливо следующее ну-
левое приближение:

	
/2 12 (2 / 3).fC -π ≈ Γ 	 (4)

Преобразуя уравнение (4), получаем следующее выражение для перколяционной константы: 

	
,0

22log .
2 3fC π
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   	

 (5)

Числовое значение константы в нулевом приближении равно

	
3

,0 0 ,01,3186206(2),      7,88 10 .f f fC C C -≈ ∆ = - ≈ ⋅ 	  (6)

Дальнейшая подстановка выражения (5) в (3) может улучшить аналитическую оценку. При этом 
дополнительно разложим гамма-функцию в ряд по малому параметру x и учтем только первое 
линейное слагаемое:
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или с учетом определения дигамма-функции (0) (2 / 3) :ψ
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В результате решения уравнения (8) получаем следующую поправку к выражению (5):
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Наконец, дигамма-функция от 2/3 может быть вычислена точно:

	
(0) 3(2 / 3) ln3.

22 3
π
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(10)

Здесь γ = 0,5772156649… – постоянная Эйлера. Тогда окончательно имеем приближенное анали-
тическое выражение для топологической перколяционной константы:
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где сомножитель f имеет вид
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Выражение (11) дает числовое значение

	 ,1 1,32538,fC ≈ 	  (13)

отличающееся от численного решения (2) трансцендентного уравнения (1) на величину порядка 
∆1 = Сf,1 – Cf ≈ 1,1 · 10–3. Интересно отметить, что топологическая перколяционная константа ока-
залась связанной с постоянной Эйлера.
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