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Аннотация. Исследуются трехмерные разрешимые группы Ли с точки зрения обобщенной эрмитовой геоме-
трии. Соответствующие трехмерные разрешимые алгебры Ли впервые были классифицированы Г. М. Мубаракзя
новым в 1963 г. Используя классификацию в несколько иных обозначениях, мы строим базовые левоинвариантные 
метрические f-структуры ранга 2 на всех трехмерных разрешимых группах Ли, снабженных стандартной левоин-
вариантной римановой метрикой. Доказано, что все рассмотренные f-структуры принадлежат одному или несколь-
ким классам обобщенных почти эрмитовых структур. В результате это дает возможность предъявить новые приме-
ры левоинвариантных киллинговых, приближенно келеровых, обобщенных приближенно келеровых и эрмитовых 
f-структур на разрешимых группах Ли. 
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Abstract. In the paper, we investigate three-dimensional solvable Lie groups from the point of view of the genera
lized Hermitian geometry. The corresponding three-dimensional solvable Lie algebras were firstly classified by G. M. Mu
barakzyanov in 1963. Using the classification in somewhat different notations, we construct basic left-invariant metric f-struc-
tures of rank 2 on all three-dimensional solvable Lie groups equipped with the standard left-invariant Riemannian metric. 
It was proved that all the considered f-structures belong to one or several classes of generalized almost Hermitian structures. 
As a result, it gives the opportunity to present new examples of left-invariant Killling, nearly Kähler, generalized nearly 
Kähler and Hermitian f-structures on solvable Lie groups.
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Введение. Среди дифференциально-геометрических структур важными объектами иссле-
дования являются аффинорные структуры на гладких многообразиях, т. е. гладкие тензорные 
поля типа (1,1), реализованные в виде полей эндоморфизмов, действующих в касательном рас-
слоении к многообразию. Различных структур такого вида немало, однако к числу классиче-
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ских и богатых приложениями традиционно относят почти комплексные структуры, структуры 
почти произведения, почти контактные структуры и ряд других. Что касается обобщений упо-
мянутых структур, то с 1960-х гг. значительную роль стали играть f-структуры Кентаро Яно [1]  
( f 3 +  f = 0), которые обобщают почти комплексные и почти контактные структуры и одновре-
менно порождают структуры почти произведения. Вместе с согласованной (псевдо)римановой 
метрикой на многообразии метрические f-структуры включают классы почти эрмитовых 
структур и метрических почти контактных структур, роль которых в дифференциальной 
геометрии и ее многочисленных приложениях чрезвычайно велика. В свою очередь метриче-
ские f-структуры являются важнейшим объектом в обширной концепции обобщенной эрмито-
вой геометрии – области современной дифференциальной геометрии, развиваемой с середины 
1980-х гг. (см., напр., [2–4]).

Что касается дифференциальной геометрии однородных многообразий групп Ли, то иссле-
дования инвариантных структур на таких многообразиях продолжают оставаться актуальными 
в связи с рядом задач дифференциальной геометрии, теории гамильтоновых систем, теоретиче-
ской физики. Отметим здесь значительную роль исследований, относящихся к теории обобщен-
ных симметрических пространств (в частности, однородных k-симметрических пространств), ос-
новы которой были заложены и развиты в работах геометров Беларуси, России, Великобритании, 
США, Чехии и других стран (см., напр., [5–10]). Особенно эффективным оказалось применение 
метода канонических структур, что позволило в случае естественно редуктивной римановой ме-
трики обнаружить на однородных k-симметрических пространствах обширный класс инвари-
антных f-структур, реализующих основные классы в обобщенной эрмитовой геометрии [11–18].

Отметим далее, что многие важные (в известном смысле модельные) примеры возникают при 
построении и изучении левоинвариантных структур на группах Ли. В силу этого класс нильпо-
тентных групп Ли, включающий группы Гейзенберга и их обобщения, а также более широкий 
класс разрешимых групп Ли являются перспективными и входят в число основных объектов 
исследования однородных многообразий, риманова метрика которых не является естественно 
редуктивной. 

В данной статье основным объектом исследования являются левоинвариантные метрические 
f-структуры на 3-мерных разрешимых группах Ли. С использованием известной классификации 
соответствующих 3-мерных разрешимых алгебр Ли построены все базовые метрические отно-
сительно стандартной римановой метрики f-структуры ранга 2 на указанных группах Ли. Для 
каждой из этих групп Ли вычислена связность Леви-Чивиты данной левоинвариантной римано-
вой метрики, с помощью которой установлена принадлежность построенных левоинвариантных 
метрических f-структур основным классам в обобщенной эрмитовой геометрии.

Заметим, что 3-мерные группы Ли являются объектом интенсивных исследований в одно-
родной римановой геометрии и ее приложениях. В частности, в серии работ на таких группах 
изучаются метрики Эйнштейна, лоренцевы метрики, солитоны Риччи и др. (см., напр., [19–21]). 

1. Метрические f-структуры на гладких многообразиях. Классическими примерами аф-
финорных структур являются почти комплексные структуры 2( ),J J id= -  структуры почти 
произведения 2( )P P id=  и ряд других. В 1960-х гг. К. Яно [1] ввел f-структуры, определяемые 
условием f 3 + f = 0. Было доказано [22], что число dim Imr f=  постоянно для всех точек из M. 
Это число является четным и называется рангом f-структуры, а число dim Ker dimf M r= -  на-
зывают дефектом f-структуры и обозначают def f. Отметим, что частный случай def f = 0 дает 
почти комплексные структуры f  =  J, а случай def  f  =  1 приводит к классу почти контактных 
структур. 

Задание f-структуры на M порождает пару взаимно дополнительных распределений L Im f=  
и M Ker ,f=  которые называют первым и вторым фундаментальными распределениями 
f-структуры соответственно. При этом эндоморфизмы l = –f 2 и m =  id +  f 2 являются взаимно 
дополнительными проекторами на распределения L и M соответственно [23]. Отметим также, 
что ограничение F заданной f-структуры на распределение L задает на нем почти комплексную 
структуру, т. е. F2 = –id. 
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Пусть далее на многообразии M задана риманова метрика , .g =< >  В этом случае f-структу-
ра на (M, g) называется метрической, если , , 0fX Y X fY< > + < > =  для всех гладких векторных 
полей X, Y на M (см., напр., [2, 3]). Для метрического f-многообразия первое L Im f=  и второе 
M Ker f=  фундаментальные распределения взаимно ортогональны. При этом ограничение (F, g) 
метрической f-структуры на L есть почти эрмитова структура, т. е. F2 = –id, F ,F ,X Y X Y< > = < >  
для всех , L.X Y ∈  В частных случаях def f = 0 и def f = 1 получаем почти эрмитовы структуры 
и почти контактные метрические структуры соответственно.

Упомянутые выше почти эрмитовы структуры, метрические почти контактные структуры, 
метрические f-структуры легли в основу широкого научного направления, заложенного рабо-
тами В. Ф. Кириченко в 1980-х гг. Основным объектом здесь стали обобщенные почти эрмито-
вы структуры (GAH-структуры; generalized almost Hermitian structures) произвольного ранга r. 
Такое направление стали называть обобщенной эрмитовой геометрией. Не вдаваясь в детали 
общего определения GAH-структуры ранга r, ограничимся рассмотрением важнейшего частного 
случая GAH-структур ранга 1, т. е. метрических f-структур.

Фундаментальную роль в геометрии GAH-структур (в частности, метрических f-структур) 
играет специальной тензор T типа (2,1), называемый композиционным тензором. Такой тензор 
позволяет задать алгебраическую структуру так называемой присоединенной Q-алгебры в мо-
дуле гладких векторных полей на многообразии M посредством формулы ( , )X Y T X Y∗ =  [3, 4]. 
На основании естественных свойств присоединенной Q-алгебры стало возможным определить 
некоторые классы GAH-структур. Заметим, что для метрических f-структур такой тензор был 
в точности вычислен в работе [3]:

	
( )2

21( , ) ( ) ( ) ,
4 fX f XT X Y f f fY f f Y= ∇ -∇

	
(1)

где ∇ – связность Леви-Чивиты риманова многообразия (M, g), X, Y – гладкие векторные поля на M. 
Приведем здесь некоторые из классов метрических структур, указав для них определяющие 

условия: 
Kf – келерова f-структура: ∇f = 0;
Hf – эрмитова f-структура: ( , ) 0,T X Y =  т. е. X(M) – абелева Q-алгебра;
G1f – f-структура класса G1: ( , ) 0,T X X =  т. е. X(M) – антикоммутативная Q-алгебра;
Killf – киллингова f-структура: ( ) 0;X f X∇ =
NKf  – приближенно келерова f-структура или NKf-структура (nearly Kähler f-structure): 
( ) 0;fX f fX∇ =

GNKf – обобщенная приближенно келерова f-структура или GNKf-структура: ( ( ) ) 0.fXf f fX∇ =
Классы Kf, Hf, G1f были введены (в более общей ситуации) в [2] (см. также [24]). Киллинговы 

f-многообразия Killf впервые введены и описаны в [25, 26]. Класс NKf был введен в [14, 15].
Приведем включения между классами метрических f-структур: 

1K H G ;     K Kill NK GNK .f f f f f f f⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

Следует заметить, что в частном случае f = J получаем соответствующие классы почти эр-
митовых структур, описанных в [27]. Особо следует отметить, что для f = J классы Killf, NKf 
и GNKf дают в точности важнейший и широко известный класс NK приближенно келеровых 
структур (nearly Kähler stuctures). Значительная содержательная информация о классах метриче-
ских f-структур содержится в монографии [4].

2. Инвариантные f-структуры на однородных пространствах и группах Ли. Инвари
антные структуры на однородных многообразиях групп Ли играют особую роль в дифференци-
альной геометрии, поскольку позволяют использовать развитую алгебро-геометрическую тех-
нику групп Ли и алгебр Ли. В частности, в теории почти эрмитовых структур широкий класс 
инвариантных примеров был построен на основе канонической почти комплексной структуры, 
которой обладают однородные пространства, порожденные автоморфизмами групп Ли поряд-
ка 3 (однородные 3-симметрические пространства) [6, 9, 28]. 
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Что касается обобщенной эрмитовой геометрии, то здесь длительный период отсутствовали со-
держательные инвариантные примеры. Ситуация качественно изменилась после обнаружения ши-
рокого запаса канонических структур классического типа на регулярных Φ-пространствах (в част-
ности, на однородных k-симметрических пространствах) [11]. Это позволило предъявить обшир-
ный ресурс примеров метрических f-структур, отмеченных выше классов Hf, NKf и др. [12–15]. 
Более того, в работе [16] были построены инвариантные GAH-структуры произвольного ранга r.

Пусть G/H – однородное редуктивное пространство связной группы Ли G, g = h / m – со-
ответствующее редуктивное разложение алгебры Ли g группы Ли G, где через h обозначена 
подалгебра Ли в g, отвечающая подгруппе Ли H. Здесь линейное подпространство m в g отож-
дествляется, как обычно, с касательным пространством ( / )oT G H  в точке o  =  H. Рассмотрим 
на G/H инвариантную относительно группы G риманову метрику ,g =< >  и инвариантную ме-
трическую f-структуру. Такие структуры полностью определяются своими значениями в точ-
ке o, инвариантными относительно AdG(H). Условимся в связи с этим в дальнейшем не различать 
в обозначениях инвариантные структуры на G/H и их значения в точке o.

Связность Леви-Чивиты инвариантной римановой метрики ,g = < >  на G/H задается форму-
лой [29, c. 187]

	

1[ , ] ( , ),
2

  XY X Y U X Ym
	

(2)

где U – симметрическое билинейное отображение из m × m в m, определяемое из равенства

	 2 ( , ), ,[ , ] [ , ] ,     U X Y Z X Z Y Z X Ym m 	 (3)

для всех X,  Y,  Z c m.
Инвариантная метрическая f-структура на G/H порождает разложение m = m1 / m2, где под-

пространства m1 = Im f и m2 = Ker f полностью определяют первое и второе фундаментальные 
распределения соответственно, причем эти подпространства ортогональны относительно ме-
трики g. В случае естественно редуктивной метрики значительная информация о классах метри-
ческих f-структур получена в работах [12–15, 17, 18, 30].

Значительный интерес представляет ситуация, когда метрика g не является естественно ре-
дуктивной. Такими случаями являются, например, многие группы Ли с левоинвариантными ри-
мановыми метриками. Группу Ли G с действием левыми сдвигами можно рассматривать как 
однородное пространство G/H с тривиальной группой H = {e}. Таким образом, возникает триви-
альное редуктивное разложение g = {0} / g, т. е. m = g, и инвариантная метрическая f-структу-
ра становится левоинвариантной. При этом g = m1 / m2 – соответствующее такой f-структуре 
разложение алгебры Ли g.

Важными классами групп Ли являются нильпотентные и разрешимые группы Ли. Связь 
левоинвариантных f-структур с обобщенной эрмитовой геометрией отражена в серии работ. 
Например, на трехмерной разрешимой группе Ли гиперболических движений плоскости постро-
ена каноническая f-структура, которая принадлежит классу Hf, но не входит в класс NKf  [15]. 
Рассмотрена также серия нильпотентных групп Ли индекса 2. В частности, на 6-мерной обоб-
щенной группе Гейзенберга представлены канонические f-структуры классов NKf и Hf [31], 
а в работе [32] исследованы в этом смысле канонические f-структуры на 5-мерной матричной 
группе Гейзенберга. Широкий класс левоинвариантных эрмитовых f-структур указан на 6-мер-
ных филиформных группах Ли [33]. 

3. Геометрия трехмерных разрешимых групп Ли. Перейдем к построению и исследова-
нию левоинвариантных f-структур на 3-мерных группах Ли. Такие структуры полностью опре-
деляются заданием операторов f на соответствующих алгебрах Ли.

Пусть e1, e2, e3 – базис алгебры Ли. Будем рассматривать на группе Ли левоинвариантную ри-
манову метрику, задаваемую тем условием, что указанный базис является ортонормированным.

Классификация 3-мерных разрешимых алгебр Ли была впервые получена в работе Г. М. Му
баракзянова [34] и затем использовалась во многих других исследованиях. Будем здесь использо-
вать классификацию, следуя обозначениям работы [35].
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Следует отметить, что указанная выше левоинвариантная риманова метрика для трехмер-
ных разрешимых групп Ли не является естественно редуктивной. Поэтому существенным эта-
пом исследования является вычисление связности Леви-Чивиты для каждого из рассмотренных 
ниже классов групп Ли в терминах соответствующих алгебр Ли.

3.1. Связность Леви-Чивиты на трехмерных разрешимых группах Ли. Рассмотрим по-
следовательно все трехмерные разрешимые алгебры Ли, используя их классификацию.

3.1.1. Рассмотрим однопараметрическое семейство попарно неизоморфных алгебр Ли r(3,λ). 
Такие алгебры Ли определяются следующими коммутаторными соотношениями: [e1,  e2] = e2; 
[e1,  e3] = λe3, где λ – параметр.

При значении параметра λ  =  –1 эта алгебра Ли соответствует группе Ли движений в дву-
мерном пространстве Минковского. Если параметр λ = 1, то отвечающая этой алгебре Ли раз-
решимая группа Ли действует просто и транзитивно на вещественном гиперболическом про-
странстве. Наконец, при λ = 0 r(0,3) = R × aff(R), при этом коммутаторные соотношения имеют вид 
[e1,  e2] = e2.

Используя (3) для базисных векторов r(3,λ), можем вычислить:

	

2 3
1 1 1 2 1 3 2 2 1

2 3 3 3 1

( , ) 0,      ( , ) ,      ( , ) ,      ( , ) ,
2 2

.( , ) 0,      ( , )

e eU e e U e e U e e U e e e

U e e U e e e

- -λ
= = = =

= = λ 	

(4)

Представляя векторы X, Y, принадлежащие соответствующей алгебре Ли, в виде Х =
1 1 2 2 3 3X x e x e x e= + +  и 1 1 2 2 3 3,Y y e y e y e= + +  с использованием (2), (4) получим:

1 2 2 3 3 2 2 1 3 3 1( ) .XY e x y x y e x y e x y∇ = + λ - - λ

3.1.2. Далее рассмотрим однопараметрическое семейство попарно неизоморфных алгебр Ли 
(3, ) 1 2 2 3 1 3 2 3,]:[ , ;[ , ]e e e e e e e eλ′ = λ - = + λr  где λ – параметр, при λ = 0 – это алгебра Ли группы Ли 

движений двумерного евклидова пространства. Используя аналогичные вычисления, получим:

2 3 2 3
1 1 1 2 1 3 2 2 1

2 3 3 3 1

( , ) 0,      ( , ) ,      ( , ) ,      ( , ) ,

,
2 2

( , ) 0,      ( , )

e e e eU e e U e e U e e U e e e

U e e U e e e

λ + -λ
= = - = = λ

= = λ

( )1 2 2 3 3 2 2 1 1 3 3 1 2 3 1( ) ( ) ( ).XY e x y x y e x y x y e x y x y∇ = λ + + -λ + - + λ

3.1.3. Следующей рассмотренной алгеброй Ли стала 3-мерная алгебра Ли Гейзенберга 
1 2 3[ , ] .e e e=:h  Для данной алгебры Ли получим:

2
1 1 1 2 1 3 2 2

1
2 3 3 3

( , ) 0,      ( , ) 0,      ( , ) ,      ( , ) 0,
2

( , ) ,      ( , ) 0,
2

eU e e U e e U e e U e e

eU e e U e e

-
= = = =

= =

1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1
1 1 1( ) ( ) ( ).
2 2 2XY e x y x y e x y x y e x y x y∇ = + - + + -

3.1.4. Последняя рассмотренная алгебра Ли r3 задается соотношениями [e1,  e2] = e2; [e1,  e3] = 
= e2 + e3. Формулы связности Леви-Чивиты выглядят для нее следующим образом:

2 3 3
1 1 1 2 1 3 2 2 1

1
2 3 3 3 1,

( , ) 0,      ( , ) ,      ( , ) ,      ( , ) ,
2 2

( , ) ,      ( , )
2

e e eU e e U e e U e e U e e e

eU e e U e e e

+ -
= = - = =

= =

1 2 3 3 2 2 2 3 3 2 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1 3 1
1 1 1( 2 2 ) ( 2 ) ( 2 ).
2 2 2XY e x y x y x y x y e x y x y x y e x y x y x y∇ = + + + + - + - + - - -



100	  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2025, vol. 61, no. 2, рр. 95–105

3.2. Геометрия базовых f-структур ранга 2. Рассмотрим левоинвариантные метрические 
f-структуры на трехмерных разрешимых группах Ли. Ограничим наше исследование f-структу-
рами, которые порождаются координатными подпространствами базиса e1, e2, e3 (так называе-
мые базовые f-структуры). Таких структур (с точностью до знака) 3, они имеют следующий вид:

1 1 3 1 2 1 3 1( ) ,      ( ) ,0,      ( )f e e f e f e e= = = -
2 1 2 2 3 2 3 2( ) 0,      ( ) ,      ,( )f e f e e f e e= = - =
3 1 2 3 2 1 3 3( ) ,      ( ) ,      ( ) 0.f e e f e e f e= = - =

Исследуем принадлежность данных f-структур классам обобщенной эрмитовой геометрии 
для каждой из перечисленных выше разрешимых 3-мерных групп Ли.

3.2.1. Начнем с f-структуры f1 на алгебре r(3,λ). Используя прежние обозначения, из опреде-
ления этой f-структуры следует, что 2

1 3 1 1 3 1 1 1 3 3,   .f X x e x e f X x e x e= - + = - -  Выясним, принадле-
жит ли f1 классу NKf. Для этого нужно вычислить 

1 1 1
2

1 1 1 1 1( )( ) ( ).f X f X f Xf f X f X f f X∇ =∇ - ∇

Получаем, что 

( )
( ) ( )

1
2 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
3 3 1 3 3 1 1 1 3 1 1 3 3 1 ,

1 , ,
2

1 1
2 2

f X f X f X f X U f X f X

e x x e x x e x x e x x e x

∇ = + =

= λ + - λ - λ

 

+ λ



- λ



= -

11 1 1 1 1 1 1

2 2 2
1 1 3 3 1 3 3 3 1 3 1 3 1 1 1 1 1 3 1 3 1 1 3 3 1 .

1( ) [ , ] ( , )
2

1 1( ) ( ) ( )
2 2

f Xf f X f f X f X U f X f X

f x x e x x e e x x x x e x f e x e x x e x x e x

 ∇ = + = 
 

 = - λ + λ + λ + + λ = λ + λ = -λ + λ 
 

Таким образом, 1 1 1( )( ) 0,f X f f X∇ =  т. е. структура f1 является приближенно келеровой.
Далее проверим, является ли f1 киллинговой f-структурой. Вычислим

( )
2

1 1 1 1 1 1 3 3 3

2 2
1 1 1 3 3 3 2

,

,

( ) ( ),       

( )

X X X X

X

f X f X f X f X e x x e x

f X e x x e x x

∇ =∇ - ∇ ∇ = λ + λ

∇ = λ + λ +

тогда 2
1 3 2( ) 0.X f X e x∇ = ≠  Следовательно, 1 Kill .f f∉

Рассмотрим теперь принадлежность f1 классу эрмитовых f-структур. Для этого нужно вы-
числить композиционный тензор T, задаваемый равенством (1). Для дальнейших вычислений 
удобно обозначить выражение из формулы (1) следующим образом:

2
2( ) ( ) ( ) .fX f XS f f fY f f Y= ∇ -∇

Вычислим это выражение для структуры f1 с учетом 3
1 1f f= -  и используя введенные ранее 

обозначения:

   2 21 1 1 1
1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 3 3 1 1 1 1 3 3 1 1 1 3 1 3 3 3 1 3 1 3 3 3

( ) ( ) ( )

( ) 0.

         

                

f X f X f X f Xf X f XS f f f Y f f Y f Y f f Y f Y f f Y

e x y e x y e x y e x y e x y e x y e x y e x y

Отсюда для f1 получим 1
1( , ) (0) 0,
4

T X Y f= =  следовательно, f1 является эрмитовой f-структурой. 

Далее на этой же группе исследуем принадлежность классам обобщенной эрмитовой геоме-
трии структуры f2. Используя прежние обозначения и методы вычислений, получим:

2 2 2 1 2 3 2 3( )( ) ( ) 0f X f f X e x x x x∇ = λ - =
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при λ = 1. Значит, 2 NKf f∈  при λ = 1. Нетрудно заметить, что ( )22 2 2( )( ) 0f Xf f f X∇ =  при лю-
бых λ. Отсюда следует, что f2 является обобщенной приближенно келеровой f-структурой при 
любых значениях параметра λ.

Проверим f2 на принадлежность классу киллинговых f-структур; 2 1 2 3 2 3 1 3 3 1 2( ) ( ) 0.X f X e x x x x x x e x x∇ = - λ + λ + ≠
2 1 2 3 2 3 1 3 3 1 2( ) ( ) 0.X f X e x x x x x x e x x∇ = - λ + λ + ≠  Отсюда 2 Kill .f f∉  Выясним, принадлежит ли f2 классу эрмитовых 

f-структур. S( f2) попадает в ядро отображения f2, следовательно, ( )2 2
1( , ) ( ) 0.
4

T X Y f S f= =  Таким 
образом, 2 H .f f∈

Исследуем на этой же группе последнюю f-структуру f3. Результаты для этого случая та-

кие: 3 3 3( )( ) 0.f X f f X∇ =  S( f3) попадает в ядро отображения f3; 
2

3 2 3 3 2 3.1( )
2X f X e x e x x∇ = -λ + λ  

Следовательно, 3 3NK , Hf f f f∈ ∈  при любых λ и 3 Killf f∈  при λ = 0. 
Полученные результаты сформулируем в виде следующей теоремы.
Те о р е м а  1. Для трехмерной группы Ли, соответствующей алгебре Ли r(3,λ), имеют место 

следующие результаты:
1) f1 является приближенно келеровой f-структурой; 
2) f2 принадлежит классу приближенно келеровых f-структур при λ = 1 и обобщенных при-

ближенно келеровых f-структур при любом параметре λ;
3) f3 принадлежит классу киллинговых f-структур при λ  =  0 и приближенно келеровых 

f-структур при любом параметре λ;
4) все три структуры принадлежат классу эрмитовых f-структур.
3.2.2. Рассмотрим f-структуры f1, f2, f3 для алгебры Ли r′(3,λ). 
Для f-структуры f1: 1

2
1 1 2 3 1 2 3 3 1 1( )( ) ,   ( ) ( ).f X f f X e x S f e x y x y∇ = = -  Отсюда получаем f1 ∈ 

1 1GNK ,   H .f f f f∈ ∈
Перейдем к f-структуре f2. Здесь результаты вычислений таковы: 22 2 1 3 3 1 2 2 2( ) ( ),   ( )( ) 0.X f Xf X e x x e x x f f X∇ = -λ + ∇ = 

22 2 1 3 3 1 2 2 2( ) ( ),   ( )( ) 0.X f Xf X e x x e x x f f X∇ = -λ + ∇ =  Более громоздкие вычисления с учетом коммутаторных соотно-
шений позволяют заметить, что S( f2) попадает в ядро отображения f2. 

Далее исследуем на принадлежность классам обобщенной эрмитовой геометрии структу-
ры f3. После проведенных вычислений получим:

3 3
2 2 2 2
3 1 1 2 2 1 3 2 3 1 1 2 2 1 3 3 2 2 1 1( ) ( ) (, ).,             f X f Xf X e x x e x e x f f X e x x e x S f e x y x y

Отсюда получим, что f3 является обобщенной приближенно келеровой и эрмитовой f-структурой.
Итак, установлены следующие результаты.
Те о р е м а  2. На трехмерной группе Ли, соответствующей алгебре Ли r(3,λ):
1) f2 является киллинговой f-структурой при λ = 0 и приближенно келеровой f-структурой 

при любом значении параметра λ;
2) f1 и f3 являются обобщенными приближенно келеровыми f-структурами;
3) все три структуры принадлежат классу эрмитовых f-структур.
3.2.3. Рассмотрим далее указанные f-структуры на алгебре Ли группы Гейзенберга. 
Представим результаты вычислений для f1:

( )1
2 2

1 1 2 3 1
1( )( ) ,
2f X f f X e x x∇ = -

S( f1) попадает в ядро отображения f1. Следовательно, 1 1GNK ,   H .f f f f∈ ∈
Результаты вычисления для f2 выглядят следующим образом:

( )2
2 2

2 2 1 2 3 2 3
1( )( ) ,
2f X f f X e x x x x∇ = - -

S( f2) попадает в ядро отображения f2. Таким образом, f2 является обобщенной приближенно ке-
леровой и эрмитовой f-структурой. 

После проведенных вычислений для f3 получим следующее:
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( )3
2 2

3 3 3 1 2
1( )( ) ,
2f X f f X e x x∇ = +

S( f3) попадает в ядро отображения f3. Следовательно, 3 3,   .f GNKf f Hf∈ ∈
Подведем итог.
Те о р е м а  3. На трехмерной группе Ли Гейзенберга все три левоинвариантные f-структу-

ры являются обобщенными приближенно келеровыми и эрмитовыми f-структурами.
3.2.4. Закончим наше исследование проверкой на принадлежность классам обобщенной эр-

митовой геометрии f-структур f1, f2, f3 на алгебре Ли r3. Приведем последовательно результаты 
вычислений для всех трех f-структур.

 1
2 2

1 1 1 2 1 2 1 2 1 1 3 3
1 1( )( ) , ( ) ( ).
2 2

:      f Xf f f X e x x S f e x y x y  Отсюда получим, что f1 ∈ GNKf, 

f1 ∈ Н f.

( )2
2 2

2 2 2 1 2 3:  ,1( )( )
2f Xf f f X e x x∇ = -  S( f2) попадает в ядро отображения f2. Следовательно, 

f2 ∈ GNKf, f2 ∈ Н f.

( )3
2 2

3 3 3 3 1 2:  ,1( )( )
2f Xf f f X e x x∇ = -  S( f3) попадает в ядро отображения f3. Получаем, что 

f3 ∈ GNKf, f3 ∈ Н f.
Сформулируем все полученные результаты для данной разрешимой группы Ли.
Те о р е м а  4. На трехмерной группе Ли, соответствующей алгебре Ли r3, все три левоин-

вариантные f-структуры являются обобщенными приближенно келеровыми и эрмитовыми 
f-структурами.
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