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ОТ ПОЛЯРИЗАЦИИ ВАКУУМА, ОПИСЫВАЕМОГО СМЕШАННЫМИ 

ДИАГРАММАМИ В РАМКАХ МЕТОДА МЕЛЛИНА – БАРНСА

Аннотация. Исследуется явный вид электромагнитных поправок третьего порядка по постоянной тонкой 
структуре α3 к аномальному магнитному моменту лептона aL (L = e,μ,τ) от вклада графа вершины шестого порядка 
с вставкой поляризации вакуума четвертого порядка. Подход основывается на последовательном применении дис-
персионных соотношений для поляризационного оператора и преобразования Меллина – Барнса для пропагаторов 
массивных частиц. Получены явные аналитические выражения для поправок к aL при r = mℓ/mL > 1. Найдены асим-
птотические разложения в пределе как малых, так и больших значений отношения масс лептонов (r = mℓ/mL), r ^ 1 
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Введение. Теоретическое и экспериментальное изучение аномальных магнитных моментов 
лептонов играет в настоящее время важную роль в развитии представлений о взаимодействии 
элементарных частиц и свойствах теории, их описывающих, поскольку аномальные магнитные 
моменты лептонов чувствительны к структуре вакуума КХД и обнаружение рассогласования 
между теоретическими предсказаниями и экспериментальными результатами должно сигнали-
зировать об открытии взаимодействий или частиц, не присутствующих в Стандартной модели. 
Напомним, что взаимодействие лептона (L) с фотонами приводит к сдвигу гиромагнитного от-
ношения gL от значения g0 = 2, предсказанного теорией Дирака [1]. Величина сдвига характери-
зуется аномалией 0( 2) / 2 0, La g -≡ ≠  которая хотя по величине и мала, но представляет собой 
большой научный интерес, поскольку экспериментальные значения aL для электрона и мюона 
получены с очень высокой точностью (для электрона ~10–10 [2] и ~10–6 для мюона [3]), тем самым 
открывая возможности для серьезной проверки Стандартной модели. 

Как правило, окончательные численные теоретические значения aL, которые на сегодняш-
ний день требуют включить радиационные поправки до десятого порядка по заряду е (пято-
го порядка по постоянной тонкой структуре α), находят с помощью специальных алгоритмов 
(см., напр., [4–6]), позволяющих достичь очень высокой точности компьютерных вычислений. 
Выполнение таких расчетов требует много компьютерного времени, при этом детальный анализ 
вкладов в aL от различных механизмов затруднен. В связи с этим появляется интерес рассмо-
треть хотя бы подкласс фейнмановских диаграмм, вклады которых в aL удавалось бы выразить 
в аналитическом замкнутом виде. Одним из таких подклассов являются диаграммы со вставка-
ми фотонного поляризационного оператора, состоящие только из лептонных петель, – так назы-
ваемые диаграммы пузырькового типа. Явные выражения для поправок к aL от таких диаграмм 
вплоть до 10-го порядка были недавно получены в работах [7–9] и были основаны на последова-
тельном применении дисперсионных соотношений для поляризованного оператора и преобразо-
вании Меллина – Барнса для пропагаторов массивных частиц (более подробно об этом см. в [7]).

Цель настоящей работы – получить явные аналитические выражения для другого подкласса 
диаграмм. Рассматриваемые диаграммы со вставкой поляризации вакуума четвертого порядка 
определяют вклад в aL шестого порядка (рис. 1). Как и ранее, выражения будут получены для 
любых лептонов и во всем интервале отношения масс лептонов, 0  / ,Lm m< < ∞



 где mℓ соот-
ветствует массе лептонов из поляризационного оператора, а mL – массе рассматриваемого леп-
тона L. Следует отметить, что в [11] впервые был выполнен расчет вклада в aL от изображенных 
на рис. 1 диаграмм в виде разложения при / 1,Lr m m=



  а в [10] приведены асимптотические 
разложения как случая r ^ 1, так и r p 1. Будет показана согласованность полученных точных 
выражений с соответствующими асимптотическими разложениями. 

Электродинамический вклад в аномальный магнитный момент aL обычно записывается в ви-
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где каждое слагаемое может представляться как разложение по постоянной тонкой структуры α. 
Разложение для масс-зависящей части А2 имеет вид

2 3 4 5
(4) (6) (8) (10)

2 2 2 2 2/ ( ) ( ) ( ) ( )  .( )LA m m A t A t A t A tα α α α       = + + + +       p p p p       




 

     

 
Рис. 1. Вершинные графы шестого порядка со вставкой поляризации вакуума четвертого порядка

Fig. 1. Sixth-order vertex graphs with fourth-order vacuum polarization insertion
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Исследуемые в настоящей работе поправки к aL, от изображенных на рис. 1 диаграмм, связа-
ны с коэффициентом (6)

2 ( ).A t  Этот коэффициент также включает поправки от поляризации ва-
куума только двумя лептонными петлями, точные аналитические выражения для которых, по-
лученные в рамках подхода, использующего представление Меллина – Барнса, приведены в [7]. 
Соответствующие выражения были известны и ранее [10], однако в работе [7] они представле-
ны в несколько другом виде, демонстрируя, что при r ≤ 1 и r ≥ 1 – это единая аналитическая 
функция. Диаграммы, изображенные на рис. 1, содержащие внутри лептонной петли фотонную 
линию, назовем, в отличие от диаграмм, содержащих одни лептонные петли, диаграммами сме-
шанного типа. 

Теоретические основы. Исходное выражение для вклада в аномальный магнитный момент 
лептона, от изображенных на рис. 1 диаграмм, имеет вид [11]
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где t есть квадрат отношения масс лептонов t = m2/M 2. (4)Im ( )sΠ  – мнимая часть вставки поля-
ризации вакуума в четвертом порядке 
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Функция F4(u) определяется выражением [11]
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где 21 4 / ,u m s= -  Li2(x) обозначает полилогарифмическую функцию второго порядка. 

Преобразование Меллина – Барнса для функции 1
1 y+

 имеет вид
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С учетом (5) подынтегральное выражение в (1) примет вид
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тогда выражение (1) принимает вид интеграла Меллина – Барнса
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Поскольку интеграл по x в (8) равен
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то выражение (7) с учетом (9) и (10) примет вид 

 

)
2, 1
(6 1( ) ( ) ,

2

c i
z

L
c i

t t R z dz
i

A
+ ∞

-

- ∞
=

p ∫
 

(11)

 
1 1

1(1 ) (1 )
2( ) ( ),

(1 )(2 )sin( )

z z z
R z Q z

z z z

 p - Γ - Γ + 
 =

+ + p  
(12)

 

1
2 1

1 4
0

( ) 2 (1 ) ( ) .zQ z u uF u du-= -∫
 

 (13)

Вычисляя интеграл (13), приходим к выражению
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Здесь γE – постоянная Эйлера, ψ(z) – пси-функция, 1 2 1 2( , ,... ; , ,... ; )p q p qF a a a b b b z  – обобщенная 
гипергеометрическая функция.

Далее, интеграл (11) вычисляется по теореме Коши о вычетах, замыкая контур интегрирова-
ния поочередно в правую (t > 1) и левую (t < 1) полуплоскости.

Аналитические расчеты. Правая полуплоскость (t > 1). Поскольку функция R1(z) имеет 
в правой полуплоскости при z = 1 полюс первого порядка, а при 2,3,... ...z n=  – полюсы второго 
порядка, то
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тогда (6)
2, ( )LA t  можно записать так:
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Суммируя все вычеты при 1,2,3,4... ...,z n=  приходим к выражению
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где для производной от гипергеометрической функции введено обозначение
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Если разложить в ряд и ограничиться четырьмя слагаемыми, то получаем
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В работе [10] было получено выражение, которое полностью совпадает с (25), если ограни-
читься членами до 1/t3 включительно.

Отметим, что известно выражение для (6)
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Это выражение мы используем при численной проверке.
Левая полуплоскость t < 1. Для нахождения вычетов в левой полуплоскости необ-
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продолжения более подробно.

Гипергеометрическая функция 3 2
1 1 3 3

, ,1; , ;1
2 2 2 2

zF + 
 
 

 возникла при вычислении интеграла
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который равен
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(28)

Вычислим интеграл F(z) другим способом, приводя его вычисление к функциональному 
уравнению, из которого можно получить выражение, пригодное для аналитического продолже-
ния в левую полуплоскость. Соответствующее функциональное уравнение имеет вид 

 

1
2

( )( ) ( 1) .
2

z

z
F z F z

z +

p Γ
= - +

 Γ 
   

(29)

Решение этого уравнения можно записать следующим образом:

 
3 2

3 3( ) Г( 1) 1,1 ,1 ; ,2 ;1 / 2(1 )Г .
2 2

               
   

F z z F z z z z z z
 

(30)
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Сравнивая (28) и (30), получаем равенство

 

3 2

3 2 ,

31,1 ,1 ; ,2 ;1
1 1 3 3 2, ,1; , ;1
2 2 2 2 2( 1)

F z z z z
F z

z

 + + + +    + =  +   
(31)

которое имеет место только при Re 1,z > -  тогда как гипергеометрическая функция в правой 
части определена во всей левой полуплоскости за исключением полюсов. Таким образом, выра-
жение (31) и является аналитическим продолжением в левую полуплоскость.

Аналогично для гипергеометрической функции 1 1 3 7, ,1; , ;1
2 2 2 2

F z + 
 

 соответствующее вы-
ражение примет вид

 
3 2 3 2 ,1 1 3 7 1 7, ,1; , ;1 1,3 ,3 ; 4, ;1

2 2 2 2 2( 3) 2
F z F z z z z

z
   + = + + + +   +     

(32)

где равенство имеет место только при Re 3.z > -
Подставляя в (21) новые выражения (31)–(32) с учетом явных выражений для гипергеометрий
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где (a)n – символ Похгаммера, получим 
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(34)

Новое выражение для R1(z) примет вид

 

2
(лев) (лев)
1 22( ) ( ).

sin ( )





R z R z
z  

(35)

Отметим, что функция (35) имеет в левой полуплоскости полюсы в точках z =
1, 2, 3, ... ..., 1 / 2, 3 / 2 ... (2 1) / 2 ... .z m m= - - - - - - +
Особенность выражения (34) заключается в том, что при вычислении вычетов в полюсах не-

обходимо суммирование по n, так как в суммах функция имеет полюсы одинакового порядка 
при различных значениях n. Суммируя все вычеты, получим 

 
(6) (лев) (ле

1 1
0

в)
,

0
2 (( ) (2 1)/2)
( ) Res ( ) Res ( ) .

 
 

   
        z z

L
m mz m z m

A t R z t R z t
 

(36)

Из-за того, что при вычислении вычетов функции (34) необходимо суммирование по n, вы-
ражение (36) имеет очень громоздкий вид, так как содержит двойные суммы. Мы не приводим 
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здесь окончательный результат, а ограничимся асимптотическим разложением и анализом его 
области применимости.

Итак, если в формуле (36) ограничиться вкладом полюсов в точках z = 
z 0, 1, 2, 3, 1 / 2, 3 / 2, 5 / 2,= - - - - - -  то приходим к выражению 

2 2 2
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2 32
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(37)

В работе [10] было получено выражение, которое полностью совпадает с (37), если ограни-
читься членами до t2 включительно.

Численные расчеты. В качестве проверки полученных выражений мы сравнили чис-
ленные значения, определенные по точным аналитическим формулам с вычислениями по 
исходной формуле (1), и получили отличное согласие. Так, например, при t = 1/2 получае-
мое из точного выражения значение коэффициента при учете в сумме 200 слагаемых равно 

(6)
2, (1 / 2) 0,0869775151079,LA ≈  и все приведенные цифры в точности совпадают с численным зна-

чением, получаемым непосредственно из (1). При t = 4 при учете в суммах 100 слагаемых, полу-
чаемое значение (6)

2, (4) 0,0170868120248674LA ≈  также совпадает с численным расчетом интегра-
ла (1). Отметим, что для получения по точным формулам численных значений с высокой точно-
стью при t, близких к 1, потребуется учесть в суммах большое число слагаемых (тысячи и более). 
Для получения значения при t = 1 трех значащих цифр в сумме (23) потребуется учесть не менее 
150 слагаемых, тогда соответствующее значение коэффициента равно (6)

2, (1) 0,0528LA ≈  – оно со-
гласуется с точным значением (26) до трех значащих цифр. 

Далее сравним результаты, получаемые по точным формулам и по асимптотическим (25), 
(37). При таком сравнении для наглядности мы используем переменную ,/ Lr m m=



 т. е. пере-
менная t = r2. Результаты сравнения приведены из рис. 2, а (r ≤ 1) и 2, b (r ≥ 1). Сплошная линия – 
точный расчет, а пунктирная соответствует расчету по приближенным формулам. На рис. 2, а 
кружочками обозначены значения (6)

2, ( )L rA  при физических массах лептонов.
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Рис. 2. Сравнение асимптотических разложений с точными расчетами (6)
2, ( ).L rA   

Cплошная линия – точный результат, пунктирные линии – разложение (37) при r ^ 1 (а) и (25) при r p 1 (b)

Fig. 2. Comparison of the results for the asymptotic expansions with the exact calculations of the coefficient (6)
2, ( ).L rA   

The solid line is the exact result, the dotted lines are the asymptotic expansion (37) for r ^ 1 (a) and (25) for r p 1 (b)
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Как видно из рис. 2, расчеты по приближенной формуле (37) практически совпадают с точ
ными в интервале 0 < r < 0,2, также получено хорошее согласие между точным расчетом и расче
том по формуле (25) для 2 < r < ∞. 

В таблице приведены результаты численных оценок для физических значений лептонных 
масс с учетом их погрешностей [13]. Расчеты по асимптотическим формулам (25) и (37) дают 
результаты, полностью совпадающие с приведенными в таблице значениями (6)

2, ( ).L rA

Численные значения коэффициента (6) 2
2, ( = )L t rA  для лептонов с учетом неопределенности их масс [13]

The numerical values of the coefficient (6) 2
2, ( = )L t rA  for leptons taking into account the uncertainty of their masses [13]

ml/mL me/mτ me/mμ mμ/mτ mτ/mμ mμ/me mτ/me

r 0,000287585(19) 0,00483633169(11) 0,0594635(40) 16,8170(11) 206,7682830(46) 3477,23(23)
A2 2,221266(1) 1,49367182(1) 0,73239(3) 0,00002955(4) 1,9730051(1)10–6 6,97(1)10–9

Заключение. Получены явные аналитические выражения для поправок к aL при 
/ 1Lr m m= >



 от вклада графа вершины шестого порядка с вставкой поляризации вакуума чет
вертого порядка. Точные аналитические выражения (19)–(24), несмотря на их громоздкость, по
зволяют легко проводить численные расчеты с любой наперед заданной точностью. Найдены 
асимптотические разложения в пределе как малых, так и больших значений отношения масс 
лептонов r ^ 1 и r → ∞. Полученные разложения сравниваются с соответствующими выраже
ниями, приведенными в литературе, и отмечается полное согласие с ними, если ограничиться 
меньшим числом слагаемых. Показано, что асимптотические разложения (25) и (37) вполне мо
гут быть использованы для оценки рассматриваемой поправки третьего порядка α3 к аномально
му магнитному моменту для любого лептона (e, μ и τ). 
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