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ПРЯМОЙ СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД ЧЕБЫШЕВА 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ КРЫЛА

Аннотация. Рассмотрено обобщенное интегро-дифференциальное уравнение Прандтля, в котором сингуляр-
ные интегралы содержат как искомое решение, так и его производную. Для решения данной задачи построены пря-
мые численные методы, основанные на представлении решения и переменных коэффициентов уравнения в виде 
интерполяционных многочленов Чебышева. Развитый подход, использующий известные спектральные соотноше-
ния, позволяет получить аналитические выражения для сингулярной составляющей задачи и сводит ее решение 
к системе линейных алгебраических уравнений для коэффициентов интерполяционного многочлена. Построены две 
вычислительных схемы решения с использованием полиномов Чебышева первого и второго рода соответственно. На 
примере модельной задачи показано, что обе схемы обеспечивают хорошую обусловленность алгебраической зада-
чи и обладают высокой точностью, демонстрируя экспоненциальную скорость сходимости погрешности.
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Abstract. The generalized Prandtl integro-differential equation is considered, in which the singular integrals contain 
both the unknown solution and its derivative. Direct numerical methods for solving this problem are constructed, based on 
representing the solution and the variable coefficients of the equation in the form of Chebyshev interpolation polynomials. 
The developed approach, which utilizes known spectral relations, makes it possible to obtain analytical expressions for 
the singular component of the problem and reduces its solution to a system of linear algebraic equations for the coefficients 
of the interpolation polynomial. Two computational schemes for the solution are constructed using Chebyshev polynomials 
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Введение. Рассмотрим разрешимое полное обобщенное уравнение крыла [1, 2] 

	

1 1 1

1 1 1

( ) 1 ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),    1 1.
( )
x t s x tdt t dt g x t t dt f x x

B x t x t x− − −

′Γ Γ ′− + Γ + Γ = − < <
π − −∫ ∫ ∫  

	
(1)

Здесь B(x), s(x,t), g(x,t) и f(x) – известные функции (s(x,t) удовлетворяет условию Гельдера по 
обеим переменным); Γ(x) – искомая функция, удовлетворяющая краевым условиям на границе 
интервала; Γ(±1) = 0. 
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Важно отметить, что ядро обобщенного уравнения крыла – уравнения Прандтля – имеет син-
гулярность, что порождает существенные трудности при численном решении подобных задач. 
Весьма эффективный способ обработки подобного рода сингулярностей состоит не в использо-
вании квадратурных формул [3], а в представлении решения задачи и коэффициентов уравнения 
в виде интерполяционных многочленов с использованием многочленов Чебышева (см., напр., [2, 
4–8]). Данный прием с учетом известных спектральных соотношений [9, с. 188],
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(2)

где Tn(x), Un(x) – многочлены Чебышева степени n первого и второго рода соответственно, позво-
ляет вычислить аналитически сингулярную составляющую входящих в уравнение интегралов 
и получить высокую скорость сходимости приближенного решения задачи [5]. Спектральные 
методы на основе многочленов Чебышева для некоторых частных случаев уравнения Прандтля 
построены в работах [6–8], где показана их высокая эффективность.

Постановка задачи и некоторые предварительные сведения. Предварительно в (1) выпол-

ним преобразование сингулярного интеграла 
1

1

( , ) ( )s x t t dt
t x−

Γ
−∫  в соответствии с [10, с. 315]: 
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Далее будем рассматривать уравнение (1) в виде 
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(3)

Здесь B(x), b(x), g(x,t), v(x,t) и f(x) – известные функции; Γ(x) – искомая функция, удовлетворя-
ющая краевым условиям

	 ( 1) 0.Γ ± = 	 (4)

Полагаем, что производная решения задачи принадлежит классу функций h(0) по Мусхе
лишвили – классу функций с интегрируемой особенностью в окрестности точек x = ±1 [10, с. 31], 
т.  е. ( ) (0),x hψ ∈  если на отрезке 1 2 1 2[ 1 ,1 ]  0,   0,   ( )x− + ε − ε ε > ε > ψ  удовлетворяет условию 
Гельдера и в окрестности точек ±1 допускает интегрируемую особенность.

Относительно условий разрешимости задачи (3), (4) имеет место
Те о р е м а. Пусть функции ( ), ( ), ( , ), ( , ),B x b x v x t g x t  входящие в уравнение (3), удовлетворя-

ют условию 
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Тогда граничная задача (3), (4) имеет единственное решение в классе функций ( ) (0)x h′Γ ∈  при 
любой ( ) [ 1,1].f x C∈ −

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы проводится по аналогии с [11].
Построение вычислительных схем. Для построения приближенной схемы решения задачи 

(3), (4) используем интерполяционный многочлен для функции f(x) по узлам Чебышева первого 
рода [12, с. 89]: 
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Используя известные свойства многочленов Чебышева (см. [12, с. 23]) 
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несложно получить аналогичное приближенное представление функции f(x) в виде разложения 
по многочленам Чебышева второго рода: 
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При построении вычислительных схем используем интерполяционные многочлены функции 
двух переменных в виде разложения по многочленам Чебышева, полученные на основании (5) и (6):

	

, ,
0 0

1 1
,

1 1

( , ) = ( ) ( ),

= ( ) ( ) ( , ),
1 1

1, = 0, 2 1=     = cos ,     = 1, 2, , 1,
2, > 0, 2 2

n n
n n m m j j

m j

n nj m
m j j r m l l r

r l

i p

g x t T x T t

T x T x g x x
n n

i px p n
i n

= =

+ +

= =

σ

δ δ
σ

+ +

 −
δ π +

+

∑ ∑

∑ ∑



 

	

(7)

и

	

( )

, ,
0 0

1 1
, 22

1 1

( , ) = ( ) ( ),

= ( ) ( ) ( ) ( , ),
( 1)

1, = 0, 1, 0 2,
= =

2, > 0, 0, = 1, ,
2 1= cos ,     = 1, 2, , 1.
2 2

n n
n n m m j j

m j

n nj
m j m r j l j j l l r

r l

j j

k

v x t T x U t

T x T x T x v x x
n

j j n
j j n n

kx k n
n

= =

+ +
+

= =

η

δ
η −β

+

≤ ≤ − 
δ β  − 

−
π +

+

∑ ∑

∑ ∑



 

	

(8)

В дальнейшем нам понадобится
У т в е р ж д е н и е  1. Для 1x <  имеет место равенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о. При k = 0 формула (9) очевидно верна на основании (2) и того факта, 
что 1( ) 0.U x− =

Пусть k ≥ 1. Вычислим производную от подынтегральной функции и используем соотноше-
ние [12]: 2
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Применим (2), учтем соотношение 22 ( ) ( ) ( )k k kT x U x U x−= −   и получим, что 
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Утверждение доказано.
По аналогии можно доказать следующее
У т в е р ж д е н и е  2. Для ( 1,1)x∈ −  справедливы формулы

	

( )

( )

( ) ( )

1
2

1

1 1

1

2

, 0,
1 11 , 1,

2
1 1 ,  2.
2

( )

2

k

k k

T x k
dtt T T x k

t x

T x

t

T x k
−

− +


− =

− = − =

π − 
 − ≥

∫

	

(10)

Приближенное решение задачи (3), (4). Приближенное решение задачи (3), (4) будем искать 
как решение следующего уравнения:
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где Γn(x) – искомая функция, удовлетворяющая краевым условиям , ,( , ); ( , ) –( 1) 0,   nn n n ng x t v x tΓ ± =  
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где , 0,1, ,kc k n=   – неизвестные постоянные. 
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Интегралы, входящие в (11), вычисляются явно. Рассмотрим первые два. Имеем
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Аналогично подсчитаем
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Вычислим последовательно регулярные интегралы 
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При вычислении интеграла I3(x) используем (13), интерполяционный многочлен (7), учтем 
[12] свойство 2 ( ) ( ) ( ) ( ),m n m n m nT x T x T x T x+ −= +  а также свойства ортогональности многочленов 
Чебышева:
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Аналогично вычислим I4(x), используя (12), интерполяционный многочлен (8) и свойство [12] 
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Таким образом, собирая вместе (14)–(17), имеем
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Из уравнения (18) следует система линейных алгебраических уравнений для вычисления 
0 1, , , ,nc c c  которая получается путем последовательной подстановки в (18) вместо x нулей мно-

гочлена Чебышева второго рода 
1cos , 0,1, , :
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n
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Уравнение (11) и эквивалентное ему уравнение (18) равносильны, так как, выполняя дей-
ствия, приводящие (11) к (18) в обратном порядке, из (18) получим уравнение (11) (см., напр., [13, 
с. 535]). Следовательно, система (19), полученная из (18), разрешима и имеет единственное реше-
ние , 0,1, , .kc k n=   

Приближенное решение задачи (3), (4) – функция Γn(x) – вычисляется по (12) в произвольной 
точке [ 1,1].x∈ −

З а м е ч а н и е  1. При вычислении интеграла I4(x) был использован интерполяционный мно-
гочлен (8), однако можно воспользоваться и многочленом (7). Тогда интеграл 
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Таким образом, подобно предыдущему, имеем
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Из уравнения (20) следует система линейных алгебраических уравнений для вычисления 
0 1, , , ,nc c c  которая получается путем последовательной подстановки в (20) вместо x нулей 
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С х е м а  2. Пусть
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где , 0,1, ,kc k n=   – неизвестные постоянные. 
Интегралы, входящие в (11), и в данном случае вычисляются явно. В первом интеграле при-

меним (9): 
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На основании (10) с учетом свойства [12] 2
2 ( ) ( ) 2( 1) ( )n n nT x T x x U x+ − = −  получаем
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Вычислим последовательно регулярные интегралы 
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Используя интерполяционный многочлен (7) для функции g(x,t), представление (25) и выпол-
няя некоторые элементарные вычисления с учетом свойств [12] 2 ( ) ( ) ( ) ( )m n m n m nU x T x U x U x− += +  
и ортогональности многочленов Чебышева, получим
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1, = 0, 2 1= = cos , = 1, 2, , 1.
2, > 0, 2 2i p
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+


Аналогично, используя интерполяционный многочлен (8) для функции v(x,t), вычислим
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Таким образом, на основании (22)–(27) получаем, что

	

( )
2

0 1 1 2
0 2

2
0 1 1 2 1

2

0 ,1 1 ,2 , 1
0 0 0

,

1( ; ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )
( )

1( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
2

( ) ( ) ( 1) ( )
2 2 4

( 1) ( )
4

n n
n k k k k k

k k
n

k k
k

n n n
m m m m n m m n

m m m

k m m k

xK x c T x c c U x c k T x U x
B x

b x c T x c T x x c U x

c T x с T x с n T x

c k T x

−
= =

−
=

−
= = =

−
Γ = + + + + + −

 
− + + − − 

 
π π π

− σ − σ + − σ +

π
+ − σ

∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑

( )

1
1 , 1

2 0 0

0 ,0 1 ,1 , , 2
0 0 2 0

( 1) ( )

( ) ( ) ( )
2 4 4

( ), 1 1.

n n n
m m k

k m m
n n n n

m m m m k m m k m k
m m k m

n

k T x

c T x c T x c T x

F x x

−
− +

= = =

−
= = = =

 
− + σ + 

 
π π π

+ η + η + η −η =

= − < <

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

 

	 (28)
Из уравнения (28) следует система линейных алгебраических уравнений для вычисления 
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(29)

Уравнение (11) и эквивалентное ему уравнение (28) равносильны, так как, выполняя действия, 
приводящие (11) к (28) в обратном порядке, из (28) получим уравнение (11) [13]. Следовательно, 
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Следовательно, с учетом (10) получаем
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Отсюда следует система линейных алгебраических уравнений для вычисления 0 1, , , ,nc c c  
которая получается путем последовательной подстановки вместо x нулей многочлена Чебышева 
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Результаты численного эксперимента. Приведем результаты численного эксперимента, 
проведенного согласно построенным численным схемам. Рассмотрим интегро-дифференциаль-
ное уравнение 
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Известно, что решением задачи (31), (4) является функция
2 5 2

5
332 32 6( ) 1 ( 1 ( ).)x xx xx x U xΓ += − −− =

Несложно убедиться, что производная данной функции ( ) (0).x h′Γ ∈
Как показывают расчеты, уже при сравнительно небольших значениях n (начиная с 5) дости-

гается предельная точность приближенного решения, погрешность которого ограничена снизу 
лишь с вычислительной погрешностью. 

Решая системы уравнений (19), (21), (29) или (30) при n  = 5 и n  = 35, приближенное реше-
ние Γn(x) отличается от точного решения Γ(x) в точках 0,99, 0,98, , 0,99x = − −   не более чем на 
1,5  · 10–15. Число обусловленности матрицы систем при размерности n равной 5 и 35 соответ-
ственно cond(C5) ≤ 11 и cond(C35) ≤ 290, что позволяет грубо оценить зависимость числа обуслов-
ленности от размерности как cond(Cn) ≅ O(n).

Представленные результаты численных экспериментов позволяют оценить эмпирически 
скорость сходимости построенных численных алгоритмов как линейную. Естественно, что это 
весьма частный пример, не претендующий на сколь-нибудь значимые обобщения. Вместе с тем 
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априорные оценки погрешности численных методов решения подобных задач, полученные, на-
пример, в работах [2, 14], представляются весьма осторожными и указывают на необходимость 
дальнейших исследований в направлении их оптимизации.

Таким образом, развитая в данной работе приближенная методика обладает высокой эффек-
тивностью в классе сингулярных интегро-дифференциальных уравнений прандтлевского типа. 
На примере тестовой задачи продемонстрировано, что дискретная модель, основанная на пред-
ставлении решения в виде разложения по многочленам Чебышева, приводит к хорошо обуслов-
ленной системе линейных алгебраических уравнений для коэффициентов разложения, а сходи-
мость погрешности приближенного решения может достигать линейной скорости относительно 
степени интерполяционного многочлена.

В заключение отметим, что представленные результаты могут быть использованы как в тео
ретических научных исследованиях, так и в инженерных расчетах, а также в образовательных 
программах по вычислительной математике. Итоги работы создают основу для дальнейшего 
развития спектральных методов, их адаптации к новым постановкам и интеграции в современ-
ные вычислительные комплексы.
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