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ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Аннотация. Исследованы инфинитезимальные преобразования эквивалентности 16 семейств квазилинейных 
эллиптических уравнений второго порядка функции двух переменных. Для семейств уравнений utt + uxx =  f(t,x,u), 
utt + uxx = f(x,u) проведена симметрийная редукция.
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Abstract. In this work, we search for infinitesimal equivalence transformations of 16 families of quasi-linear elliptic 
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Введение. В данной работе ищутся преобразования эквивалентности 16 семейств квазили-
нейных эллиптических уравнений второго порядка функции двух переменных методом, рассмо-
тренным в публикациях [1, 2]. 

Запишем общий вид квазилинейного эллиптического уравнения второго порядка функции 
двух переменных

	 ( ), ., , ,  xxtt t xu f t x u u uu+ = 	 (1)

Среди эллиптических уравнений Клейна  –  Гордона (1) можно выделить следующие част-
ные виды уравнений: уравнение Пуассона, уравнение Гельмгольца (стационарное уравнение 
Шредингера), нелинейное уравнение Гельмгольца, уравнение Брату, эллиптическое уравнение 
синус-Гордона, эллиптическое уравнение шинус-Гордона, стационарные гиперболические и па-
раболические уравнения на плоскости (t,x). Эти уравнения описывают стационарные процессы 
и применяются в науке и технике, на пример в таких областях, как дифференциальная геоме-
трия, теория волн, квантовая теория поля, космология, гидро- и газодинамика, сверхпроводи-
мость, дислокация кристаллов, волны в ферромагнитных материалах, нелинейная оптика, физи-
ка плазмы, физика низких температур и многих других.
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Групповая классификация уравнений (1) была проведена в [3, 4], в данном же исследовании 
методом из работ [1, 2] изучены преобразования эквивалентности семейства 16 уравнений:

( , , , , ),     ( , , , ),     ( , , , ),tt t x tt t x tt t xxx xx xxu f t x u u u uu f x u u u u f t x uu uu+ = + = + =

( , , , ),     ( , , ),     ( , , ),tt x tt t x tt txx xx xxxu f t x u u u f u u u u f xu u u u u+ = + = + =

( , , ),     ( , , ),     ( , , ),xtt x t tx xx t xt xt xu f x u u u f x uu tu uu u f x u+ = + = + =

( , , ),     ( , ),      ( , ),xx xx xtt tt t xx tt xu f t x u u f u u u f uu u u u+ = + = + =

( , ),    ( , ),      ( , ),      ( ),xtt x tt txx x t ttx xtx xu f x u u f x u u f x uu u u uu fu+ = + = + = + =

а также проведена редукция для семейств уравнений 
.,   ,   ( , ) ( , )tt ttxx xxu u f t x u u fu x u+ = + =

В [5–7] был выполнен симметрийный анализ преобразований эквивалентности для нели-
нейных волновых уравнений ( , , ).tt xx t xu u f u u u− =  Групповая классификация семейств квази-
линейных гиперболических уравнений ( , , , , ).t xxt x tu u f t x u u u− =  и их подклассов была решена 
в [8–15]. 

Вычисление инфинитезимальных точечных симметрий. Преобразования эквивалентно-
сти для семейства уравнения (1) имеют вид

	 ( , , , ),     ( , , , ),     ( , , , ),   ,  ( , , , , , , )t xt T t x u x X t x u u U t x u f F t x u u u f= ε = ε = ε = ε



  	 (2)

где .ε∈�
Построение группы преобразований эквивалентности сводится к определению ее инфините-

зимальных преобразований

	 ( , , ) ( ),t t t x u o= + ετ + ε 	 (3)

	 ( , , ) ( ),x x t x u o= + εξ + ε 	 (4)

	 ( , , ) ( ),u u t x u o= + εη + ε 	 (5)

	 ( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , , ) ( ).x t x t xtf t x u u u f t x u u u t x u u u f o= + εΦ + ε








    	 (6)

Инфинитезимальные преобразования для производных , ,t x txu u u  имеют вид

	 0Γ ( ),     ttu u o 	 (7)

	 1Γ ( ),     x xu u o 	 (8)

	 00Γ ( ),     ttttu u o 	 (9)

	 11Γ ( ).      xx xxu u o 	 (10)

Явные формулы продолжения для инфинитезимальных преобразований производных (7)–
(10) имеют вид 

	 0Γ ,( ) ( ) ( )     t t t t xD D u D u 	 (11)

	 1Γ ,( ) ( ) ( )     x x t x xD D u D u 	 (12)

	 00Γ 2 2 ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )         tt tt t t tt tt x t txD D u D u D u D u 	 (13)

	 11Γ 2 2 ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )         xx xx t x tx xx x x xxD D u D u D u D u 	 (14)

где 

	 ,t t t uD u= ∂ + ∂ 	 (15)

	 ,x x x uD u= ∂ + ∂ 	 (16)

	
2 2 22 ,tt t t tu tt u t uD u u u= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ 	 (17)

	
2 2 22 .xx x x xu xx u x uD u u u= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ 	 (18)
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Л е м м а  1. Инфинитезимальные преобразования эквивалентности семейств уравнений 
( , , , , )xt xxt tu u f t x u u u+ =  принадлежат следующей (бесконечномерной) алгебре Ли векторных 

полей:

,( , ) ( , ) ( , , )X t x t x t x u
t x u
∂ ∂ ∂

= τ + ξ + η
∂ ∂ ∂

где ,   ,t x x t= ξ τ = −τ ξ  а функция ( , ),   ( , ),   ( , , )t x t x t x uτ ξ η  является произвольной.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В выражениях (13) и (14) коэффициент равен нулю при utx, т. е. 

.( ( 0) )t x t u t x u xD D u uξ + τ = ξ + ξ + τ + τ =  Значит, 0,   0.x t u uτ + ξ = τ = ξ =  Следовательно, ( , ),t xτ  
( , ),   ( , , ).t x t x uξ η

Исходя из леммы 1, выражения (11)–(14) для уравнения (1) имеют вид

	 0Γ ,( )     t t t t xD u u 	 (19)

	 1Γ ,( )     x x t x xD u u 	 (20)

	 00Γ 2 ,( )       tt tt t t tt tt xD u u u 	 (21)

	 11Γ 2 .( )       xx xx t xx x x xxD u u u 	 (22)

Первое и второе продолжения векторного поля X для уравнений (1) имеют вид

	
(1)

0 1Γ ,Γ 
  

 t x
X X

u u 	
(23)

	
(2) (1)

0 110 .ΓΓ  
 

 


tt xx
X X

u u 	
(24)

Подействовав оператором (24) на уравнение ( , , , , ),xtt t xxu f tJ u x u u u= + −  т. е. (2) ( ) 0,X J =  
получим определяющее уравнение для точечных симметрий

	 100 101Γ Γ Γ Γ .        t xt x u u uf f f f f 	 (25)

Подставив (19)–(22) в определяющее уравнение (25), получим

	 ( ) ( ))
2

,
2( ) ( )

( ) (t xt

tt xx t x t tt x xx

t t t t x x x tu x xx u uf f
D D u u

Df f u f
u u

D u u u
η η − ∆τ − ∆ξ

+ +

τ − ξ

η −= τ − ξ η − τ −

+ − =

τ ξ + ξη + 	 (26)

где 2 2 .t x∆ = ∂ + ∂
Подставив (15)–(18), (1) в (26), получим 

	

( )
( ) ( )

2 22 2

( ) ,

2 ( )

( ) t x

tu t xu x uu u t

t t t t x x x t u

t x

t x u u xu ux

u u f

u u u

u u

f f f uf f

+ + + − =

= τ + ξ +

∆

η

η+ η η η + η τ

η + − τ − ξ η − τ η+ η + ξ+ −  	 (27)

где функции τ и ξ удовлетворяют условиям Коши – Римана 

	 , .t x x tτ = ξ τ = −ξ 	 (28)

Лемма доказана.
Используя лемму 1 и выражения (27), (28), можно вычислять точечные симметрии для под-

классов уравнений (1). Однако в данной работе мы не будем этого делать, а далее перейдем к вы-
числению преобразований эквивалентности. 

Вычисление инфинитезимальных преобразований эквивалентности семейств уравне-
ний. Перейдем к описанию инфинитезимальных преобразований эквивалентности семейств 
уравнений (1) и его подклассов, рассмотренных в [1, 2]. На основании леммы 1 и выражений 
(19)–(23) запишем векторное поле для преобразования эквивалентности семейств уравнений (1) 
в виде 

	

(1) ,Y X
f
∂

= +Φ
∂ 	

(29)
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где векторное поле X определено в лемме 1, а 

	 ( )2 22 ( 22 ) ,tu t xu x u t xu u tu uu u fΦ η+ + + −= ∆η+ η η + η τ  
	

(30)

где 2 2.t x∆ = ∂ + ∂
Тогда можно переформулировать лемму 1 следующим образом.
Л е м м а  2. Инфинитезимальные преобразования эквивалентности семейств уравнений 

( , , , , )xt xxt tu f t x u uu u+ =  порождаются векторными полями

( )(
) ( ) ( )

2 2( , ) ( , ) ( , , ) 2

( ) ) ) ,

2

2 ( (

tu t xu x

t

t x

xt x x t

uu

u u t t t u x x
t x

Y t x t x t x u u u
t x u

f u u u
f u

u u

u
u

∂ ∂ ∂
= τ + ξ + η + ∆η+ η η η +

∂ ∂ ∂

∂

+ + +

−
∂ ∂ ∂

+ η τ + η − +ξη
∂

+ η − ττ − + η − ξ
∂

где ,   ,t x x tτ = ξ τ = −ξ  а функция  ( , , )t x uη  является произвольной.
Продолжение векторного поля Y на пространство 1-струй функции ( , , , , )t xf t x u u u  имеет вид

	

(1)
1 2 3 4 5 ,

t xt x u u u
Y Y

f f f f f
∂ ∂ ∂ ∂

∂
+ + + +

∂
= +Φ Φ Φ Φ Φ

∂ ∂ ∂ ∂ 	
(31)

где 

	

( )
( ) ( )

2
1

22 ( 2 ) (2 5 )

) ,

2

( ( )t x

t x

tt ttt x u tx tu tx x

t ttu t txu x tuu tu tt u t t

t x t u tu t t x t ut

u u f f

f f u u

u u

u f u f

Φ = ∆η + η η η + η − τ + η − τ −

−ξ

+ + +

η + − ξ − η + η −τ ξ− η − η − − τ 	 (32)

	

( )
( ) ( )

2
2

22 ( 2 ) (2 4 )

) ,

2

( ( )t x

txu t xxu x xuu xu tx x t u t x x

x u xu t

x t x

tx tx x u xx xu xx xx t x t ux

u u fu u

u f

f f

f uu fu

Φ = ∆η + η η η + η − τ − τ + η − τ − ξ −

−η − η − τ

+ + +

η + − ξ − η τ − ξ− + η  	(33)

	

( )2
3

22

( ) ,

2

4 ( ) ( )t x

u tuu t xuu x uuu uu

u uu t uu x

t x

u t tu u xu u

u u f

f u u

u u

f f

Φ + + +

η −

= ∆η + η η η + η +

+ − ητ η + − η + η 	 (34)

	 4 2 2 ,t xt ut uuu tu xfu fΦ η − τ + τ= + η 	 (35)

	 5 ( 2 ) .2 2 t xx tu u x tu ux u f fuΦ ξ= η τ+ η + ξ + − 	 (36)

Рассмотрим для семейств уравнений (1) те же классы уравнений, что и в [1, 2], а результат 
вычислений векторных полей занесем в табл. 1. 

Таблица 1. Векторные поля преобразований эквивалентности

Table 1. Vector fields of equivalence transformations

№ ( , , , , )tt xx t xu u f t x u u u+ = i i
i

Y Y= µ∑

1 ( , , , )t xf f x u u u=
21 3,,       2 ,t x

t x
Y Y Y t x f u u

t x t x f u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

( )( )2 2( , ) 2 ( )t x
x

xx xu x uu u u t u x
t

xY x u u f u u
u f u u

u u∞
∂ ∂ ∂ ∂

= η + η + η η + η + η + η
∂ ∂ ∂

η +
∂

+ +

2 ( , , , ),t xf f t x u u=

( , , )f f t x u=
1 ,t x

t x
Y u f u u

u f u u
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

)( , ) ( )( , 2

,

, ) (

( ) ( ) ,       t t t x x x t x x t
x

t
t

t

t x x

Y t x t x f
t x u f

u u u
u

u
u

t x∞
∂ ∂ ∂ ∂

τ

β −= τ + ξ + + ∆β +
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ β − − ξ + β

∂

τ

− τ − ξ τ = ξ τ = −ξ
∂
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№ ( , , , , )tt xx t xu u f t x u u u+ = i i
i

Y Y= µ∑

3 ( , , , )xf f t x u u=
21 3,,       2 ,t x

t x
Y Y Y t x f u u

t x t x f u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( )( ) ( , ) ( 2 ) ( ) ( )x t t x x
t x

Y x u t x u u f u u u
u f u u∞
∂ ∂ ∂ ∂′′ ′ ′= α + β + ∆β + α + α + α + β + α + α + β + α
∂ ∂ ∂ ∂

4 ( , , )t xf f u u u=  
1 2 3 4 ,   2 ,   ,,   t x x t

t x t x
Y Y Y t x f u u Y x t u u

t x t x f u u t x u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − − = − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

( )( )2 2 () 1) ((2) ( )1 1( )
t x

t x t xu
Y

u
uu f

u
u

f
u u∞

∂
+

∂ ∂ ∂
= η + η + η + η + η

∂ ∂ ∂ ∂

5 ( , , )t xf f x u u=
2 31 4 5,   ,   ,   ,   2 ,t x

t t x
Y Y Y Y t Y t x f u u

t x u u u t x f u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = + = + − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,   ( )t x
t x x

Y u f u u x
u f u

Y
u u f u∞

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′′ ′= + + + β + β + β
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

6 ( , , )xf f x u u=
21 3,,     2 , t x

t x
Y Y Y t x f u u

t x t x f u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( )( ) ( ) ( 2 ) ( )x t x
t x

Y x u x u u f u u u
u f u u∞
∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′ ′ ′ ′+ α + β + α + += α + β +α α + α α+ β
∂ ∂ ∂ ∂

7 ( , , ),tf f x u u=

( , )f f x u=
21 3,   ,   2 ,t x

t x
Y Y Y t x f u u

t x t x f u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

4 ,  ( )t x
t x x

Y u f u u x
u f u

Y
u u f u∞

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′′ ′= + + + β + β + β
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

8 ( , , )xf f t x u=
21 3,,     2 , t x

t x
Y Y Y t x f u u

t x t x f u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

4 (,   , )t x t x
t x t x

Y u f u u t x
u f u u u f u u

Y∞
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + β + ∆β + β + β
∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

9 ( , )t xf f u u=
1 2 3 4 ,   2 ,   ,,   t x x t

t x t x
Y Y Y t x f u u Y x t u u

t x t x f u u t x u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − − = − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

5 6 7 8,   ,   ,   t x
t x t x

Y t Y x Y u f u u
u u u u

Y
u u f u u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + = + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

10 ( ), xuf uf =
2 4

5

1 3,   ,   2 ,   ,   t x
t x

t x
t x

Y Y Y t x f u u Y
t x t x f u u u

Y u f u u
u f u u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = + − − − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂

11 ( , )xf f x u=
1 2 3 4,   ,   2 ,   ,t x

t x
Y Y Y t x f u u Y

t x t x f u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2
5 6 7,     , 2 2

( )

,t x
t x t t

x

Y u f u u Y t Y t t
u f u u u u u f u

x
u f u

Y∞

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + = + = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂′′ ′β + β β
∂ ∂ ∂

= +

12 ( , )tf f x u=
1 2 3 4,   ,   2 ,  , t x t x

t x t x
Y Y Y t x f u u Y u f u u

t x t x f u u u f u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − − = + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

5 6, ,  (  )
t t x x

Y Yt Y tx x t x
u u u u u u f u∞
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂′′ ′= + = + + β + β + β

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Продолжение табл. 1
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№ ( , , , , )tt xx t xu u f t x u u u+ = i i
i

Y Y= µ∑

13 ( )f f u=
31 42 ,   2 ,   ,,   t x

t x
Y Y Y t x f u u Y

t x t x f u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + − − − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

5 6,   x t t x
t x t x

Y x t u u Y u f u u
t x u u u f u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − = + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Вычисление специальных инфинитезимальных преобразований эквивалентности се-
мейств уравнений. Предположим теперь, что Φ( , , , , , )t xt x u u u f  в выражении (6) не зависит от f, 
т. е. перейдем к вычислению специальных преобразований эквивалентности. Тогда на основании 
леммы 2 и условия 2u tη = τ  получим следующую лемму. 

Л е м м а  3. Инфинитезимальные специальные преобразования эквивалентности семейств 
уравнений ( , , , , )xt xxt tu f t x u uu u+ =  порождаются векторными полями

( )( , ) ( , ) 2 ( , ) (2 4 )

(2 ) (2 ) ,

4t t tt t x

tt t t t t x

tx

x x tx tx x
t x

Y t x t x u t x u u u
t x u f

u u u u u
u u

u

∂ ∂ ∂ ∂
= τ + ξ + τ +β + ∆τ + ∆β + τ +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ τ +β τ − ξ
∂

+ τ

+ τ+ τ + ξ
∂

−+β

где ,  t x x tτ = ξ τ = −ξ , а функция β(t,x) является произвольной.
Рассмотрим частные случаи семейств уравнений (1), что и в пункте 3, результат занесем  

в табл. 2.

Таблица 2. Векторные поля специальных преобразований эквивалентности

Table 2. Vector fields of special equivalence transformations

№ ( , , , , )tt xx t xu u f t x u u u+ = i i
i

Y Y= µ∑

1 ( , , , ),t xf f x u u u=

( , , ),xf f x u u=

( , , ),tf f x u u=

( , )f f x u=

1 2 3,   ,   2 ,t x
t x

Y Y Y t x u u u
t x t x u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( )
x

Y x
u f u∞
∂ ∂ ∂′′ ′= β + β + β
∂ ∂ ∂

2 ( , , , ),t xf f t x u u=

( , , )f f t x u=
1 2 3,   ,   2 ,t x

t x
Y Y Y t x u u u

t x t x u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

4 ,   ( , )x t
t x t x

t xY x t u u Y t x
t x u u u f u u∞
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − = β + ∆β + β + β
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

3 ( , , , ),xf f t x u u=

( , , )xf f t x u=
1 2 3,   ,   2 ,t x

t x
Y Y Y t x u u u

t x t x u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( , )
x

x
t

tY t x
u f u u∞
∂ ∂ ∂ ∂

= β + ∆β + β + β
∂ ∂ ∂ ∂

4 ( , , ),t xf f u u u=

( )f f u=
1 2 3,   ,   2 ,t x

t x
Y Y Y t x u u u

t x t x u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

54 ,   x t
t x

Y x t u u Y
t x u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

5 ( , , )t xf f x u u=
1 2 3,   ,   2 ,t x

t x
Y Y Y t x u u u

t x t x u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

4 5,   ,   ( )
t x

Y Y t Y x
u u u u f u∞
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′′ ′= = + = β + β + β
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Окончание табл. 1



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2026. T. 62, № 1. С. 27–37	 33

№ ( , , , , )tt xx t xu u f t x u u u+ = i i
i

Y Y= µ∑

6 ( , )t xf f u u=
1 2 3,   ,   2 ,t x

t x
Y Y Y t x u u u

t x t x u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

4 5 6 7,   ,   ,   x t
t x t x

Y x t u u t x
t x u u

Y
u

Y
u u u

Y
u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − = = + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

7 ( ), xuf uf =
1 2 43,   ,   2 ,   t x

t x
Y Y Y t x u u u Y

t x t x u u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

8 ( , )xf f x u=
31 2 4,   ,   2 ,   ,t x

t x
Y Y Y t x u u u Y

t x t x u u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2
5 6,   2 2 ,   ( )

t t x
Y t t t Y x

u u u f u u f u
Y ∞

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′′ ′= + = + + = β + β + β
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

9 ( , )tf f x u=
1 2 3,   ,   2 ,t x

t x
Y Y Y t x u u u

t x t x u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

4 5,   ,   ( )
t t x x

Y YYt tx x t x
u u u u u u f u∞
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′′ ′= + = + + = β + β + β
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Симметрийная редукция преобразований эквивалентности. Из табл. 1 видно, что урав-
нение ),(tt xxu u f x u+ =  обладает бесконечномерной алгеброй эквивалентности. Эта беско-
нечномерная алгебра эквивалентности является подалгеброй эквивалентности для уравнения 

( , , .)tt xxu tf xu u+ =  Исходя из табл. 1, для уравнения ),(tt xxu u f x u+ =  выберем следующую пя-
тимерную подалгебру:

1 2 3 ,  ,     ,      Y
x

YY
t u
∂

= =
∂

=
∂ ∂

∂ ∂

4 5     2 .,t x t x
t x t x

Y u f u u Y t x f u u
u f u u t x f u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + = + − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

На основании этого проведем редукцию для следующего уравнения: 

	 ( )., ,tt xxu tf xu u+ = 	 (37)

Общая симметрия уравнения (37) запишется в виде

2 4 5

4 5 4 5

1 5 5 3 4) ( ) ( ) ( 2 )

( ) ( ) ,

(

t x
t x

t f
t x u f

Y x

u

u

u u
u

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + µ − µ +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ µ − µ

= µ + µ µ + µ +

µ + µ

µ

∂ ∂

µ

−

где μi= const, 1,5.i =  Таким образом, инвариантные относительно Y решения задаются следую-
щим уравнением характеристик:

	 1 5 2 5 3 4 4 5 4 5 4 5
.

( 2 ) ( ) ( )
t x

t x

dt dx du df du du
t f uu ux µ − −
= = = = =

µ + µ µ + µ µ + µ µ −µµ µ µ 	
(38)

Приведем примеры симметричных редукций, определяя при этом для заданной одномерной 
подалгебры в алгебре симметрий уравнения, допускающие эту одномерную подалгебру в каче-
стве симметрий, а также соответствующее редуцированное уравнение, которое в одном случае 
является обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка.

1. Рассмотрим генератор 1 4 n, .  co st,   0Y Y Y= υ+ υ ≠υ =  Решая уравнения характеристик (38) 
для Y, получим следующие инварианты: 1 2 3,   ,   .t tI x I e u I e f−υ −υ= = =  Положим 13 2( , ),I g I I=  
тогда для функции f получим условие ( , ),t tf e g x e uυ −υ=  а уравнение (37) примет вид

Окончание табл. 2
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	 ( , ).t t
xtt xu e g x e uu υ −υ+ = 	 (39)

Далее положим, что 2 1( ),I y I=  и получим замену вида

	 .( )tu e y xυ= 	 (40)

Подставив (40) в уравнение (39), получим 

	
2 ( , ).y y g x y′′ = −υ + 	 (41)

2. Рассмотрим генератор 3 5 .,  const Y Y Y= υ + υ =  Решая уравнения характеристик (38) для Y, 

получим следующие инварианты: 2
1 2 3,   ln ,   .xI I u t I t f

t
= = − υ =  Положим 13 2( , ),I g I I=  тогда

для функции f получим условие 2 , ln ,xf t g u t
t

−  = − υ 
 

 а уравнение (37) примет вид

	
2 , ln .xxtt

xu t g u tu
t

−  − υ


+ 


=
	

(42)

Далее положим, что 2 1( ),I y I=  и получим замену вида

	
.( )ln ,     xu t y zz

t
= υ + =

	
(43)

Подставив (43) в уравнение (42), получим 

	
(2) (1)

2 2
2 ( , ) .

1 1
z g z yy y
z z

+ υ
= − +

+ + 	
(44)

3. Рассмотрим генератор 4 5 .,  const Y Y Y= υ + υ =  Решая уравнения характеристик (38) для Y, 

получим следующие инварианты: 2
1 2 3,   ,   .xI I t u I t f

t
−υ −υ= = =  Положим 13 2( , ),I g I I=  тогда

для функции f получим условие 2 , ,xf t g t u
t

υ− −υ =  
 

 а уравнение (37) примет вид

	
2 , .tt xx

xu t g t uu
t

υ− −υ 



= 


+
	

(45)

Далее положим, что 2 1( ),I y I=  и получим замену вида

	
,     .( )u z xt y z

t
υ= =

	
(46)

Подставив (46) в уравнение (45), получим 

	
(2) (1)

2 2
2( 1) ( , ) ( 1) .
1 1

z g z y yy y
z z

υ− − υ υ−
= +

+ + 	
(47)

4. Рассмотрим генератор 1 2 3 const,  0,   const.,   Y Y Y Y+= + υ υ = υ ≠ µ =µ  Решая уравнения ха-
рактеристик (38) для Y, получим следующие инварианты: 1 2 3,   ,   .I x t I u t I f= − υ = −µ =  Положим 

13 2( , ),I g I I=  тогда для функции f получим условие ( , ),f g x t u t= − υ −µ  а уравнение (37) примет вид

	 ( , ).tt xxu g x t u tu −= υ µ+ − 	 (48)

Далее положим, что 2 1( ),I y I=  и получим замену вида

	 ( ),     .u t y z z x t= µ + = − υ 	 (49)

Подставив (49) в уравнение (48), получим 

	 2
(2) ( , ) . 

1
g z yy =
+ υ 	

(50)
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5. Рассмотрим генератор 1 2 4 const,   0,   const.,   Y Y Y Y+= + υ υ = υ ≠ µ =µ  Решая уравнения 
характеристик (38) для Y, получим следующие инварианты: 1 2 3,   ,   .t tI x t I e u I e f−µ −µ= − υ = =  
Положим 13 2( , ),I g I I=  тогда для функции f получим условие ( , ),t tf e g x t e uµ −µ= − υ  а уравне-
ние (37) примет вид

	 ( , ).t
xx

t
ttu u e g x t e uµ −µ− υ+ = 	 (51)

Далее положим, что 2 1( ),I y I=  и получим замену вида

	 ( ),     .tu e y z z x tµ= = − υ 	 (52)

Подставив (52) в уравнение (51), получим уравнение 

	

2
(2) (1)

2 2
2 ( , ) .

1 1
g z y yy yµυ −µ

= +
+ υ + υ 	

(53)

Вышеизложенный результат вычислений (39)–(53) занесем в табл. 3.

Таблица 3. Редукция уравнений utt + uxx = f(t,x,u)

Table 3. Reduction of equations utt + uxx = f(t,x,u)

№
5

1
,   ( , , )i i tt xx

i
Y Y u u f t x u

=
= µ + =∑ ( )u y z= α + β (2) (1)( , , )y F z y y=

1 1 4 const,  0,,  Y Y Y+ υ= υ = υ ≠

( , )t
t xx

t
tu u e g x e uυ −υ+ =

( )tu e y xυ= 2 ( , )y y g x y′′ = −υ +

2 3 5 ,,  const Y Y Y= υ + υ =

2 , lnt xxt
xu t g u t
t

u −  − υ 


+


=

ln ( ),u t y z
xz
t

= υ +

=
 

(2) (1)
2 2

2 ( , )
1 1

z g z yy y
z z

+ υ
= − +

+ +
 

3 4 5 ,,  const Y Y Y= υ + υ =

2 ,xtt x
xu t g t u
t

u υ− −υ 
 


=


+

( ),u t y z
xz
t

υ=

=
 

(2) (1)
2 2

2( 1) ( , ) ( 1)
1 1

z g z y yy y
z z

υ − − υ υ −
= +

+ +

4 1 2 3 const,   0,   const,,   Y Y Y Y+= + υ υ = υ ≠ µ =µ  
( , )tt xxu g x uu t tυ= − − µ+

( )u t y z= µ + , 
z x t= − υ 2

(2) ( , )
1
g z yy =
+ υ

5 1 2 4 const,   0,   const,,   Y Y Y Y+= + υ υ = υ ≠ µ =µ  
( , )t

t xx
t

tu e g x e uu tµ −µ= − υ+

( ),tu e y z
z x t

µ=
= − υ

2
(2) (1)

2 2
2 ( , )

1 1
g z y yy yµυ −µ

= +
+ υ + υ

Используя данные табл. 3, запишем табл. 4 редукций для уравнения ( , ),tt xxu f xu u+ =  учи-
тывая тот факт, что уравнение (37) симметрично относительно замены t на x.

Таблица 4. Редукция уравнений utt + uxx = f(t,u)

Table 4. Reduction of equations utt + uxx = f(t,u)

№
5

1
,   ( , )i i tt xx

i
Y Y u u f t u

=
= µ + =∑ ( )u y z= α + β (2) (1)( , , )y F z y y=

1 1 4 n, ,  co st,   0Y Y Y= υ+ υ ≠υ =  
( )t

tt xx
tu e g uu eυ −υ+ =

( )tu e y xυ= 2 ( )y y g y′′ = −υ +

2 3 5 ,,  const Y Y Y= υ + υ =
2 ( ln )xxttu u t g u t−+ = − υ

ln ( ),u t y z= υ +
 

xz
t

= (2) (1)
2 2

2 ( )
1 1

z g yy y
z z

+ υ
= − +

+ +
 

3 4 5 ,,  const Y Y Y= υ + υ =
2 ( )tt xxu t t uu gυ− −υ+ =

( ),u t y zυ=
 

xz
t

= (2) (1)
2 2

2( 1) ( ) ( 1)
1 1

z g y yy y
z z

υ − − υ υ −
= +

+ +
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№
5

1
,   ( , )i i tt xx

i
Y Y u u f t u

=
= µ + =∑ ( )u y z= α + β (2) (1)( , , )y F z y y=

4 1 2 3 const,  0,   const,,   Y Y Y Y+= + υ υ = υ ≠ µ =µ

( )tt xxu u g u t+ − µ=

( ),u t y z= µ +   
z x t= − υ 2

(2) ( )
1
g yy =
+ υ

5 1 2 4 const,  0,   const,,   Y Y Y Y+= + υ υ = υ ≠ µ =µ

( )t
tt xx

tu e g uu eµ −µ+ =

( ),tu e y zµ=

z x t= − υ

2
(2) (1)

2 2
2 ( )

1 1
g y yy yµυ −µ

= +
+ υ + υ

Заключение. Найдены алгебры преобразований эквивалентности и алгебры специальных 
преобразований эквивалентности для следующих 16 семейств уравнений:

( , , , , ),     ( , , , ),     ( , , , ),tt t x tt t x tt t xxx xx xxu f t x u u u uu f x u u u u f t x uu uu+ = + = + =

( , , , ),     ( , , ),     ( , , ),tt x tt t x tt txx xx xxxu f t x u u u f u u u u f xu u u u u+ = + = + =

( , , ),     ( , , ),     ( , , ),xtt x t tx xx t xt xt xu f x u u u f x uu tu uu u f x u+ = + = + =

( , , ),     ( , ),      ( , ),xx xx xtt tt t xx tt xu f t x u u f u u u f uu u u u+ = + = + =  
( , ),    ( , ),    ( , ),    ( ).xtt x ttxx xx tx xxt tt tu f x u u f x u u f x u uu u u f uu+ = + = + = + =

В итоге было определено, что для преобразований эквивалентности конечномерными алгебрами 
обладают уравнения ( , ),   ( ),   ( ),,tt t x tt xxx xxttx xu uu u uf u u u f u u f u+ = =+ = +  а для специаль
ных  преобразований эквивалентности конечномерными алгебрами обладают уравнения 

( , , ),   ( , ),   ( ),   ( ),,tt t x tt t x tt xx txx xx xtx xu u uu f u u u u f u u u u f u uu fu++ = + = + ==  причем макси-
мальная алгебра эквивалентности восьмимерная, но есть также и алгебры семимерные, шести-
мерные, пятимерные и четырехмерные. Также была проведена редукция для семейств уравне-
ний , ,  ( , ), ,( )tt tx t xxx u uu u f t x u f x u=+ = +  результаты которой приведены в табл. 3 и 4. 

Следует отметить, что алгебры преобразований эквивалентности совпадают для семейств 
уравнений ( , , ),   ( , , , ),   ( , ),   ( , , ).xx xx x xx xx ttt tt t tt ttu f t x xu u u uu u f t u u u f x u u f x u u+ = + = + = + =  
Для специальных преобразований эквивалентности алгебры совпадают для семейств уравне-
ний ( , , ),   ( , , , ),    ( , , ),   ( , , , ),tt tt t tt tx txx xx x xx xx xu f t x tu uu u f x u u tuu f x u u f t x uu u+ = + = + = + =

( ),   ( , , ),   ( , ),   ( , , ),   ( , , ),         tt tt t tt tt txx xx tx xx xx xxt xu f u u f u u u u f x u u f x u u u f xu uu uu u u

( , , , ).x xt txtu f x u u uu+ =
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