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Аннотация. Ряды Фурье и интерполяционные процессы обладают важным свойством – скорость их сходимости 
можно оценить сверху, если знать оценки наилучших приближений и констант Лебега. Константы Лебега в поли-
номиальном случае глубоко исследованы. Для рациональных рядов Фурье были оценены Г. С. Кочаряном (1958 г.), 
а для интерполяционных рациональных процессов изучались, начиная с работ В. Н. Русака (1962 г.). Однако всякий 
раз оценки находились при довольно жестких ограничениях на полюсы. В данной работе получены оценки констант 
Лебега интерполяционных рациональных тригонометрических процессов при условиях полноты соответствующей 
системы рациональных функций.
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Введение. Важной характеристикой сходимости рядов Фурье и интерполяционных процес-
сов являются функции и константы Лебега. Они выступали объектом исследования многих ма-
тематиков и в полиноминальном случае хорошо изучены [1–3]. В случае рациональных функций 
сложилась иная ситуация. Для рациональных рядов Фурье константа Лебега была оценена в ра-
боте Г. С. Кочаряна [4], однако в случае интерполирования рациональными функциями анало-
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гичную задачу решить в полной мере не удавалось. Имеется значительное число исследований, 
посвященных этой проблеме (напр., [5–9]). При этом следует особо отметить недавнюю статью 
С. Калмыкова, А. Лукашова [10], где получена оценка константы Лебега в алгебраическом слу-
чае при весьма общих условиях на полюсы. В данной работе решается задача оценки константы 
Лебега интерполяционных рациональных тригонометрических процессов Лагранжа со специ-
альными узлами при условиях полноты соответствующей системы рациональных функций.

Оценка константы Лебега. Пусть , 1,2, ,k k nα = … ,  – некоторые комплексные числа, 
| | 1, 1,2,..., . k k nα < =

Введем следующие функции: 
( ) sin ( ),     , ,n nS x x x n= ϕ ∈ ∈ 

где

0
1( ) ( ) ,     ,
2

x
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∑

Известно [11], что функция Sn(x) на промежутке [0; 2π) имеет ровно 2n + 1 нулей. Обозначим 
их через , 0,1,...,2 ,kx k n=  так, что

0 1 2 20 ... 2 .nx x x x= < < < < < π

Теперь рассмотрим интерполяционную рациональную функцию 
2
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где f(x) – произвольная периодическая функция, определенная на [0; 2π),
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и ее функцию Лебега 
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(1)

– константа Лебега.
В дальнейшем будем полагать, что выполнено условие

	
( )

1
1 ,    .

n
k

k
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=
− α →∞ →∞∑

	
 (2)

Следующая лемма устанавливает двухстороннюю оценку для расстояний между соседними уз-
лами интерполирования.

Л е м м а  1. Справедливы неравенства
1 1

1

1 1

1 1 | | 1 1 | | , 0,1,...,2 1.
2 1 | | 2 1 |
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n nk m m k
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∑ ∑

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ( ) , 0,1,...,2 ,n mx m m nϕ = π =  то
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Учитывая, что 
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≤ λ θ ≤
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из равенства (3) следуют необходимые неравенства. Лемма 1 доказана.
Л е м м а  2. Пусть 1 1[ , ], 1,2,...,2 1. m mx x x m n     и выполняется условие (2). Тогда справед-

ливо неравенство
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где номер n0 не зависит от n и x.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 1 1[ , ], 1,2,...,2 1. m mx x x m n− +∈ = −  Рассмотрим отношение 
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Покажем, что величины
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ограничены. Действительно, если числа cos( )kx − θ  и cos( )m kx − θ  одного знака, то, очевидно,

cos( ) cos( ) 1 cos( )k m k kx x x− θ − − θ ≤ − − θ

и, следовательно, 
1 .
2kA ≤

Если же числа cos( )kx − θ  и cos( )m kx − θ  имеют разные знаки, то, с одной стороны,
1cos( ) cos( ) ,
2k m kx x− θ − − θ ≤

а с другой – 
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   )  s( ,kx n n− − θ ≥ ≥
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2kA ≤  Таким образом, во всех случаях 1 , 1, 2,..., .

2kA k n≤ =  Тогда (см. равенство (5))

( ) ( ) ( ).n n m n mx x xλ − λ ≤ λ

А значит, из (4) имеем, что 
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Леммы 2 доказана. 
Те о р е м а  1. Для константы Лебега (1) при условии (2) существует такой номер n0, что 

при n ≥ n0 справедливы неравенства
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(6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем следовать схеме доказательства подобных результатов (см. [12; 13]). 
Пусть 1( , ),m mx x x +∈  не ограничивая общности полагаем, что 1 ≤ m ≤ 2n – 2. Тогда представим 
функцию Λn(x) в виде
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Оценим, например, | ( ) |:ml x
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1 ( )
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На основании леммы 2 получим, что 

	 | ( ) | 2 .ml x ≤ π 	 (8)

Теперь оценим 1| ( ) |:ml x−

1 1 1 1
1

1 ( )
2( ) ,     ( , ) ( , ).

1 2 ( )

n

m m m m
n m

l x x x x x
x− − − +

−

 π + λ θ 
 ≤ θ∈ ⊂
+ λ

Здесь следует различать 2 случая: 
а) 1( , );m mx x−θ∈
б) 1( , ).m mx x +θ∈

В случае a) справедлива оценка (8). В случае б) поступаем так:
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Здесь мы применим лемму 2 и рассуждения, как при получении неравенства (9). Аналогично 
показываем, что 

1 2( ) 4 ,     ( ) 2 .m ml x l x+ +< π ≤ π

Осталось оценить две суммы в равенстве (7). Возьмем, например, сумму 
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В этом случае имеем
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Воспользовавшись равенством (3) и леммой 2, получим 
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Следовательно, для суммы S1 имеем оценку 
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Применим лемму 1 и получим 

1
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Такая же оценка справедлива и для суммы S2:
2

2
3

( ) .
n

k
k m

S l x
= +

= ∑

Если воспользоваться оценками для сумм S1 и S2 и оценками для | ( ) |,kl x  то на основании равен-
ства (7) получим неравенство (6). Теорема 1 доказана.

Равномерное приближение непрерывных периодических функций посредством интер-
поляционных рациональных тригонометрических функций Лагранжа. Применим найден-
ное в теореме 1 соотношение для константы Лебега и результаты А. А. Пекарского [14] для полу-
чения оценки равномерных рациональных приближений периодических функций.

Пусть C(T)  – пространство непрерывных действительных функций на окружности 
{ : 1},T z z= =  а n – множество действительных на единичной окружности Т тригонометриче-

ских рациональных функций. Далее полагаем, что ( ), ( )n nR f CR T=  – наилучшее равномерное 
приближение посредством множества n, т. е.

( ) { }, ( ) inf || ||: .n n nR R f C T f r r= = − ∈

Модуль непрерывности функции ( )f C T∈  определяем следующим образом:

	
{ }1 2

1 2 1 2( ) ( , ) max ( ) ( ) : , , ,     0.t tf f e f e t t t tω δ = ω δ = − ∈ <− δ δ >

	
(10)

Пусть An – набор точек, удовлетворяющий следующим условиям: 

1 2
1 2

1 1 1, ,..., , , ,..., ,     1, 1,2,..., ,   n n k
n

A k n = α α α α < = α α α 

Ln(x,f,An) – интерполяционная тригонометрическая рациональная функция Лагранжа (см. (9)) с по-
люсами An для функции , ( ).f f C T∈  На основании леммы 4 из [11] о точности интерполяцион-
ной рациональной функции легко получить неравенство Лебега

	 ( )( ) ( , , ) 1 ( ) ( , ),n n n n n nf L f A A E f A⋅ − ⋅ ≤ + Λ 	 (11)

где { }( , ) inf || ||: ( )n n n nE f A f r r A= − ∈   – наилучшее равномерное приближение посредством 
рациональных тригонометрических функций с полюсами в точках An.

Те о р е м а  2. Пусть ( )f C T∈  и выполняется условие (2) для An. Тогда существует такой 
набор точек *,nA  что

*
0

1

3|| ( ) ( , , ) || 12 ln , ,

3

n
n

n nf L f A R n
R

n
  
 
 

   


где ω–1(y) – функция, обратная к модулю непрерывности (см. (10)), т. е.
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1( ) min{ 0 : ( ) }.y y−ω = δ ≥ ω δ =

Здесь у берется из области значений функции δ → ω(δ). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы проводится так же, как в [14], на основании неравенства 

Лебега (11), оценки константы Лебега из теоремы 1.
Заключение. Решена задача оценки константы Лебега интерполяционных рациональных 

тригонометрических процессов Лагранжа cо специальными узлами при условии полноты со-
ответствующей системы рациональных функций. Основным результатом является теорема 1, 
устанавливающая логарифмический порядок роста константы Лебега относительно числа уз-
лов интерполяции, что согласуется с классическими результатами для полиномиальных про-
цессов. Доказательство опирается на две леммы, позволяющие контролировать поведение ба-
зисных функций интерполяционного процесса и применять адаптированную к рациональному 
случаю схему оценивания. Оценка константы Лебега получена при условии полноты соот-
ветствующей системы рациональных функций. В качестве приложения основного результата 
установлена теорема типа Джексона для равномерного приближения непрерывных периодиче-
ских функций, связывающая погрешность интерполяции с модулем непрерывности аппрокси-
мируемой функции.
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