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Аннотация. Исследовано непрерывное вложение пространств Бесова аналитических функций в ограничен-
ных областях с гладкой по Дини границей. Доказанное вложение согласовано и обобщает известные вложения про-
странств Бесова для круга и полуплоскости. Показана независимость определения пространств Бесова аналитиче-
ских в рассматриваемых областях функций от порядка производной, входящей в его определение.
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Введение. Пусть G ⊂  – ограниченная односвязная область со спрямляемой границей ∂G. 
Через ρ(z, ∂G) обозначим расстояние от точки z до границы ∂G, т. е. ( , ) min{ : }.z G z Gρ ∂ = − ξ ξ∈∂  

Будем говорить, что , ,( )pf L Gµ∈  если f измерима относительно плоской меры Лебега m2 в G 
и конечна квазинорма

 
, ( )

1/
1

2  ( ) ( , ) ( ) ,       0,    0.
p

p
p p

L G
G

f f z z G dm z p


 
      
 


Пространством Бергмана будем называть подпространство Lp,μ(G), состоящее из аналитиче-
ских в G функций, и обозначать Ap,μ(G). При этом для f ∈ Ap,μ(G) полагаем 

, ,( ) ( ) .
p pA G L Gf f
µ µ

=
Далее будем считать, что 0z G∈  – фиксированная точка. Для , (0, )α τ∈ +∞  введем простран-

ство Бесова ( )B Gα
τ  аналитических в G  функций f, удовлетворяющих условию
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где [α] – целая часть α. 
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Для дальнейшего изложения введем некоторые понятия [1, гл. 10]. Пусть ограниченная од-
носвязная область G  ограничена спрямляемой кривой ∂G длины l. Будем предполагать, что 
∂G ориентирована в положительном направлении относительно G и на ∂G введена естествен-
ная параметризация ( ) :[0, ]z z s l G= → ∂  и ,(0) ( )z z l z∗= =  где z G∗ ∈∂  – фиксированная точка. 
Функцию z = z(s) продолжим l-периодически на . Предположим, что ∂G в каждой точке имеет 
касательную. В каждой точке z = z(s), ,s∈  к ∂G проведем касательную ось в направлении вы-
бранной ориентации и через β(s) обозначим угол, образованный этой касательной и действитель-
ной осью. Если окажется, что функция β(s) непрерывна на , то кривую ∂G называют гладкой. 

Кривая ∂G называется гладкой по Дини, если функция β(s) непрерывна по Дини на , т. е. ее 
модуль непрерывности

{ }2 1 1 2 2 1( , ) max ( ) ( ) : , ,  0 ,     0,s s s s s sω δ β = β −β ∈ ≤ − ≤ δ δ ≥

удовлетворяет условию

0

( , ) .
l

dω δ β
δ < ∞

δ∫

Основным результатом нашего исследования является следующая теорема вложения про-
странств Бесова в областях, ограниченных гладкими по Дини кривыми. 

Те о р е м а  1.  Пусть G  – область, ограниченная гладкой по Дини кривой ∂G, 
1 2 1 2, , , (0, )α α τ τ ∈ +∞  и 

2 1
2 1

1 1 0.α −α = − >
τ τ

Тогда для пространств Бесова имеет место следующее непрерывное вложение:
2 1

2 1
( ) ( ) .B G B Gα α

τ τ⊂

Вложения пространств Бесова для круга и полуплоскости хорошо известны (см., напр., [2; 3]).
Через c,c1,c2,… будем обозначать положительные постоянные. При необходимости в скобках 

будем указывать параметры, от которых они зависят.
Разбиения типа Уитни и конформные отображения. Пусть K ⊂  – ограниченное замкну-

тое множество. Через d(K) и d0(K) обозначим соответственно диаметр наименьшего замкнутого 
круга, содержащего K, и диаметр наибольшего замкнутого круга, содержащегося в K.

Семейство   односвязных замкнутых областей Q с кусочно-гладкими границами называет-
ся разбиением типа Уитни области G, если выполняются следующие условия:

(i) любые две области семейства   могут пересекаться лишь по границе;
(ii) объединение всех областей семейства   суть G;
(iii) существуют положительные постоянные c1 и c2 такие, что для любой области Q ⊂  

выполняются неравенства
1 0 2( ) .() ,)( , ( )с Q G d d с Q GQ Q      

Примером такого разбиения служат квадраты Уитни (подробнее об этом см. в [4, гл. VI]) 
с 1 2 / 8с   и c2 = 1. Для удобства мы будем предполагать, что наша область G разбита на ква-
драты Уитни. Можем считать, что квадраты Уитни каким-то образом занумерованы, т.  е. 

.jG Q=   Из свойств квадратов Уитни [4] следует, что если ,Q∈  то количество квадратов, ка-
сающихся Q, не больше 12, и если Qj и Qk касаются один другого, то 

1 ( ) ( ) 4 ( ).
4 j k jd Q d Q d Q≤ ≤

Те о р е м а  2  [5].  Пусть p и μ – положительные числа и , ( ).pf A Gµ∈  Тогда
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Положим { : 1}.D w w= ∈ <  Через z = φ(w) обозначим функцию Римана, конформно отобра-
жающую круг D на область G и удовлетворяющую условиям φ(0) = z0, φ′(0) > 0, для некоторой 
фиксированной точки 0 .z G∈  В геометрической теории функций хорошо известны соотноше-
ния [6, с. 11; 1, p. 22]

	

( ) ( )( ) , ( ) ,1 ( ) 4 ,     .
4 1 1

w G w G
w

w w
w D

r ϕ ∂ r ϕ ∂
′≤ ϕ ≤ ∈

− − 	
(1)

Для области G, ограниченной спрямляемой кривой Жордана, функция z = φ(w) непрерывно про-
должается из D в ,D  при этом φ′(w) принадлежит пространству Харди H1(D) [7, гл. II; 8, гл. X]. 
Дополнительные ограничения на границу области отражаются на дифференциальных свойствах 
функции z = φ(w). Нам понадобится следующая теорема Варшавского (см. [1, теорема 10.2]).

Те о р е м а  3.  Если кривая ∂G является гладкой в смысле Дини, то φ′(w) непрерывно продол-
жается из круга D в его замыкание D  и при этом φ′(w) ≠ 0 для 1.w =

Из теоремы 3 следует, что существует M ≥ 1 такое, что 1 ( )w M
M

′≤ ϕ ≤  при .w D∈  Через

w = ψ(z) будем обозначать обратное к φ отображение. Поскольку 1( ) ,
( )

z
w

′ψ =
′ϕ

 то имеем также

1 ( )z M
M

′≤ ψ ≤  при .z G∈  Кратко эти условия будем записывать так:

	 1,         ( ) 1.( ) zw′ ′ϕ ψ  	 (2)

Пространства Бергмана. Следующая теорема имеется, например, в [2; 9]. Мы приводим ее 
в удобном для нас виде.

Те о р е м а  4.  Пусть  ( ), (0, ),   ,   (0) 0,   0,1, , 1 .kp s f k sµ∈ +∞ ∈ = = … −  Функция , ( )pf A Dµ∈  
тогда и только тогда, когда ( )

, ( ).s
p sf A Dµ+∈  При этом квазинормы 

( )
, ,

( ) ( )
 ,        

p p s

s
A D A D

f f
µ µ+

эквивалентны.
Л е м м а  1.  Пусть , (0, ),   p Gµ∈ +∞ ⊂  – ограниченная односвязная область со спрямляе-

мой границей ∂G. Если , ( ),pf A Gµ∈  то , 1( ) pf A Gµ+′∈  и выполнено неравенство

, 1 ,( ) ( ) ,      ( , , ) 0. 
p pA G A Gf с f c c G p
 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть .kz Q∈ ∈� Если z принадлежит нескольким квадратам семей-
ства ,  то возьмем любой. Построим множество Π { : ( , ) 0},z j j kQ Q Q      т. е. Πz будет 
состоять из Qk и окаймляющих его квадратов.

Пусть {Γl} – семейство сторон квадратов Уитни, составляющих ∂Πz. Применяя интеграль-
ную формулу Коши и свойства разбиений типа Уитни, имеем

	

1 1
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(3)

Учитывая, что количество квадратов Qj, касающихся Qk, не более 12, из (3), пользуясь свойства-
ми разбиений типа Уитни и теоремой 2, получим

	
  ( 1) 1 1

2 5 ( )( ) ( , ) ( ) ( ) .p pp p
C Q

QG
f z z G dm z с f d Q  


   

 	
(4)

Из (4) и теоремы 2 имеем

     1 1 1
2 6 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ).p pp p

G G
f z z G dm z с f z z G dm z       

Лемма 1 доказана.
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Л е м м а  2.  Пусть , (0, ),p µ∈ +∞  G  – область, ограниченная гладкой по Дини кривой ∂G, 
и f(z0) = 0, 0 .z G∈  Если , 1( ),pf A Gµ+′∈  то , ( )pf A Gµ∈  и выполнено

, , 1 0( ) ( ) ,      ( , , , ) 0. 
p pA G A Gf с f c c G z p
 

   

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f(z0) = 0 и , 1( ),pf A Gµ+′∈  т. е. 

	
( ) ( 1) 1

2( ) ( , ) ( ) , 0,    0.p p

G
f z z G dm z pµ+ −∂′ r < ∞ > µ >∫

	
(5)

Покажем, что условие (5) эквивалентно условию

	
( ) 1

2( ) ( , ) ( ) .p p

G
f z z G dm zµ−r ∂ < ∞∫

	
(6)

Из соотношений (1) имеем ( , ) ( ) (1 )z G ww′r ∂ ϕ −  для z ∈ G. Следовательно, делая в интегра-
ле (5) замену переменной z = φ(w), с учетом (1) получим

( ) ( ) ( )( ) ( 1) 1 2( 1) 1
2 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )p pp p

z
G D
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D
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µ+ −
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( )( ) ( ) ( 1) 1
2( ) (1 ) ( ).

p p
w

D
f w dm ww µ+ −′ϕ −∫

При последнем переходе мы воспользовались тем, что для областей, ограниченных гладкой по 
Дини кривой, выполнены соотношения (2). 

Пользуясь теоремой 4 и делая обратную замену φ(w) = z, имеем

	

        

 
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2 2
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

 
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(7)

При получении (7) мы вновь воспользовались соотношениями (1) и (2).
Таким образом, из приведенных рассуждений следует, что если ∂G  – гладкая по Дини 

и f(z0) = 0, где z0 ∈ G – фиксированная точка, то

( ) ( )( 1) 1 1
2 2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ).p pp p

G G
f z z G dm z f z z G dm zµ+ − µ−r ∂ r ∂′∫ ∫

Лемма 2 доказана.
Те о р е м а  5.  Пусть  , (0, ),   ,p sµ∈ +∞ ∈  G – область, ограниченная гладкой по Дини кри-

вой ∂G, и ( )
0 00,   0,1, , 1,   .( )kf z k s z G= = … − ∈  Функция , ( )pf A Gµ∈  тогда и только тогда, ког-

да ( )
, ( ).s

p sf A Gµ+∈  При этом квазинормы
( )

, ,
( ) ( )

   ,       
p p s

s
A G A G

f f
µ µ+

эквивалентны.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для s = 1 утверждение теоремы верно в силу лемм 1 и 2. Для s ≥ 2 экви-

валентность рассматриваемых квазинорм доказывается индукцией. 
Вложение пространств Бесова. Для пространств Бесова в круге D известно [10, гл. 6; 11] 

следующее непрерывное некомпактное вложение:
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2 1
2 1 2 1

2 1

1 1( ) ( )     при       0.B D B D 
      

 

Отметим также работу Е. М. Дынькина [12], где рассмотрен другой подход к определению 
пространств Бесова и, в частности, приводится теорема вложения для пространств из [12].

В этом разделе мы докажем теорему вложения для пространств Бесова в случае областей, 
ограниченных гладкими по Дини кривыми. Нам понадобится следующая лемма о поведении ко-
эффициентов Тейлора функций из пространств Бергмана.

Л е м м а  3.  Пусть f(z) аналитична в круге 0 ,z z r− ≤  где 0z ∈  и r > 0. Тогда для любого 
0k∈  справедливо неравенство 

0

1/2
( )

0 2( , ) ( ) ( ) .( )
p

k pk p

z z r
f z c p k r f z dm z

− −

− <

 
 ≤
 
 

∫

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для функции g(w), аналитичной в D,  0 < p < ∞ и 0 ,k∈  имеет место 
следующая оценка коэффициентов Тейлора (см., напр., [13, § 3.3]):

	

1/
( )

2(0) ( , ) ( ) ( ) .
p

pk

D
g c p k g w dm w

 
≤  

 
∫

	
(8)

Пусть f(z) аналитична в круге 0 .z z r− ≤  Тогда функция 0( ) ( )g w f z rw= +  аналитична в D  
и ( ) ( )

0( ).( )k k kg w r f z rw= +  Используя (8), получаем

0

1/
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0 22
1( , ) ( ) ( ) .( )

p
pk k

z z r
r f z c p k f z dm z

r − <

 
 ≤
 
 

∫

Лемма 3 доказана.
Л е м м а  4.  Пусть , 0( ),   ,  pf A G z G s    и 

	

( )1 0
1 0

0
, ( )( .(

!
))

ks
k

s
k

f zT f z z z
k

−
−

=
= −∑

	
(9)

Тогда

	 , ,1 ( ) ( ), ,( )
p ps A G A GT f с f
   

	
(10)

где 0( , , , , ) 0.с с G z p s  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим 0
1 ( , ).
2

r z G= r ∂  Тогда, согласно лемме 3, имеем

0
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0 1 2( )) (( )
p

k pk p

z z r
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− −
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p
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− −
µ−

µ−
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 
 ≤ r ∂ ≤
 
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∫
 

,
0

1/1
1

2 2 3 ( )( ) ( , ) ( ) ,
p

p
k p pp

A G
z z r

c r f z z G dm z c f
µ

− − −µ
µ−

− <

 
 ≤ r ∂ ≤
 
 

∫

где 3 3 0, , , , 0.( )c c G z p k= µ >
Из полученной оценки для ( )

0( )kf z  и (9) следует (10), тем самым лемма 4 доказана.
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С л е д с т в и е. Для функций f ∈ Ap,μ(G) квазинормы 
, ( )pA Gf
µ

 

и 
,

1
( )

0 1 ( )
0

( ) ( ), 
p

s
k

s A G
k

f z f T f
µ

−
−

=
+ − ⋅∑  эквивалентны.

Те о р е м а  6.  Пусть G – область, ограниченная гладкой по Дини кривой ∂G, , (0, )p µ∈ +∞  
и  .s∈  Тогда для , ( )pf A Gµ∈  квазинорма 

, ( )  
pA Gf
µ

 эквивалентна квазинорме 

( ),

1
( ) ( )

0
0

.( )
p s

s
s k

A G k
f f z

µ+

−

=
+ ∑

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы следует из следствия и теоремы 5.
Л е м м а  5  [14].  Пусть 10 ,   { }k ka ∞

=< α < β < ∞  – последовательность неотрицательных чи-

сел и 
1

.k
k

a
∞

α

=
< ∞∑  Тогда

1/ 1/

1 1
.k k

k k
a a

β α∞ ∞
β α

= =

   
≤   

   
∑ ∑

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Поскольку α2 > α1 > 0, то, положив s = [α2] + 1, находим 
[α1] + 1 ≤ s. 

Применяя теорему 2 и лемму 5, получим
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))
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 
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1
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0

()

0

)
3 ( ) .( )

s sk s
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

Из условия 2 1
2 1

1 1
− = α −α

τ τ
 следует, что 2

2 1 2
1

) 1( .τ
= τ α −α +

τ
 Отсюда, снова применяя теоре-

му 2, имеем

 
2

2 2 2
1 2

1 2

1/
1 1( ) ( )

3 0 4
( )

)

0

(( )  .( )
s sk s

B BC Qk Q
f с f z f d Q с f 

 


    

 

          
 



Теорема 1 доказана.
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