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НЕРЕЛЯтИВИСтСКАЯ ЧАСтИЦА КОКСА С ВНУтРЕННЕЙ СтРУКтУРОЙ 
В эЛЕКтРИЧЕСКОм ПОЛЕ: АНАЛИЗ В ПРОСтРАНСтВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО 

Обобщенное нерелятивистское уравнение Шредингера для скалярной частицы Кокса с внутренней структурой ис-
следовано в присутствии электрического поля на фоне пространства лобачевского. Проведено разделение переменных. 
Уравнение, описывающее движение частицы вдоль оси z оказывается существенно более сложным, чем при рассмотре-
нии частицы Кокса в пространстве Минковского. Оно приводится к уравнению c двумя регулярными особыми точками  
и одной нерегулярной ранга 2, т. е. к конфлюэнтному уравнению Гойна. Физическим бесконечностям z ± ∞ соответствуют 
соседние особые точки построенного уравнения. Решения найдены в виде степенных рядов, сходимость которых исследо-
вана методом Пуанкаре – Перрона. Ряды сходятся во всей физической области переменной  ( ).z∈ −∞,+∞   
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COX NONRELATIVISTIC PARTICLE OF INTRINSIC STRUCTURE IN THE ELECTRIC FIELD: 
ANALYSIS IN THE LOBACHEVSKY SPACE

The generalized Schrődinger equation for the Cox scalar particle is studied in the presence of the electric field on the back-
ground of the Lobachevsky space. Separation of variables is performed. The equation describing the motion along the z axis 
turns out to be much more complicated than that for the Cox particle in the Minkowski space. It is reduced to the second-order 
differential equation with two regular singularities and one irregular singularity of rank 2 that is identified as the confluent 
Heun equation. The nearby singular points of the derived equation correspond to the physical domains z ± ∞. The solutions  
of the equation are constructed with the help of the power series. The series convergence is examined by the Poincare – Perrone 
method. These series converge in the whole physical domain  ( ).z∈ −∞,+∞  

Keywords: Schrődinger equation, spin zero, intrinsic structure of the Cox particle, Lobachevsky space, electric field, 
separation of variables, exact solutions, confluent Heun equation

Разделение переменных. В рамках теории обобщенных релятивистских волновых уравне-
ний В. Коксом была предложена [1] модель для скалярной частицы со спином нуль; изложение 
общего подхода к такого рода обобщенным уравнениям см. в работе [2]. В присутствии электро-
магнитных полей волновые уравнения с расширенными наборами представлений группы 
лоренца после исключения вспомогательных компонент приводят к уравнениям для минималь-
ного набора компонент, модифицированных дополнительными членами взаимодействия с внеш-
ними электромагнитными полями. Эти дополнительные взаимодействия обусловлены некоторой 
электромагнитной внутренней структурой, проявляющейся явно во внешних полях. Отметим, что 
в книге С. С. Швебера [3] обсуждается дополнительный дарвиновский член взаимодействия ска-
лярной частицы с внешним электрическим полем, который связан с распределением заряда по ко-
нечному объему частицы. Фактически, теория Кокса – это развитие старой идеи Дарвина.

В серии работ [4–8] исследовалось квантово-механическое поведение частицы Кокса во внеш-
них магнитном и электрическом полях в пространствах с неевклидовой геометрией: моделях 
лобачевского и Римана. В частности, было выведено обобщенное нерелятивистское уравнение 
Шредингера для частицы Кокса в этих моделях. 
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В настоящей работе мы исследуем нерелятивистскую частицу Кокса во внешнем электриче-
ском поле на фоне геометрии пространства лобачевского. После разделения переменных в обоб-
щенном уравнении Шредингера основное внимание уделено построению возможных решений 
уравнения по переменной z. Здесь действуют два фактора: более сложное электрическое поле  
и очень существенное в больших масштабах влияние геометрии пространства лобачевского.  
В конце работы исходная релятивистская 20-компонентная теория Кокса обобщается на случай 
присутствия внешних электромагнитного и гравитационного полей, выведена общековариант-
ная система уравнений типа Прока для скалярной частицы Кокса.

Используем обобщенные цилиндрические координаты xa = (t, r, φ, z): 
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Ниже будем использовать операторы
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Исходим из уравнения в виде 
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Вводим обозначение 

 2 2( ) ( ) ch chx E z z− −γ = Γ = γ .

Рассматриваем оператор из левой части уравнения (1): 
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и оператор из правой части уравнения (1): 
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так, для уравнения Шредингера находим представление 
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также выполним обусловленную физическими причинами [6] формальную замену iγ → γ и от-
метим, что два члена, пропорциональных ( ) ,zi zγ ∂  компенсируют друг друга. В результате при-
ходим к уравнению 
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Учтем подстановку для волновой функции (W – энергия в обычных единицах) 
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вводим обозначения: 
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при этом уравнение (2) дает 
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В этом уравнении переменные разделяются: 
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напоминаем, что γ(z) = γ / ch2z. Уравнение для Z(z) после преобразований примет вид 
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Это уравнение по переменной z намного сложнее того, которое было в случае плоского про-
странства; и оно свидетельствует о высокой чувствительности внутренней структуры частицы  
к геометрии фонового пространства. 

Решение уравнения по переменной r. В уравнении (4) сделаем замену переменных: 
(1 ch ) 2   [1 ),x r x= + / , ∈ , + ∞  тогда 
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Используя подстановку R = xa(1 – x)bF, при | | 2   | | 2a m b m= ± / , = ± /  придем к уравнению гипер-
геометрического типа с параметрами 
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Будем использовать решения, стремящиеся к нулю при r = 0: 

 2 ( 1 1 )F u F x= = α,β,α +β + − γ, − ;  (9)

когда a и b положительные: | | 2   | | 2a m b m= + / , = + / .  Полная радиальная функция определяет-
ся выражением 

 (1 ) ( 1 1 )a bR x x F x= − α,β,α +β + − γ, − .  (10)

Чтобы найти поведение решений на бесконечности r → +∞, воспользуемся одним из соотно-
шений Куммера 
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Следовательно, поведение решений при x → 1(r → +∞) задается равенством (здесь 4
rex ≈ ) 
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таким образом, по поперечной радиальной переменной построены решения, являющиеся 
стоячими волнами. Множитель e–r/2 является несущественным для вероятностной интерпрета-
ции волновой функции: .dW g ∗= − ψ ψ



      Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus, Рhysics and Mathematics series, 2017, no. 2, pp. 71–81 75

Анализ уравнения по переменной z. Исследуем уравнение по переменной z: 
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Уравнение сложное, пробуем его упростить, учитывая неравенство 1;| γ |<<  это позволяет полу-
чить приближенные соотношения
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Соответственно, уравнение (11) заменяем на более простое 
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Отсюда, пренебрегая пропорциональным Γ2 членом в выражении в квадратных скобках, получаем 
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Кроме того, очевидно, можно воспользоваться приближенным равенством 
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тогда приходим к еще более простому уравнению 
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Введем эффективный квадрат импульса 
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около точек 0, ±∞ он ведет себя так: 

 ( )2 2 20z P→ , ε − Λ − γ µ ,

 2 2( ) ( )z P z P→ +∞ , ε + ν , → −∞ , ε − ν .   (16)

Для анализа уравнения (14) вводим новую переменную

 2 (0 ) 2z d de x x x
dz dx

= , ∈ ,+∞ , = ,

 
2 2

2
2 2 2 2

1 4 14 4 th
1ch ( 1)

d d d x xx x z
dx xdz dx z x

−
= + , = , = ;

++

уравнение примет вид 
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Около точки x = 0 решения ведут себя так: 
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Исследуем точку x →∞. Делаем замену переменной X = x–1 и исследуем точку X = 0: 
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Из полученного легко находим асимптотику решений при X →0: 
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таким образом, имеем уравнение с двумя регулярными точками x = 0, x = ∞ и одной нерегу-
лярной точкой x = –1 ранга 2; последняя лежит вне физической области изменения координаты 

(0 ).x∈ ,+∞  Это уравнение можно преобразовать к виду конфлюэнтного уравнения Гойна [9–11]. 
Для этого введем переменную y = (x + 1)–1, уравнение примет вид 
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Отметим связь переменой y с исходной переменной z: 
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После разложения дробей на простые из (20) получаем 
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Исследуем точку y = ∞. Для этого перейдем к переменной Y = y–1: 
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Особая точка y = ∞ является нерегулярной ранга 2. таким образом, имеем уравнение со структу-
рой особых точек: [2]{0 1 }., ,∞

Введем подстановку Z = eAyyB(y – 1)CF(y). При ограничениях на параметры 

 1 1 1 12 1 1
2 2 2 2

A B C= ± µγ, = ± −ε − ν + , = ± −ε + ν +

получаем 

 
2

2
2 22

1
d F B C dFA

y y dydy
 

+ + + + − 

 1 4 ( ) 2 1 4 ( ) 2 0
2 2 1

B A C C A B F
y y

 − + ε − Λ + − ε + Λ
+ + = ; − 

 (22)

это каноническая форма уравнения для конфлюэнтной функции Гойна [11] 
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Физическим бесконечностям z = ±∞ соответствуют особые точки y = 0, 1. Решения этого уравне-
ния можно строить в виде степенных рядов либо по переменной y, либо по переменной (y – 1). 

Сходимость степенных рядов. Исходим из канонической формы конфлюэнтного уравнения (23). 
Построим основной степенной ряд в окрестности точки y = 0. Для этого запишем уравнение в виде 
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уравнение для H дает 

 1

2 2
( 1) ( 1)k k

k k
k k

k k d y k k d y
∞ ∞

−

= =
− − − −∑ ∑

 1 1 1

1 1 1 0 0
( ) 0k k k k k

k k k k k
k k k k k

t kd y t d c kd y c kd y d y ta d y
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ − +

= = = = =
− + + + − + λ − = .∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Меняем обозначения в индексах суммирования 

 1
2 1

( 1) ( 1)n n
n n

n n
n n d y n nd y

∞ ∞
+

= =
− − + −∑ ∑

 1 1
2 1 0
( 1) ( ) ( 1)n n n

n n n
n n n

t n d y t d c nd y c n d y
∞ ∞ ∞

− +
= = =

− − + + + − + +∑ ∑ ∑

 1
0 1

0n n
n n

n n
d y ta d y

∞ ∞
−

= =
+λ − = .∑ ∑
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Приравнивая нулю коэффициенты при всех степенях переменной y, получаем трехчленные ре-
куррентные соотношения: 

 1 00 0n c d d= , + λ = ;

 0 21 ( ) 2(1 ) 0n tad t c d c d= , − + + + + λ − + = ;
 ..........................................................

 1 1( 1 ) [ ( 1 ) ] ( 1) ( ) 0n n nt n a d n n t d c d n n c d− +− + − − + + + + λ + + + = .

Рекуррентное соотношение можно представить в виде 

 1 2( ) 0n n n n n nP d Q d R d+ +− + λ + = ,  (25)

где 

 ( 1 ) ( 1 ) ( 1) ( )n n nP t n a Q n n t d c R n n c= − + , = − + + + , = + + .

Рекуррентное соотношение переписываем в форме 

 1 2 1
2 2 2

1

1 1 1( ) 0n n n
n n n

n n n

d d dP Q R
d d dn n n
+ + +

+
− + λ + = ;

при устремлении n → ∞ получаем квадратичное уравнение 

 1 22

1
0 lim limn n

n nn n

d dr r r
d d
+ +

→∞ →∞ +
− + = , = = .

Отсюда заключаем, что согласно методу Пуанкаре – Перрона минимальный радиус сходимости 
степенного ряда равен 

 conv
1 1R
R

= = .
| |

таким образом, степенной ряд сходится в круге радиуса 1, т. е. во всей физической области ис-
ходной переменной ( ).z∈ −∞,+∞  аналогично можно построить и исследовать сходимость сте-
пенного ряда по переменной (y – 1). 

Неминимальное взаимодействие с внешними полями. Выполним обобщение теории Кокса 
на случай присутствия внешних электромагнитного и гравитационного полей. Исходим из пол-
ной системы уравнений первого порядка для 20-компонентной волновой функции для скаляр-
ной частицы Кокса [1]. Волновая функция включает скаляр, вектор, симметричный неприводи-
мый и антисимметричный тензоры второго ранга.

Учитываем внешние электромагнитное и гравитационное поля, поэтому в исходных уравне-
ниях Кокса все производные заменяем на общековариантые: 

 1 0Dβ
βλ Φ −µΦ = ,

 1 2 [ ] 3 ( ) 0D D D∗ α α
β αβ αβ βλ Φ + λ Φ −λ Φ −µΦ = ,

 2 [ ]( ) 0D D∗
α β β α αβλ Φ − Φ −µΦ = ,

 3 ( )
1 0
2

D D g D∗ ρ
α β β α αβ ρ αβ

 λ Φ + Φ − Φ −µΦ = , 
 

 (26)
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вспомогательные параметры λ1, λ2, λ3, подчинены условиям 

2 2 3 3 1 1 3 3
30 1
2

∗ ∗ ∗ ∗λ λ − λ λ = , λ λ − λ λ = ;  (27)

символ Dα обозначает удлиненную производную с учетом присутствия внешних электромагнит-
ного и гравитационного полей: e

cD i A Mcα α α= ∇ − , µ = .  
С помощью 3-го и 4-го уравнений в (1) исключаем тензоры 2-го ранга из двух оставшихся 

уравнений: 

1 0Dβ
βλ Φ −µΦ = ,  (28)

1 1
1 2 2 3 3 3 3

1( ) 0
2

D D D D D∗ − ∗ ∗ α − ∗ ρ
β β α β ρ βλ Φ −µ λ λ + λ λ Φ + µ λ λ Φ −µΦ = .  (29)

С учетом тождества 2 2 3 3 3 3( ) 2∗ ∗ ∗λ λ + λ λ = λ λ  уравнение (29) примет вид 

1 1
1 3 3 3 3

12 0
2

D D D D D∗ − ∗ α − ∗ α
β α β β α βλ Φ −µ λ λ Φ + µ λ λ Φ −µΦ = . (30)

Учитывая соотношение 

2( ) aeD D D D D D D D D D i F R
c

 α α α α α α β β α α β β α β α αβ αβ 
 

Φ = Φ + − Φ = Φ + − − Φ ,



уравнение (30) преобразуем в следующее: 

1 2 1
1 3 3 3 3

32 ( ) 0
2

eD i F R D D
c

 ∗ − ∗ α − ∗ α β αβ αβ β α β 
 

λ Φ +µ λ λ + Φ − µ λ λ Φ −µΦ = .

Учитывая (28), получим 

1 2
1 1 3 3 1 3 3 1

32 0
2

eD i F R D
c

 ∗ − ∗ α ∗ β αβ αβ β β 
 

λ λ Φ +µ λ λ + λ Φ − λ λ Φ −µλ Φ = .



С учетом 3
1 1 3 32 1∗ ∗λ λ − λ λ =  последнее уравнение приводим к виду 

1 2
3 3 1 12 0eD i F R

c
 − ∗ α β αβ αβ β 
 

Φ +µ λ λ + λ Φ −µλ Φ = .



Параметр λ1 может быть внесен под знак волновой функции так: λ1Φβ → Φβ; в результате по-
лучаем систему уравнений 

2

3 30 (2 ) 0eD D i F iR
Mc c

 β ∗ α β β βα βα β 
 

Φ −µΦ = , Φ − λ λ + Φ −µΦ = .




(31)

Эти уравнения можно переписать компактнее: 

0 ,cD D F i R
e

 β α β β βα βα β 
 

Φ = µΦ = , Φ = λ + Φ +µΦ
  (32)

где 
2

3 3(2 ).e i
Mc c

∗λ = λ λ
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В отсутствие электромагнитного поля уравнения (7) упрощаются: 

( ) ( )cD D i R x g x
e

β α
β β βα βα

 Φ = µΦ, Φ = λ +µ Φ , 
 
  (33)

это чисто геометрическая модификация системы уравнений Прока для скалярной части-
цы Кокса. 
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