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О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ БЕКЛУНДА СТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ  
ИЕРАРХИИ ВТОРОГО УРАВНЕНИЯ ПЕНЛЕВЕ

Аннотация. Рассматриваются аналитические свойства решений первых трех стационарных уравнений иерар-
хии второго уравнения Пенлеве. Для уравнения второго порядка показано, что преобразование Беклунда в общем 
случае определяет формулу теоремы сложения для эллиптической функции Вейерштрасса. Для уравнений четвер-
того и шестого порядка построено преобразование Беклунда и специальные классы решений. Установлено, что при 
некотором соотношении между параметрами множество решений первого члена стационарной иерархии является 
подмножеством множества решений второго члена, а множество решений второго члена иерархии вкладывается во 
множество решений уравнения шестого порядка стационарной иерархии второго уравнения Пенлеве.
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ON BÄCKLUND TRANSFORMATIONS TO STATIONARY EQUATIONS  
IN HIERARCHY OF THE SECOND PAINLEVÉ EQUATION

Abstract. The analytical properties of solutions to stationary equations of the second and fourth orders in the hierarchy 
of the second Painlevé equation are considered. For the second-order equation, it is shown that the Bäcklund transformation 
in the general case determines the formula of the addition theorem for the Weierstrass elliptic function. For the fourth and 
sixth-order equations, Bäcklund transformations and special classes of solutions are constructed. It has been established that, 
for a certain relationship between the parameters, the set of solutions to the first term of the stationary hierarchy is a subset of 
solutions to the second term and the set of solutions to the second term of the hierarchy is a subset of solutions of the six-order 
equation of the stationary hierarchy of the second Painlevé equation.
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Введение. Преобразования Беклунда являются мощным инструментом построения и исследо-
вания аналитических свойств решений нелинейных дифференциальных уравнений [1–5]. В част-
ности, для уравнений Пенлеве и их высших порядков они позволили построить различные классы 
специальных решений, а для самих уравнений Пенлеве – доказать их трансцендентность [6, 7].

В настоящей работе рассмотрим уравнения

 
32 ( ) ,w w kz p w′′ = + + + α  (1)

 
(4) 2 2 5 310 10 ( ) 6 ( 2 ) ( ) ,w w w w w w w w kz p w′′ ′ ′′= + − − β − + + + α  (2)
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где s1, s2, k, p, α – параметры, которые при k = 1, p = 0 (без ограничения общности k ≠ 0) есть пер-
вые 3 члена иерархии второго уравнения Пенлеве [2 ]

2 .nP  Исследованию свойств решений урав-
нений иерархии [2 ]

2
nP  посвящено много работ. В частности, для иерархии [2 ]

2
nP  известно преоб-

разование Беклунда (см., напр., [8]), которое позволило построить решения, выражающиеся че-
рез классические трансцендентные функции и рациональные решения.

Ниже будем рассматривать стационарные версии уравнений (1)–(3), т. е. будем считать k = 0, 
и уравнения в этом случае будем соответственно обозначать (1′)–(3′). Однако прежде заметим, 
что уравнения (1)–(3), как в случае k ≠ 0, так и в случае k = 0, допускают дискретную симметрию

 : ( , ) ( , ),S w t w tα → − −α  (4)
при этом остальные параметры остаются неизменными.

Локальные свойства решений. Доминантные члены, определяющие порядок подвиж-
ных полюсов решений уравнений (1)–(3), одни и те же, как в случае k = 0, так и в случае k ≠ 0. 
Следовательно, решения уравнения (1′) могут иметь лишь простые полюса с разложением реше-
ния в окрестности z = z0:

2 3 4

5
( ) ,

6 4 24
k

k
k

p pw z t t ht t c t
t

∞

=

ε ε α α
= − − + + + ∑

где ε2 = 1, t = z – z0, h – произвольная постоянная и все ck, k ≥ 5, однозначно определяются через α, p, h. 
Для непостоянного рационального решения уравнения (1′) бесконечно удаленная точка z = ∞ 

может быть точкой голоморфности с разложением
4 2
0

0 2 3 3 4
50 0

1 1 3( ) ,
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где 3 2
0 04 ,   6с p c     и все ck, k ≥ 5, однозначно определяются через c0, h, c0 ≠ 0. Также разложе-

ние решения в окрестности z = ∞ может имеет вид
1 2 2 3 2( ) ,     1,w z z hz h z− − −= ε + ε + ε + ε =

который определяет решение / ( )w z h= ε −  при 20,  1.pα = = ε =
Для решений уравнения (2′) подвижные полюсы могут быть простыми с разложением реше-

ния в окрестности z = z0:

2
1 2

3
( ) ,k

k
k

w t h t h t c t
t

∞

=

ε
= + + + ∑

где ε2 = 1, t = z – z0, c5 = h3, h1, h2, h3 – произвольные постоянные и все ck, k ≥ 3, однозначно опре-
деляются через h1, h2, h3 и параметры α, β, p. 

Решения уравнения (2′) могут иметь подвижные полюсы первого порядка с вычетом ±2 и раз-
ложением решения в окрестности z = z0:

2
3 4 5

6

2 (90 13 )( ) ,
30 12600 144

k
k

k

pw t t t t ht c t
t

∞

=

ε εβ ε + β α
= + + + + + ∑

где ε2 = 1, t = z – z0, h – произвольная постоянная и ck, k ≥ 6, однозначно определяются через h, α, β, p. 
Решения уравнения (3′) могут иметь подвижные полюсы первого порядка с вычетами ±1, ±2, 

±3. Такой характер решений реализуется, в частности, для рациональных решений. 
Рациональные решения. Прежде всего заметим, что каждое из уравнений (1′)–(3′) помимо по-

стоянного решения имеет решение / ( )w z h= ε −  при 20,  1pα = = ε =  – произвольное. Уравнение (2′) 
имеет решение / ( )w z h= ε −  при 20,  4,pα = = β = ε =  h – произвольное. Уравнение (3′) имеет ре-
шение / ( )w z h= ε −  при 2

2 0,   4p sα = = = ε =  и при 2
1 2 0,  9.p s sα = = = = ε =  

Уравнения (1′) и (2′) также имеют рациональное решение 
1 1w a

z b z c
= + −

− −
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соответственно при значениях параметров уравнения (1′) 3 24 ,   6 ,   1 / ,   0,a p a b c a aα = = − = + ≠  
и параметров уравнения (2′) 5 2 4 216 ,   10 ,   30 ,   1 / ,   1,   0.a a p a b c a aα = β = = − = + ε = ≠

Уравнение (2′) имеет постоянное решение w = a при 3 52 6ap a aα = − − β +  и решение 

1 1 2w a
z b z c z d

 = − − + ε − − − 

при 5 2 4 216 ,   10 ,   30 ,   ( 3) / (2 ),   1,   0.a a p a b c i a aα = ε β = = − = − ε = ≠
У уравнения (2′) есть также рациональное решение, имеющее 3 различных полюса с вычетом 

1 и 3 различных полюса с вычетом –1. В силу громоздкости мы не приводим его в явном виде. 
Пример такого решения представлен в [9, с. 399]. Заметим, что построение рациональных реше-
ний уравнений (1′)–(3′) можно реализовать с помощью преобразований Беклунда. 

Преобразования Беклунда. Для уравнения (1′) преобразование Беклунда известно.
Те о р е м а  1  [10]. Пусть ( , , )w w z p= α  – решение уравнения (1′) при фиксированных значени-

ях параметров α, p. Тогда преобразование

 
2

2:
2 2

T w w w
w w p

α
→ = −

′ − −


 
(5)

определяет решение ( , , )w w z p= α    при значениях параметров ,  .p pα = −α = 

Обратное преобразование к T, позволяющее по решению ( , , )w w z p= α    построить решение w, 
имеет вид

1
2

2: ,
2 2

T w w w
w w p

− α
→ = −

′ − −



 

  

так что TT  –1 = I. При этом также легко проверяются соотношения T  2 = S2 = I. Однако заметим, 
что преобразования 

1 2: ( , , ) ( , , ),     : ( , , ) ( , , )TS w z p w z p ST w z p w z pα → α α → α

определяют автопреобразования уравнения (1′), так как они позволяют строить различные реше-
ния для одних и тех же параметров. При этом решения w, w1, w2 различны, потому что имеют 
в общем случае различные начальные данные.

П р и м е р  1. Функция 

( )2
0 1 / 1 3 th( 3 / 4)w z = − 

 

есть решение уравнения (1′) при 1 / 8,   3 / 4pα = − = −  с начальными данными ( )0 0(0), (0) (1,0).w w′ =  
Тогда решение 0w Tw=  уравнения (1′) при 1 / 8,   3 / 4pα = = −  имеет вид

( )2

0
2 ch( 3 / 2) 2

.
21 32ch( 3 / 2) ch( 3 ) 12 3sh( 3 / 2)

z
w w

z z z

−
= +

− + +


При этом «новые» решения 1 0w STw Sw w= = = −   и 2 0 0( , 3 / 4, 1 / 8) ( )w z TSw T w− − = = −  для пара-
метров 1 / 8,   3 / 4pα = − = −  имеют соответственно начальные данные ( )1 1(0), (0) ( 4 / 5,9 / 25)w w′ = −  
и ( )2 2(0), (0) ( 4 / 5, 9 / 25).w w′ = − −  

Покажем, что преобразование (5) в общем случае определяет формулу теоремы сложения 
для эллиптической функции Вейерштрасса [11, с. 306].

Умножая (1′) на 2w′ и интегрируя, находим первый интеграл

 
2 4 2( ) 2 .w w pw w C′ = + + α +  (6)

В (6) положим w = 1/u. Тогда имеем уравнение

 
2 4 3 2( ) 2 1.u Cu u pu′ = + α + +  (7)
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Переформулируем утверждение теоремы 1 для уравнения (7).
Те о р е м а  2. Пусть u = u(z) решение уравнения (7) при некоторых фиксированных значениях 

параметров C, α, p. Тогда функция 

 

4

1 2 3
2( )

2 2 2
uu z u

pu u u
α

= −
′+ + α +  

(8)

является решением уравнения (7) при α1 = –α и тех же значениях параметров C, p.
Далее будем считать α ≠ 0, так как из (8) при α = 0 имеем 1( ) ( ).u z u z=  Рассмотрим случай 

C = 0 и случай различных корней ej правой части в уравнении (7). В случае наличия кратных 
корней ej уравнение интегрируется в элементарных функциях. Выполнив замену

 1 2 1 2,     2 / ,     / (6 ),u s v s s s p= + = − α = − α  (9)

приведем уравнение (7) к канонической форме

 
2 3

2 3( ) 4 ,v v g v g′ = − −  (10)

где инварианты имеют вид

 

2 3
2

2 3
1 ,     .

12 4 216
pg p g α

= − = − −
 

(11)

При этом общее решение уравнения (10) имеет вид 2 3( ) ( , , ),v z z K g g=℘ +  где 2 3( , , )z g g℘  – эл-
липтическая функция Вейерштрасса с инвариантами g2, g3, а K – постоянная интегрирования. 
Следовательно, решение уравнения (6) при C = 0 в рассматриваемом случае можно записать в виде

2 3

6( ) .
12 ( , , )

w z
z K g g p

α
= −

℘ + +

В силу теоремы 2 и замены (9), если известно решение v = v(z) уравнения (10), то новое реше-
ние этого уравнения можно построить по формуле

 

4

1 2 3 2 3
1 ( 12 )( ) ( 6 )
6 24(108 18 864 216 )

p vv z p v
p p v v v

−
= − +

′α + − + + α  
(12)

при α1 = –α. Следовательно, если ( )v z=℘  с инвариантами (11), то существует постоянная K1, та-
кая что 1 1 2 3( ) ( , , ),v z z K g g=℘ +  так как g2, g3 – инвариантны при α → –α. Раскладывая в ряд 
в окрестности z = 0 левую и правую части (12), для определения постоянной K1, соответствую-
щей решению v1(z), находим

 1 1( ) / 6,     ( ) / 2.K p K′℘ = − ℘ = α  (13)

Освободимся от производной в знаменателе, умножив числитель и знаменатель на сопряженный 
по производной знаменатель. После преобразования имеем

( ) ( )( )
( )

2
1 1 1 1

1 1 2
1

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )
( ) ( ) ( ) .

4 ( ) ( )

K K z K z K z
z K K z

K z

′ ′ ′℘ ℘ −℘ − ℘ −℘ ℘ + ℘
℘ + = −℘ −℘ +

℘ −℘

Заменяя в числителе 3
1( )K℘  и 3( )z℘  их выражениями через производные из уравнения (10), на-

ходим
2

1
1 1

1

1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,
4 ( ) ( )

K zz K K z
K z

′ ′ ℘ −℘
℘ + = −℘ −℘ +  ℘ −℘ 

где 1 1( ),  ( )K K′℘ ℘  определяются (13), что и определяет формулу теоремы сложения для эл-
липтической функции ρ(z) с инвариантами (11).

Рассмотрим уравнение (7) в случае C ≠ 0, α ≠ 0 и случай различных корней ej правой части 
в уравнении (7). В случае наличия кратных корней правой части (7) относительно u(z) уравнение 
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интегрируется в элементарных функциях. Приведем уравнение (7) в этом случае к каноническо-
му виду.

Пусть e1 = r – один из корней ej. Тогда можно считать

 
2 3 4( 1 2 ) / .C pr r r= − − − α  (14)

В уравнении (7) выполним замену ( )1 2( ) 1 / ( ) ,u z r s v z s= + +  где 
2 3

1 22 3 2 3
2 6 5 6,      .

2 6 (2 )
r pr rs s

pr r r pr r
+ + α

= − = −
+ + α + + α

Тогда для определения функции v(z) имеем уравнение (10), где инварианты 

 

2 3 2 3 2

2 32 4 4 2
1 2 ,     .

12 4 216 36 6
p p r p p p pg g

rr r r r
+ α α α

= − − = − − − − −
 

(15)

Пусть сейчас ( ) ( )v z z=℘  с инвариантами (15). Тогда новое решение u1(z) уравнения (10) 
в силу теоремы 2 можно получить по формуле (8), где ( )1 1 1 2( ) 1 / ( ) .u z r s v z s= − + − −  При этом 

1 1( ) ( )v z z K=℘ +  определяется соотношением 

   

((
)

( ))

4 2 2 4 3 2 8 3 2 2 4 3 6
1

2 3 3 6 2 5 2

2 4 2 3 3 6 2 3 2 3

( ) 432 (12 4 3 21 ) ( ) 3456 ( ) 144 ( ) 11

12 ( 2 ) 18( 2 4 ) 12 (2 3 ) ( ) (6 )

306 108 (5 6 ) 216(1 2 2 ) 144 (6 5 6 ) ( ) /

/ 24

v z r pr p r r v z pr v z r v z p r p r

pr r r r r p r v z pr

p r pr r r r r pr r v z

r

= + + − α − − + +

′+ − + α + − − α + α + + α + + ×

′× + + α + + α + α + + + α

((
( )))

4 3 4 3 4 2 2 2

4 3 3 2 2 4 3 3

36 144 108 864 ( )

864 ( ) 72 (2 3 ) ( ) 18 ( ) 12 28 18 18 ( ) .

p p r pr r r v z

r v z r p r v z v z pr p r r r v z

+ + α + α + +

′ ′+ + + α − − − + − α −
 

(16)

В приведенных формулах свободными параметрами являются p, α, r, а C определяется (14). 
Раскладывая в ряд в окрестности z = 0 левую и правую части (16) для определения постоян-
ной K1, соответствующей решению v1(z), имеем (13). При этом аналогичными преобразованиями, 
как и в случае C = 0, убеждаемся, что соотношение (16) определяет формулу теоремы сложения 
для функции 1( )z K℘ +  с инвариантами (15).

Те о р е м а  3. Преобразование Беклунда (8) для уравнения (7) при α ≠ 0 с различными корнями 
правой части определяет формулу теоремы сложения для эллиптической функции ( )z℘  с инва-
риантами (11) при C = 0, а в случае C ≠ 0 для эллиптической функции ( )z℘  – с инвариантами (15) 
и постоянной K1, определяемой (13).

Построим преобразование Беклунда для уравнения (2′). Запишем уравнение (2′) в виде экви-
валентной системы

 
2 ,      2 0,w q w w′ ′= + ψ + ψ − α =  (17)

где функция ψ определяется соотношением

 ( ) 2( ) 3 / 2.q z q q q p′′ψ = + + β −  (18)

Заметим, что система (17) является стационарной версией аналогичной системы из [8]. Исключая 
из (17) q(z) относительно w(z), имеем уравнение (2′). Если же из системы (17) исключить w(z), то 
имеем уравнение 4-го порядка относительно q(z):

 

2 2
(4) ( )( ) 2 0,

2 2
q z q

′ψ α′′= ψ − + ψ + =
ψ ψ  

(19)

которое имеет дискретную симметрию

 0 ˆˆˆ ˆ: ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ).S q z p q z p q z pα β → α β = −α β  (20)
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Используем преобразование (20) и соотношение между w и q из системы (17) для построения 
преобразования Беклунда уравнения (2′).

Пусть ( , , , )w w z p= α β  – решение уравнения (2′) при фиксированных значениях параметров α, 
β, p. «Новое» решение ( , , , )w w z p= α β    будем строить по схеме 

 ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )w z p q z p q z p w z pα β → α β → −α β → −α β  (21)

или в явной форме 2: / ( ),T w w w w w′→ = − α ψ −  где 2( )w w′ψ −  определяется (18). Следова тель-
но, справедлива

Те о р е м а  4. Пусть ( , , , )w w z p= α β  – решение уравнения (2′). Тогда функция ( ),w z  где

 
2 2 2 2

: ( ) ( ) ,
( ) 3( ) ( ) / 2

T w z w z w
w w w w w w p

α
→ = −

′′′ ′ ′− + − + β − −


 
(22)

есть решение уравнения (2′) при ,   ,   .p pα = −α β = β =

 

Заметим, что если α = 0, то .w w=  Далее считаем α ≠ 0. Рассматривая схему (21) в обратной 
последовательности, находим обратное преобразование

1 2: / ( ).T w w w w w− ′→ = − α ψ −   

Так же, как и для уравнения (1′), имеем 1 2 2 ,T T T S I− = = =  где преобразования T, S для урав-
нения (2′) определяются соответственно (22) и (4). При этом преобразования T и S не комму-
тируют, а преобразования TS и ST определяют автопреобразования уравнения (2′), так как они 
позволяют строить «новые» решения для исходных параметров.

П р и м е р  2. Функция

 
1 1

0 1 ( 2) ( 1)w z z− −= + − − −  (23)

есть решение (2′) при ( , , ) (4,7, 12).pα β = −  Тогда функция 
1 1

0 1 ( 2) ( 3)Tw z z− −= − + − − −

есть решение (2′) при ( , , ) ( 4,7, 12).pα β = − −
Применим преобразование ST к решению (23). Тогда 

1 1
1 0 1 ( 2) ( 3)w STw z z− −= = − − + −

есть решение при ( , , ) (4,7, 12).pα β = −  После n-кратного последовательного применения преоб-
разования ST имеем 

0
1 1( ) 1 .

1 2
n

nw ST w
z n z n

= = − +
− − − −

Применим преобразование TS к решению (23). Тогда
1 1

1 0 1 ( 1)y TSw z z− −= = − + −

при ( , , ) (4,7, 12).pα β = −  После n-кратного последовательного применения преобразования TS 
имеем

0
1 1( ) 1

1 2
n

ny ST w
z n z n

= = − +
+ − + −

при ( , , ) (4,7, 12).pα β = −  Решения wn и yn, n ≥ 1, различные, так как имеют различные полюсы, 
т. е. преобразования TS и ST определяют две бесконечные серии решений для параметров 
( , , ) (4,7, 12).pα β = −

Система (17) эквивалентна уравнению (3′) с функцией 

( ) (4) 3 2 2
2 1 1( ) 10 3 5( ) (10 ) / 2.q z q q qs q s q q s q p′ ′′ψ = + + + + + + −
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Повторяя аналогичные рассуждения, как и для уравнения (2′), убеждаемся в справедливости 
следующего утверждения, определяющего преобразование Беклунда для уравнения (3′).

Те о р е м а  5. Пусть 1 2( , , , , )w w z s s p= α  – решение уравнения (3′). Тогда функция ( ),w z  опре-
деляемая

2
(4) 3 2 2

2 1 1
: ( ) ( ) ,     ,

10 3 5( ) 10( ) / 2
T w z w z w q w w

q q qs q s q q s p
α ′→ = − = −

′+ + + + + + −


есть решение уравнения (3′) при 1 1 2 2,   ,   ,   ,   .s s s s p pα = −α = = β = β =

   

Уравнение (2′) в общем случае интегрируется в гиперэллиптических функциях [9]. Покажем, 
что множество решений уравнения (1′) является подмножеством решений уравнения (2′), а мно-
жество решений уравнения (2′) вкладывается в множество решений уравнения (3′). Однако пре-
жде предположим, что уравнения (1′)–(3′) имеют параметры соответственно с индексами 1–3. 
Также заметим, что уравнение (2′) допускает первый интеграл

 
2 2 2 4 6 2

12 ( ) (10 )( ) 2 2 .w w w w w w w w pw C′ ′′′ ′′ ′= + − β + β + α − + +  (24)

Те о р е м а  6. 1. Пусть 1 1( , , )w w z p= α  – произвольное решение уравнения (1′) при фиксиро-
ванных значениях параметров с начальными данными 0 0 0 0( ) , ( ) .w z w w z w′ ′= =  Тогда оно также 
есть решение уравнения (2′) при выполнении условий

 
2

2 1 1 2 2 1 1 2( ),     2 ,p p C p pα = α + β = + + β  (25)

где 2 4 2
0 0 1 0 1 0( ) 2 .C w w p w w′= − − − α

2. Пусть 2 2 2( , , , )w w z p= α β  – произвольное решение уравнения (2′) при фиксированных зна-
чениях параметров. Тогда оно также есть решение уравнения (3′) при выполнении условий

 3 2 1 2 3 1 2 1 2 2 2 1 2 2( ),      2 ( ),      ( ) ,s p C p s s s pα = α − β = + − β = β − β −  (26)

где постоянная C1 определяется начальными данными решения w в соответствии с (24).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя уравнение (1′), находим

 
2 (4) 2 2

1 16 ,      12 ( ) (6 ) .w w w p w w w w w p w′′′ ′ ′ ′ ′′= + = + +  (27)

Подстановка производной w′ из первого интеграла (6), w″ – из (1′), а w‴, w(4) – из (27) в уравне-
ние (2′) при выполнении условий на параметры (25) обращает уравнение (2′) в тождество, откуда 
и следует первое утверждение теоремы. Аналогично, используя первый интеграл (24) уравне-
ния (2′), доказывается второе утверждение теоремы. 

Примером вложения решений может служить решение уравнения (1′) из примера 1 и приве-
денные выше рациональные решения уравнений (1′) и (2′). 
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