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1. В данной статье предлагаются алгоритмы приближенного решения сингулярного инте-
грального уравнения первого рода со специальной правой частью 

 2

1 ( , ) 1 1= ( , ) ln ln , ( , ) = ( 1,1) ( 1,1),
( )( ) 1 1D

t x ydtd f x y x y D
t x y x y
j τ - -

τ ∈ - × -
p - τ - + +∫∫   (1)

где ( , )f x y -  заданная функция, непрерывная по Гельдеру в D , j-  искомая функция в двух 
классах функций. 

Уравнение  применяется в аэроупругости [1]. Решение указанного уравнения зависит от 
класса функций, в котором оно разыскивается [2, 3]. 

Уточним определения классов функций по Мусхелишвили.
Мы говорим, что функция ( , ) ( 1) ( 1),x y h hj ∈ - × -  если она в любой замкнутой области из D, 

не содержащей граничных точек, принадлежит классу Гельдера, а вблизи граничных точек 
представима в виде 1 2

0( , ) = ( 1) ( 1) ( , ),x y x y x ya aj - - j  где 0 1 2( , ) , 1 < , 0.x y Hj ∈ - a a ≤
Функция ( , ) (1) (1),x y h hj ∈ ×  если она в любой замкнутой области из D, не содержащей 

граничных точек, принадлежит классу Гельдера, а вблизи граничных точек представима в виде 
1 2

0( , ) = ( 1) ( 1) ( , ),x y x y x ya aj + + j  где 0 1 2( , ) , 1 < , 0.x y Hj ∈ - a a ≤
2. Пусть решение уравнения (1) разыскивается в классе функций ( , ) ( 1) ( 1),x y h hj ∈ - × -  тогда 

оно имеет вид [3] 

 2

1 1 1 1 1 1 1( , ) = ( , ) ln ln .
1 1 1 1 1 1 ( )( )D

x y t t dtdx y f t
x y t t t x y

+ + - - τ - - τ τ
j τ

- - p + + τ + + τ - τ -∫∫   (2)

Для построения приближенного решения уравнения (1) в заданном классе aппроксимируем 
функцию ( , )f x y  интерполяционным многочленом , ( , )n mf x y , построенным по узлам – нулям 
многочлена Чебышева первого рода.

Приближенное решение , ( , )n m x yj  уравнения (1) найдем как точное решение уравнения 

 , ,2

1 1 1( , ) = ( , ) ln ln , 1 < , < 1.
( )( ) 1 1n m n m

D

dtd x yt f x y x y
t x y x y

τ - -
j τ -

p - τ - + +∫∫   (3)

Выполним далее обращение уравнения  в заданном классе и получим 

 , ,2

1 1 1 1 1 1 1( , ) = ( , ) ln ln .
1 1 1 1 1 1 ( )( )n m n m

D

x y t t dtdx y f t
x y t t t x y

+ + - - τ - - τ τ
j τ

- - p + + τ + + τ - τ -∫∫   (4)

При построении вычислительной схемы методом ортогональных многочленов будем исполь-
зовать следующие квазиспектральные соотношения для сингулярного интеграла со степенно-
логарифмической особенностью, полученные в [4, 5] для ( 1,1)x∈ -  и 0k ≥ : 
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1

1
1

1
12 2

2 1 2
=1 =0 =1 =0

1 1 1 1ln ( ) = ( ) 4 ( )
1 1 1

8 8 4( ) ( );
2 1 2 1 2 1

k k k

k k
j j

k j k j
j m j m

t t dt xU t U x U x
t t t x x

U x U x
m m j

-
-

-   
   -   

- - -

- - -
-p + -

p + + - +

 
- + - + + + 

∫

∑∑ ∑ ∑
  (5)

 

1

1
1

1
2 2

2 1 22
=1 =1

1 1 1 1ln ( ) = ( ) 2 ( )
1 1 1

4 8( ) ( );
2 1 4 1

k k k

k k

k j k j
j j

t t dt xT t T x U x
t t t x x

jU x U x
j j

-
-

-   
      

- - -

- - -
-p + -

p + + - +

- +
- -

∫

∑ ∑
  (6)

 

2
1 2

0
2 2

=01

1
2

0
1 2

=0 =0

1 1 1 1ln ( ) = ( ) ( )
1 1 1

8 4( ), = , = ;
2 1 2 1

k

k k j k j
j

k
j

j k j j j j
j m

t t dt xT t T x T x
t t t x x

T x
m j

- 
  

- -
-

- 
  

- -

- - -
-p + a -

p + + - +

-
- β a β a +

+ +

∑∫

∑ ∑

  (7)

 

2
1 2

0
2 2

=01

1
2

0
1 2 0 1

=0 =0

1 1 1 1ln ( ) = ( ) ( )
1 1 1

16( 1 )( ), = , = 8, = ( )/2, > 0,
2 1

k

k k j k j
j

k
j

j k j j j j j
j m

t t dt xU t U x T x
t t t x x

j mT x j
m

- 
  

- -
-

- 
  

- - -

- - -
-p + δ -

p + + - +

- + -
- g δ g - g δ + δ

+

∑∫

∑ ∑

  (8)

где ( ), ( )k kT x U x - многочлены Чебышева первого и второго рода соответственно,

 0
0 1 1 1 1 0

=0

1 .
2

m

j m j m m m m
j

T T T T T- - -r ≡ r + r + + r + r∑   

Для построения интерполяционного многочлена , ( , )n mf x y  введем обозначения: 

 

1, 0,2 1 2 1cos , 1,2, , 1, cos , 1,2, , 1,
2, 1.2 2 2 2k k p

pk kx k n y k m
pn m
=- -

= p = … + = p = … + ζ =  ≥+ + 
 
 

Пусть [6] 

 
1 1

* *
, , ,

=0 =0 =1 =1

1( , ) ( , ) = ( ) ( ), = ( ) ( ) ( , ).
( 1)( 1)

n m n m

n m i j i j i j i i p j j r p r
i j p r

f x y f x y f T x T y f T x T y f x y
n m

+ +

≈ ζ ζ
+ +∑∑ ∑ ∑   (9)

Применяя в (4) свойство линейности интеграла и переходя от кратных интегралов к повтор-
ным, используя (7) и учитывая (9), из (4) получим равенство

 

2 1
2 2

0 0
, 2 2 1 2

=0 =0 =0 =0

2 1
2 2

0 0
2 2 1 2

=0 =0

1( , ) = ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 ( ) ( )
1

i i
n m

n m i p i p p i p j
i j p p

j j

p j p p j p
p p

xx y T x T x T x T y
x

y T y T y f
y

- -   
      

- - - -

- -   
      

- - - -

  
 +  j - p + a - β -p +  -      

 
+  + a - β  -   

∑∑ ∑ ∑

∑ ∑ *
,

=0

8 4, = , = .
2 1 2 1

p

i j p p p
m m p

-
a β a +

+ +∑

  (10)
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Используя (6) и учитывая (9), из (4) получим другое равенство: 

 

1
2 2

, 1 2 2
=0 =0 =0 =1

1
2 2

*
1 2 2 ,

=0 =1

1( , ) = ( ) ( ) ( ) ( )
1

2,
1 ( ) ( ) , =
1

i i
n m

n m i p i p p i p j
i j p p

j j

p j p p j p i j p
q p

xx y T x U x U x T y
x

p
y U y U y f
y

-   
      

- - -

-   
      

- - -

   
 +   j -p + δ + g × -p +   -      

 
+  + δ + g δ -   

∑∑ ∑ ∑

∑ ∑ 2

= 0,
8 4, > 0, = .

4 1 2 1p
p p

p p


 - g

- -


  (11)

Пусть далее 

 

*
, ,

=0 =0

1 1
*
, 2 2

=1 =1

( , ) ( , ) = ( ) ( ),

1, = 0, 2, 1, = 0, 2,= =
0, = 1, , 0, = 1, ,

1= ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( , ).
( 1)( 1)

n m

n m i j i j
i j

i j

n m

i j i p i i p j r j j r p r
p r

f x y f x y f U x U y

i n j m
i n n j m m

f T x T x T y T y f x y
n m

+ +

+ +

≈

 - - σ σ 
- -  

- σ -σ
+ +

∑∑

∑ ∑

  (12)

По аналогии с (10), (11), используя (5) и учитывая (12), из (4) получим для , ( , )n m x yj  равенство 

 

2 1
2 2

, 2 2 1 2
=0 =0 =0 =0

2 1
2 2

*
2 2 1 2 ,

=0 =0

1( , ) = ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 ( ) ( )
1

i i
n m

n m i p i p p i p j
i j p p

j j

p j p p j p i j
p p

xx y U x U x U x U y
x

y U y U y f
y

- -   
      

- - - -

- -   
      

- - - -

   
 +   j -p + a - β -p +   -      

 
+  + a - β  -   

∑∑ ∑ ∑

∑ ∑
=0

8 4, = , = .
2 1 2 1

p

p p p
m m p

-
a β a +

+ +∑

  (13)

Используя (8) и учитывая (12), из (4) получим решение уравнения в таком виде: 

 

1 2
2 2

0 0
, 1 2 2 2

=0 =0 =0 =0

1 2
2 2

0 0
1 2 2 2

=0 =0

1( , ) = ( ) ( ) ( )
1

1( ) ( ) ( )
1

i i
n m

n m i p i p p i p
i j p p

j j

j p j p p j p
p p

xx y U x T x T x
x

yU y T y T y
y

- -   
      

- - - -

- -   
      

- - - -

  
 +  j -p + - g + δ ×  -     

  
 +  × -p + - g + δ  -     

∑∑ ∑ ∑

∑ ∑ *
,

1
0

=0

,

16( 1 )= , 0, = 8, = , > 0.
2 1 2

i j

p
p p

p p
m

f

p m p p
m

-




δ + δ- + -
δ ≥ g - g

+∑

  (14)

Приведем оценки погрешности приближенного решения эквивалентных  вычислительных 
алгоритмов (10), (11) и (13), (14).

Мы говорим, что функция ( , ) , 0,rf x y W H rµ∈ ≥  если она по каждой переменной имеет 
производные до порядка r  и r -я производная из класса ( ), 0 < 1H µ µ ≤ .

На основании (2) и (4) с учетом оценки сингулярного интеграла со степенно-логарифмической 
особенностью, указанной в [7, 8], имеет место

Т е о р е м а  1.  Пусть функция ( , ),f x y  являющаяся правой частью уравнения (1), при надле
жит классу , 0, 0 < 1.rW H rµ ≥ µ ≤  Пусть далее ( , )f x y  аппроксимируется интер поля ционными 
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многочленами (9) или (12) по узлам Чебышева первого рода, ,( , ), ( , )n mx y x yj j  означают соответ
ственно точное и приближенное решения уравнений (1) и (3) в классе функций ( 1) ( 1)h h- × - . 
Тогда 

 

4

1,

( )ln(1 )(1 ) , [ , ] ( 1,1), [ , ] ( 1,1).( , ) ( , ) rn m

kx y M x yx y x y k +µ
∞

- - ≤ ∈ -δ δ ⊂ - ∈ -g g ⊂ -j -j

Здесь min( , ),k n m=   константa M1 не зависит от k.  Д о к а з а т е л ь с т в о   проводится по 
схеме работы [8].

3. Рассмотрим далее решение уравнения (1) в классе ( , ) (1) (1).x y h hj ∈ ×   
Как и ранее, при построении вычислительных схем методом ортогональных многочленов 

будем использовать следующие квазиспектральные соотношения, полученные в [4, 5] для 
( 1,1)x∈ -  и k ≥ 0: 

 

1

1
1

1
12 2

2 1 2
=1 =0 =1 =0

1 1 1 1ln ( ) = ( ) 4 ( )
1 1 1

8 8 4( ) ( );
2 1 2 1 2 1

k k k

k k
j j

k j k j
j m j m

t t dt xU t U x U x
t t t x x

U x U x
m m j

-
-

-   
   -   

- - -

+ - +
-p - -

p - + - -

 
- - - + + + 

∫

∑∑ ∑ ∑
 (15)

 

1

1
1

1
2 2

2 1 22
=1 =1

1 1 1 1ln ( ) = ( ) 2 ( )
1 1 1

4 8( ) ( );
2 1 4 1

k k k

k k

k j k j
j j

t t dt xT t T x U x
t t t x x

jU x U x
j j

-
-

-   
      

- - -

+ - +
-p - -

p - + - -

- -
- -

∫

∑ ∑
 (16)

 

2 1
1 2 2

0 0
2 2 1 2

=0 =01

=0

1 1 1 1ln ( ) = ( ) ( ) ( ),
1 1 1

8 4= , 0, = , 0;
2 1 2 1

k k

k k j k j j k j
j j

j

j j j
m

t t dt xT t T x T x T x
t t t x x

j j
m j

- -   
      

- - - -
-

+ - +
-p + a + β

p - + - -

-
a ≥ β a + ≥

+ +

∑ ∑∫

∑
 (17)

 

2 1
1 2 2

0 0
2 2 1 2

=0 =01

0 1
=0

1 1 1 1ln ( ) = ( ) ( ) ( ),
1 1 1

16( 1 )= , 0, = 8, = ( )/2, > 0.
2 1

k k

k k j k j j k j
j j

j

j j j j
m

t t dt xU t U x T x T x
t t t x x

j m j j
m

- -   
      

- - - -
-

-

+ - +
-p + δ + g

p - + - -

- + -
δ ≥ g - g δ + δ

+

∑ ∑∫

∑
 (18)

Решение уравнения (1) класса функций ( , ) (1) (1)x y h hj ∈ ×  имеет вид 

 
2

1 1 1 1 1 1 1( , ) = ( , ) ln ln .
1 1 1 1 1 1 ( )( )D

x y t t dtdx y f t
x y t t t x y

- - + + τ - - τ τ
j τ

+ + p - - τ + + τ - τ -∫∫  (19)

Приближенное решение , ( , )n m x yj  найдем как точное решение уравнения 

 
, ,2

1 1 1( , ) = ( , ) ln ln , 1 < , < 1.
( )( ) 1 1n m n m

D

dtd x yt f x y x y
t x y x y

τ - -
j τ -

p - τ - + +∫∫  (20)

Выполним далее обращение уравнения (20) в заданном классе:

 
, ,2

1 1 1 1 1 1 1( , ) = ( , ) ln ln .
1 1 1 1 1 1 ( )( )n m n m

D

x y t t dtdx y f t
x y t t t x y

- - + + τ - - τ τ
j τ

+ + p - - τ + + τ - τ -∫∫  (21)
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Аналогично предыдущему построим алгоритмы численного решения уравнения (1).
Пусть имеет место (9). Применяя в (21) свойство линейности интеграла и переходя от кратных 

интегралов к повторным, используя (17), из (21) получим равенство

 

2 1
2 2

0 0
, 2 2 1 2

=0 =0 =0 =0

2 1
2 2

0 0
2 2 1 2

=0 =0

1( , ) = ( ) ( ) ( )
1

1( ) ( ) ( )
1

i i
n m

n m i p i p p i p
i j p p

j j

j p j p p j p
p p

xx y T x T x T x
x

yT y T y T y
y

- -   
      

- - - -

- -   
      

- - - -

  
 -  j -p + a + β ×  +     

  
 -  × -p + a + β  +     

∑∑ ∑ ∑

∑ ∑ *
,

=0

,

8 4= , 0, = , 0.
2 1 2 1

i j

p

p p p
m

f

p p
m p
-

a ≥ β a + ≥
+ +∑

 (22)

По аналогии, используя (16) и учитывая (9), из (21) получим такое равенство: 

 

1
2 2

, 1 2 2
=0 =0 =0 =1

1
2 2

*
1 2 2 ,

=0 =1

1( , ) = ( ) ( ) ( )
1

2,
1( ) ( ) ( ) , =
1

i i
n m

n m i p i p p i p
i j p p

j j

j p j p p j p i j p
q p

xx y T x U x U x
x

yT y U y U y f
y

-   
      

- - -

-   
      

- - -

  
 -  j -p + δ + g ×  +     

   -
 -  × -p + δ + g δ  +     

∑∑ ∑ ∑

∑ ∑
2

= 0,
8 , > 0,

4 1

4= , > 0.
2 1p

p
p p

p

p
p



- -

-
g

-

 (23)

Используя же (15) и учитывая (12), из (21) получим для , ( , )n m x yj  равенство

 

2 1
2 2

, 2 2 1 2
=0 =0 =0 =0

2 1
2 2

2 2 1 2 ,
=0 =0

1( , ) = ( ) ( ) ( )
1

1( ) ( ) ( )
1

i i
n m

n m i p i p p i p
i j p p

j j

j p j p p j p i j
p p

xx y U x U x U x
x

yU y U y U y f
y

- -   
      

- - - -

- -   
      

- - - -

  
 -  j -p + a + β ×  +     

  
 -  × -p + a + β  +     

∑∑ ∑ ∑

∑ ∑ *

=0

,

8 4= , 0, = , 0.
2 1 2 1

p

p p p
m

p p
m p
-

a ≥ β a + ≥
+ +∑

 (24)

Используя (18) и учитывая (12), из (21) приходим к следующему виду решения уравнения: 

 

1 2
2 2

0 0
, 1 2 2 2

=0 =0 =0 =0

1 2
2 2

0 0
1 2 2 2

=0 =0

1( , ) = ( ) ( ) ( )
1

1( ) ( ) ( )
1

i i
n m

n m i p i p p i p
i j p p

j j

j p j p p j p
p p

xx y U x T x T x
x

yU y T y T y
y

- -   
      

- - - -

- -   
      

- - - -

  
 -  j -p + g + δ ×  +     

  
 -  × -p + g + δ  +     

∑∑ ∑ ∑

∑ ∑ *
,

1
0

=0

,

16( 1 )= , 0, = 8, = , > 0.
2 1 2

i j

p
p p

p p
m

f

p m p p
m

-δ + δ- + -
δ ≥ g - g

+∑

 (25)



На основании (19) и (21) с учетом оценки сингулярного интеграла со степенно-логариф-
мической особенностью, указанной в [7, 8], имеет место

Т е о р е м а  2.  Пусть функция ( , ),f x y  являющаяся правой частью уравнения (1), при
надлежит классу , 0, 0 < 1.rW H rµ ≥ µ ≤  Пусть далее ( , )f x y  аппроксимируется интерполя ци
онными многочленами (9) или (12) по узлам Чебышева первого рода, ,( , ), ( , )n mx y x yj j  – соот вет
ственно точное и приближенное решения уравнений (1) и (20) в классе функций (1) (1)h h× . Тогда 

 

4

2,

( )ln(1 )(1 ) , [ , ] ( 1,1), [ , ] ( 1,1).( , ) ( , ) rn m

kx y M x yx y x y k +µ
∞

+ + ≤ ∈ -δ δ ⊂ - ∈ -g g ⊂ -j -j
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APPROXIMATE SOLUTION OF AN INTEGRAL FIRST-KIND EQUATION WITH THE MULTIPLICATIVE 
CAUCHY KERNEL BY THE METHOD OF ORTHOGONAL POLYNOMIALS

Summary

Numerical methods for solving singular integral first-kind equations with a special form of the right-hand side are 
developed. The proposed schemes are based on the decomposition of singular integrals with power-logarithmic singularity in 
Chebyshev’s polynomials of first and second kind. Accuracy estimates of the considered methods are presented.


