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А. Д. Егоров1

Институт математики Национальной академии наук Беларуси, Минск, Беларусь

О ПРиБЛиЖЕННЫХ ФОРМУЛАХ ДЛЯ ВЫЧиСЛЕНиЯ ОДНОГО КЛАССА 
ФУНКЦиОНАЛОВ ОТ ПУАССОНОВСКОГО ПРОЦЕССА

Данная работа посвящена построению приближенных формул для вычисления математического ожидания не-
линейных функционалов от случайных процессов. Предполагается, что рассматриваемые случайные процессы до-
пускают хаотические разложения по кратным пуассоновским стохастическим интегралам. Используется подход, 
основанный на требовании точности приближенных формул для функциональных многочленов третьей степени от 
траекторий процесса. Применение формул рассматриваемого типа связано с их использованием в качестве элемен-
тарных при построении составных формул, сходящихся к точным значениям ожиданий, а также в качестве аппро
ксимаций математических ожиданий на малом временном промежутке. В случае разложения в бесконечный ряд 
рассматриваются аппроксимационно точные формулы, в которых используется конечный отрезок хаотического раз-
ложения. 

Ключевые слова: функционалы от случайных процессов, математические ожидания, приближенные формулы, 
кратные пуассоновские стохастические интегралы, хаотические разложения.

A. D. Egorov

Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus

APPROXIMATE FORMULAS FOR EVALUATION OF ONECLASS FUNCTIONALS OF THE POISSON PROCESS

This work is devoted to the construction of approximate formulas for calculation of mathematical expectation of nonlinear 
functionals defined along the trajectories of random processes. Computation of mathematical expectation of functionals  
of random processes by the quadrature method is the task that depends heavily on a form in which the process is given. A lot 
of functional quadrature formulas are built in the cases where the characteristic functional of the process is known in explicit 
form. Some results are obtained in the cases where the process is the solution of the stochastic differential Itό equation. 
Recently, the author has proposed the approach to an approximate evaluation of mathematical expectation of a class of non-
linear random functionals based on the use of the Wiener chaos expansion. The article uses chaos expansion with respect  
to multiple Poisson – Ito integrals to construct functional quadrature formulas for calculating nonlinear functionals of  
the stochastic process defined on the probability space generated by the Poisson process. The formula is exact for the third
degree symmetric functional polynomial, so the product formula of multiple Poisson – Ito integrals is used for construction. 

Keywords: functionals of random processes, mathematical expectations, approximate formulas, multiple stochastic 
Poisson stochastic integrals, chaotic expansions.

Введение. Построение квадратурных формул для вычисления математических ожиданий не-
линейных функционалов от случайных процессов является актуальным направлением исследо-
ваний в силу большого разнообразия способов задания случайных процессов, возникающих при 
решении задач стохастического анализа. При этом часто конечномерные распределения процес-
са не известны, как это имеет место, например, при вычислении ожиданий функционалов от ре-
шений стохастических уравнений. В указанных случаях при построении приближенных фор-
мул используются другие характеристики процесса, если они заданы или их можно найти, такие 
как характеристические функционалы, смешанные моменты, спектральные функции и др. [1–6]. 

© Егоров А. Д., 2017
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В [7] получены и исследованы приближенные формулы, в которых использованы разложения 
исходного процесса в хаосы Винера. Настоящая работа посвящена построению приближенных 
формул для вычисления математического ожидания нелинейных функционалов от случайных 
процессов, заданных хаотическим разложением по кратным пуассоновским интегралам. Ис-
пользуется подход, основанный на требовании точности приближенных формул для функцио-
нальных многочленов третьей степени от траекторий процесса.

Рассмотрим случайный процесс Xt, [ ]0, ,t T∈  T ≤ ∞, который является квадратично интегри-
руемым функционалом от пуассоновского процесса и, таким образом, допускает разложение  
по кратным стохастическим интегралам [8–11]: 
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где Pt – центрированный пуассоновский процесс. Не ограничивая общности, мы полагаем ин-
тенсивность пуассоновского процесса равной единице. Имеют место формулы [11]

 
( ) ( ) ( )

( )

( )2

0 2 2

ˆ! ,
n m

r i
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I f I g i I f g

i i r i

∧
-

+ -
= ≤ ≤ ∧ ∧

   
= ⊗   -   

∑ ∑  (2)

где ˆ r i
n i mf g-⊗  обозначает симметризацию функции:

 
( ) ( )

[ ]
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, , , , , , , , , , , , , , ,
r i

r i
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T
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-

-
- + + - - + +⊗ = ×∫     

 
 

 ( )1 1 1 1, , , , , , , , ,m r i r i i i m r ig u u u u v v du du- - + + -×       

 
( ) ( ) ( )

[ ]
( )1 1 1

0,

! , , , , ;
n

n n m m nm n n n n n
T

E I f I g n f u u g u u du du  = δ  ∫     (3)

коэффициенты f0, g0 являются константами и ( ) ( )0 0 0 0 0 0 ,I f I g f g=

 
[ ] ( )

[ ]
( ), 1 , 1 1

0 0,

, , , , .
n

t s t n n s n n n
n T

E X X x u u x u u du du
∞

=
= ∑ ∫     (4)

Основные результаты. Для построения приближенной формулы, точной для функциональ-
ных многочленов третьей степени от Xt, предварительно получим, используя равенства (2)–(3), 
явное выражение для момента

 
[ ]

( )

( )
( )1 2 3

2

, 0 0 2 2
! ! 

n m

t t t
n m r r i r n m

n m i
E X X X i n m r

i i r i

∧∞

= = ≤ ≤ ∧ ∧
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[ ]
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, ,
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r i
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T

x x x du du dv dv
+ -

-
+ - - + +× ⊗∫    (5)

где мы положили 1, ,t n ix =
 ( )1, , 1, , ,t n i nx u u  2 , ,t m ix =

 ( )2 , , 1 1, , , , , ,t m i i i mx u u v v+   3 , ,t n m r ix + - = 
= ( )3 , , 1 1, , , , , .t n m r i r i n i mx u u v v+ - - + +   

Заметим, что в интеграле в правой части (5) знак симметризации в тензорном произведении 
отсутствует, т. е. указанную в (1) симметризацию не нужно выполнять, так как мы имеем под 
знаком интеграла умножение на симметрическую функцию ( )3 , , 1 1, , , , , .t n m r i r i n i mx u u v v+ - - + +   

Приведем явный вид (5) для случая ( ),
0

,j j

N
t n t n

n
X I x

=
= ∑   2;N =   1,2,3:j =  
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 [ ]1 2 3t t tE X X X = 1 2 3,0 ,0 ,0t t tx x x + ( ) ( )
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[ ]
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3
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0,

 8 , , , .t t t
T
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Ниже в формулировке теоремы используются симметрические функциональные многочле-
ны, которые в общем случае имеют вид

 
( ) ( )0 1 1

1 10 0
, , ,j

T T kn
n k k t k

k j
P F F F t t X dt dt

= =
= + ∑ ∏∫ ∫    

где ( )1, ,k kF t t -   симметрическая функция, 0 const,F =  и предполагается, что интегралы суще-
ствуют для почти всех траекторий процесса. Из условий симметричности следует, что 
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2

0 1 1
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k

j

t tT kn
n k k t k

k j
P F F k F t t X dt dt
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= + ∑ ∏∫ ∫ ∫    

те о р е м а. Пусть функции ( )1, ,t nx t t  в разложении (1) дифференцируемы по t, ( )0 1, , 0,nx t t ≠  
( )1, , 0.T nx t t ≠  Тогда имеет место следующая приближенная формула, точная для симметри-

ческих функциональных многочленов третьей степени от ( ) :X ⋅  
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где
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До к а з а т е л ь с т в о	 	теоремы	производится	непосредственным	вычислением	правой	и	ле-

вой	 частей	 формулы	 (6)	 для	 функционалов	 ( )( ) const,F X ⋅ =  ( )( ) ,tF X X⋅ =  ( )( ) 1 2 ,t tF X X X⋅ =
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В качестве возможной области применения полученной приближенной формулы можно ука-
зать на вычисление математических ожиданий нелинейных функционалов от решений стоха-
стических уравнений по пуассоновскому процессу в случаях, когда коэффициентные функции 
хаотического разложения решения находятся в явном виде, либо могут быть получены с исполь-
зованием стохастических производных соответствующих порядков (см., напр., [12–14]).

Численные результаты. Приведем численный пример, иллюстрирующий применение полу-
ченной формулы. Пусть

 ( )( ) ( )41 ,tE F X E X⋅
   = + λ   

 

где 

 ( ) ( )1 ,1 2 ,2 ,t t tX I x I x= +   
 ( ) ( )2

,1 ,t tx u f u=   ( ) ( ) ( ),2 1 2 1 2, ,t t tx u u f u f u=   ( ) 1 .tf u tu= +  

так как в силу (2) можно в данном случае представить I2(xt,2) в виде 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2

2 ,2 1 1
0

,
T

t t t tI x I f I f f u du= - - ∫  

то имеем 
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1
0

T
t t tX f u dP u I f= + -∫ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1
0 0

T T
t t t tI f f u du I f f u du- = -∫ ∫  

и далее
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4
0 0 0

4
1 1 ,

m mT T
m m
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m

E X C E f u dP u f u du
m

-
4

=

        + λ = λ - λ             
∑ ∫ ∫  (8)

где ( ) ( )
2

0

mT
tE f u dP u

    
   
∫  может быть вычислено из соотношения [11]:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1

00 0 0
.

n kT T Tn n k
t t t

k

n
E f u dP u f u duE f u dP u

k

+
-

- +

=

          =              
∑∫ ∫ ∫    (9)

Результаты вычислений по формулам (8)–(9) и приближенной формуле (6) с параметрами  
A1 = 1/3, A2 = 1/6, c1 = 1, c2 = 2, λ = 1/n!, T = 1,0 приведены в таблице.

t 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

(8)–(9) 1,0731 1,08266 1,1281 1,19603 1,29623
(6) 1,05272 1,07953 1,12356 1,20483 1,27923

Приведенные численные результаты  показывают характерную для формул, точных для функ-
циональных многочленов третьей степени от процесса, точность аппроксимации в заданном 
временном интервале. По причине быстрого роста значений моментов в случае кратных инте-
гралов по пуассоновскому процессу параметр λ был взят равным 1/n!. Из таблицы видно посте-
пенное уменьшение точности приближенной формулы с ростом t, тем не менее она остается 
удовлетворительной при значениях t в пределах отрезка [0,1], что позволяет использовать ее  
в составных формулах [1–3].
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ИНтЕРПОЛЯЦИОННЫЕ ФОРмУЛЫ эРмИтА – БИРКГОФА 
ОтНОСИтЕЛЬНО АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ И тРИГОНОмЕтРИЧЕСКОЙ  

СИСтЕм ФУНКЦИЙ С ОДНИм СПЕЦИАЛЬНЫм УЗЛОм

Данная статья посвящена задаче построения и исследования обобщенных интерполяционных формул Эрмита –
Биркгофа. Для функций скалярного аргумента построены алгебраический и тригонометрический интерполяцион-
ные многочлены Эрмита – Биркгофа, содержащие значение дифференциального оператора специального вида в од-
ном из узлов. Порядок дифференциального оператора не зависит от числа узлов. Найдены классы многочленов, для 
которых интерполяционные формулы точны. Построен тригонометрический аналог формулы лейбница. Получены 
представления и оценки погрешности интерполирования. Приведен иллюстрационный пример применения форму-
лы тригонометрического интерполирования. Полученные результаты могут быть использованы в теоретических ис-
следованиях как основа построения методов приближения линейных операторов, а также приближенных методов 
решения некоторых нелинейных операторных уравнений, которые встречаются в нелинейной динамике, математи-
ческой физике.

Ключевые слова: интерполирование Эрмита – Биркгофа, дифференциальный оператор, чебышевская система 
функций, теорема Ролля, тригонометрическое интерполирование, формула лейбница, определитель Вандермонда.

A. P. Khudyakov, A. A. Trofimuk

Brest State University named after A. S. Pushkin, Brest, Belarus

INTERPOLATION HERMITE – BIRKHOFF-TYPE FORMULAS  
WITH RESPECT TO THE ALGEBRAIC AND TRIGONOMETRIC  

SYSTEMS OF FUNCTIONS WITH ONE SPECIAL NODE

This article is devoted to the problem of construction and research of the generalized interpolation Hermite –Birkhoff-
type formulas. For the scalar argument functions, the algebraic and trigonometric interpolation Hermite – Birkhoff-type 
polynomials, containing the value of the differential operator of special form at one of the nodes, are constructed. In the both 
cases, the differential operator of special form annuls the first basic functions of the corresponding Chebyshev system. 
Furthermore, the order of the differential operator does not depend on the number of nodes. For interpolation polynomials, the 
satisfaction theorems of interpolation conditions are proved. The classes of the polynomials, for which the interpolation 
formulas are exact, are determined. The trigonometric analogue of the Leibniz formula is constructed. This formula is used  
to prove the satisfaction theorem of interpolation conditions in the trigonometric case. The represenations and estimates  
of the interpolation error are obtained. In algebraic case, to obtain the representations and estimates of interpolation error,  
the consequence of Rolle’s theorem is used. In the trigonometric case, the integral representation of the interpolation error  
is utilized. The illustrative example of application of the trigonometric interpolation formula is constructed. The results  
can be used in the theoretical research as a basis for constructing both approximation methods of linear operators and approximate 
methods of solving some nonlinear operator equations that are available in nonlinear dynamics, mathematical physics.

Keywords: Hermite – Birkhoff-type interpolation, differential operator, Chebyshev system of functions, Rolle’s theorem, 
trigonometric interpolation, Leibniz formula, Vandermonde determinant.

Введение. Для функций скалярного аргумента обобщенные интерполяционные многочлены 
Эрмита – Биркгофа по системам тригонометрических, дробно-рациональных и экспоненциаль-
ных функций построены и исследованы в [1–3]. Полученные интерполяционные формулы, кроме 
лагранжевых интерполяционных условий, удовлетворяют также в одном узле условию на совпа-
дение значений дифференциальных операторов специального вида. Рассматриваемые диффе-
ренциальные операторы в каждом конкретном случае аннулируют первые базисные функции 
соответствующей чебышевской системы. В построенных интерполяционных многочленах порядок 
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дифференциального оператора зависит от общего числа узлов, что является их недостатком. 
Данные формулы обобщены на случай общей чебышевской системы [4], построены их матрич-
ные аналоги [5–7].

В монографии [8] исследуются вопросы регулярности интерполирования типа Биркгофа, 
рассматриваются различные постановки интерполяционных задач этого вида и их приложения. 
Специальный случай одномерной задачи интерполяции Биркгофа и аппроксимация с ее помо-
щью решения граничной задачи для уравнения Лапласа, а также случай двумерной задачи этого 
типа рассмотрены в [9]. Задача интерполяции Биркгофа с использованием значений производ
ных первого и второго порядков интерполируемой функции исследуется в [10]. Операторные ин-
терполяционные формулы Эрмита – Биркгофа в пространствах гладких функций построены  
и исследованы в [11].

В настоящей работе для функций одной скалярной переменной построены и исследованы 
интерполяционные формулы Эрмита – Биркгофа по алгебраической и тригонометрической си-
стемам функций с одним специальным узлом. В данном узле известно значение дифференциаль-
ного оператора от интерполируемой функции, причем его порядок не зависит от числа узлов.  
С помощью формул такого типа можно получить явные выражения для приближения соответ-
ствующих дифференциальных операторов, используя только значения интерполируемой функ-
ции в узлах.

Алгебраический случай. В работе [4] по общей чебышевской системе функций 
0 1 1( ), ( ), , ( ),nx x x+ϕ ϕ ϕ  x T∈ ⊂ R, построен обобщенный интерполяционный многочлен Эрмита – 

Биркгофа вида
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x D f xL x L x
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где Ln(x) – многочлен Лагранжа по рассматриваемой системе функций { }( ) ,k xϕ 1( )n x+Ω  – мно-
гочлен степени n + 1 по той же системе, со старшим коэффициентом, равным 1, удовлетворяю-
щий интерполяционным условиям вида 1( ) 0 ( 0,1, , ),n kx k n+Ω = =   а 1 ( )nD f x+  является линей-
ным дифференциальным оператором порядка n + 1, аннулирующим первые базисные функции 
чебышевской системы. Многочлен (1) удовлетворяет интерполяционным условиям

 1( ) ( ) ( 0,1, , );n i iL x f x i n+ = =

   1 1 1 1 1( ; ) ( ; )n n n n nD L x D f x+ + + + +=

 
и является точным для многочленов вида

 1 0 0 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ),n n nP x c x c x c x+ + += ϕ + ϕ + + ϕ   

где 0 1 1, , , nc c c +  – произвольные числа. Интерполяционный узел 1nx +  может совпадать с одним 
из узлов 0 1, , , .nx x x   Очевидно, порядок оператора 1 ( )nD f x+  здесь зависит от числа узлов.

В алгебраическом случае многочлен Ln(x) совпадает с алгебраическим интерполяционным 
многочленом Лагранжа, 1 0 1( ) ( ) ( )( ) ( ),n n nx x x x x x x x+Ω = ω = − − −  а дифференциальный опе-

ратор ( 1)
1 ( ) ( ).n

nD f x f x+
+ ≡  Так как 1 1 1( ; ) ( 1)!n n nD x n+ + +ϕ = +  при 1

1( ) ,n
n x x +
+ϕ =  то алгебраиче-

ский многочлен 1( ),nL x+  удовлетворяющий условиям

 1( ) ( )n k kL x f x+ =   ( 0,1, , );k n=    ( 1) ( 1)
1 11 ( ) ( ),n n

n nnL x f x+ +
+ ++ =  (2)

имеет вид
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и является точным для алгебраических многочленов степени не выше n + 1.
Получим представление и оценку погрешности для формулы (3). Будем предполагать, что 

функция f(x) непрерывно дифференцируема n + 2 раз на промежутке T = (a,b). 
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те о р е м а  1 .  Представление погрешности интерполяционной формулы (3) имеет вид
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где , .Tξ η∈
Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно [12], что остаточный член алгебраического интерполяци-

онного многочлена лагранжа имеет вид 
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   Используя далее теорему лагранжа о среднем 

значении, можно получить представление (4). теорема 1 доказана.
Обозначим ( 2)max ( ) ,n

n
T

M f +

θ∈
= θ  ( ) .n nC x= ω  так как 1 ,nx b a+η- ≤ -  то для формулы (3) 

имеет место оценка погрешности
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Построим далее аналогичную алгебраическую интерполяционную формулу, в которую вхо-
дит значение производной порядка m, не зависящего от количества узлов. Введем обозначения 
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те о р е м а  2 .  Пусть 1≤ m ≤ n. Алгебраический многочлен степени n + 1
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удовлетворяет интерполяционным условиям

 1( ) ( )n k kL x f x+ = ( 0,1, , );k n=   
( ) ( )

1 11( ) ( ),m m
n nnL x f x+ ++ =  (7)

и является точным для алгебраических многочленов степени не выше n + 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Выполнение первой группы интерполяционных условий (7) очевидно. 

По формуле лейбница ( ) ( ) ( ) ( 1)
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также имеет место.
Рассмотрим определитель и цепочку равенств
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Введем определитель
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тогда многочлен (6) можно представить в виде
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При f(x) = xk, 0 ≤ k ≤ n + 1 элементы последнего столбца определителя в (9) (кроме элемента, 
находящегося в последней строке) будут совпадать с элементами (k + 1)-го столбца. тогда рас-
кладывая определитель в (9) по элементам последней строки, будем иметь 1( ; ) .k k

nL x x x+ ≡  
таким образом, формула (6) точна для алгебраических многочленов степени не выше n + 1. 
теорема 2 доказана.
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те о р е м а  3 .  Погрешность интерполяционного многочлена (6) задается равенством
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где .Tξ∈
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть фиксированное значение x не совпадает ни с одним из узлов 
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k k k n na x x x +- = -ω  И так 

как { }
1

,1 ( )( ) ( 1)!,
n

n k k k kn
d x a x x a n
dx

+

+ ω - = +  а ( 1) ( ) ( 1)!,n
n x n+ω = +  то функцию ( 1) ( )n t+ϕ  можно пред-

ставить в виде ( 1) ( 1)( ) ( ) ( 1)!.n nt f t K n+ +ϕ = + α - +  Очевидно, что 0 1( ) ( ) ( ) ( ) 0.nx x x xϕ = ϕ = = ϕ = ϕ =   
По следствию теоремы Ролля ( 1) ( )n t+ϕ  на интервале Т обращается в нуль по крайней мере один 
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раз: ( 1) ( ) 0.n+ϕ ξ =  Значит, ( 1) ( ) ( 1)! 0,nf K n+ ξ + α - + =  и 
( 1) ( ) .
( 1)!

nfK
n

+ ξ + α
=

+
 таким образом, по-

грешность формулы (6) имеет вид (10). теорема 3 доказана.

Введем обозначения ( 1)max ( ) ,n
n

T
M f +

θ∈
= θ + α  ( ) .n nC x= ω  Для интерполяционной форму-

лы (6) справедлива оценка погрешности

 1( ) ( ) .
( 1)!

n n
n

M Cf x L x
n+- ≤
+

  

З а м е ч а н и е 1. Задача построения алгебраического интерполяционного многочлена, удов-
летворяющего интерполяционным условиям вида (7), не всегда однозначно разрешима. 
Например, в случае узлов x0 = 1, x1 = 3, x2 = 2 и функции, такой что f(x0) = 3, f(x1) = 13, f ′(x2) = 5, 
существует как минимум два алгебраических многочлена, удовлетворяющих условиям ( ) ( )k kP x f x=  
( 0,1);k =  2 2( ) ( ).P x f x′ ′=  Первый из них – 2

1( ) 1,P x x x= + +  второй – 2
2 ( ) 2 3 4.P x x x= - +  

Интерполяционный многочлен (6) в данном случае не существует, так как 1 2( ) 0.x′ω =  
алгебраические интерполяционные формулы Эрмита – Биркгофа для функций скалярного 

аргумента и операторов построены и исследованы также в работах [13–14].
тригонометрический случай. Построим тригонометрическую интерполяционную форму-

лу, аналогичную (6). Пусть в узлах 0 1 2, , , nx x x  из промежутка [0;2 )T = π  известны значения 
2π-периодической функции f(x), а также в узле 2 1nx +  – значение 2 1( ; )m nD f x + (1 2 )m n≤ ≤  диффе-
ренциального оператора [15] вида

 2 2 2 2 2 2
2 1 ( ) ( ) ( 2 )( 1 ) ( ),kD f x D k D D Df x+ = + + +  (11) 

 2 2 2 2 2
2 ( ) ( ( 1) ) ( 1 ) ( ), , 0,1,2,  .k

dD f x D k D D f x D k
dx

= + - + = =   (12)

Будем считать, что 0 ( ) ( ).D f x f x≡  Заметим, что для оператора (11), (12) справедливы равенства

 2
2 1 2 2 1( ) ( ) ( ),k k kD f x DD f x k D f x+ -= +  2 2 1( ) ( ).k kD f x DD f x-=  (13)

В математическом анализе известна формула лейбница для n-й (n∈N) производной произ-
ведения двух скалярных функций [16]:

 ( ) ( ) ( ) ( )

0
( ) ( ) ( ) ( ),

nn k n k k
n

k
u x v x C u x v x-

=
= ∑  

где 

 

! ,
!( )!

k
n

nC
k n k

=
-

 

которая имеет место, если функции u(x) и v(x) – n раз дифференцируемые в точке x∈R.
Обобщим данную формулу на случай, когда вместо производных берутся дифференциаль-

ные операторы (11), (12). Справедлива 
те о р е м а  4  (тригонометрический аналог формулы лейбница). Если функции u(x) и v(x) диф-

ференцируемы m раз в точке x∈R, то справедливы формулы

 ( ) ( )2 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
m

k
m p m m k k

k
D u x v x D u x v x C D u x D v x+ -

=
= = ∑ 0,1, ,p =   (14) 

 ( ) ( )2( ) ( ) ( ) ( )m pD u x v x D u x v x= =   

 
3

2 2
0 1,3,

( 1)( ) ( ) ( ) ( )
4

m m
k k
m m k k m m k k

k k

m mC D u x D v x C D u x D v x
-

- - - -
= =

-
= -∑ ∑



, 1,2,  .p =   (15)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся методом математической индукции. При m = 1 имеем

 ( ) 0 1
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).D u x v x u x v x u x v x C D u x v x C u x D v x′ ′= + = +  

При m = 2 по алгебраической формуле лейбница получим

 ( ) ( )
2

2 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k
k k

k
D u x v x u x v x u x v x u x v x u x v x C D u x D v x-

=

″ ′′ ′ ′ ′′= = + + = ∑  

Вторая сумма в (15) здесь равна нулю, так как ее верхний предел суммирования равен –1.
Предположим, что равенства (14), (15) верны при 1 ≤ m ≤ 2p, p∈N. Докажем, что они спра-

ведливы и при m = 2p + 1, m = 2p + 2. При m = 2p + 1 по первой из формул (13)

 ( ) ( ) ( )2
2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .p p pD u x v x DD u x v x p D u x v x+ -= +  (16)

Далее используем равенство (15) при m = 2p, дифференцируя которое, будем иметь

 ( ) ( )
2

2 2 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p

k
p p p k k p k k

k
DD u x v x C DD u x D v x D u x DD v x- -

=
= + -∑   

 ( )
2 3

2 2 2 2 2 2
1,3,

(2 1) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2

p
k

p p k k p k k
k

p p C DD u x D v x D u x DD v x
-

- - - - -
=

-
- +∑



 (17)

Из соотношений (13) при четных значениях k следует, что

 
2

2 2 1 2 1( ) ( ) ( ),
2p k p k p k
kDD u x D u x p D u x- - + - -

 = - - 
   

2

1 1( ) ( ) ( ),
2k k k
kDD v x D v x D v x+ -

 = -  
 

 (18)

а при нечетных

 2 2 1( ) ( ),p k p kDD u x D u x- - += 1( ) ( ).k kDD v x D v x+=  (19)

аналогичное равенство верно для 2 2 ( ).p kDD u x- -
Второе слагаемое в (16) по формуле (14) при m = 2p – 1 имеет вид

 ( )
2 1

2 2
2 1 2 1 2 1

0
( ) ( ) ( ) ( ).

p
k

p p p k k
k

p D u x v x p C D u x D v x
-

- - - -
=

= ∑  (20)

Разобьем суммы в (17) и (20) на суммы с четными и нечетными индексами и заменим в них 
производные дифференциальных операторов правыми частями выражений (18), (19). После пре-
образований будем иметь

 ( )
2 2

2 1 2 2 1 2 2 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p p

k k
p p p k k p p k k

k k
D u x v x C D u x D v x C D u x D v x+ - + - +

= =
= + -∑ ∑   

 2 0 2 0
2 2 1 0 2 1 2 1 0( ) ( ) ( ) ( )p p p pp C D u x D v x p C D u x D v x- - -- + -   

 
22 2

1 2
2 2 2 2 1 2 1

2,4,

(2 1) ( ) ( )
2 2

p
k k k

p p p p k k
k

k p pC p C p C D u x D v x
-

-
- - - -

=

 - - - + - -  
   

∑


  

 
22 3

1 2
2 2 2 2 1 2 1

1,3,

1 (2 1) ( ) ( )
2 2

p
k k k

p p p p k k
k

k p pC C p C D u x D v x
-

+
- - - -

=

 + - - + - -  
   

∑


  

 2 2 2 2 1
0 2 1 0 2 12 2 1( ) ( ) ( ) ( ).p p

p pp pp C D u x D v x p C D u x D v x-
- --- +  
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Очевидно, что

 2 0 2 0
2 2 1 0 2 1 2 1 0( ) ( ) ( ) ( ) 0,p p p pp C D u x D v x p C D u x D v x- - -- + =   

 2 2 2 2 1
0 2 1 0 2 12 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0.p p

p pp pp C D u x D v x p C D u x D v x-
- --- + =  

Нетрудно также показать, что

 
2

1 2
2 2 2 2 1

(2 1) 0,
2 2

k k k
p p p

k p pC p C p C-
- -

- - + - = 
 

 2,4, ,2 2,k p= -    

 
2

1 2
2 2 2 2 1

1 (2 1) 0,
2 2

k k k
p p p

k p pC C p C+
- -

+ -  + - = 
 

 1,3, ,2 3.k p= -  

Используя далее соотношение 1
2 2 2 1,k k k

p p pC C C-
++ =  получим

 ( )
2 2 1

1
2 1 2 2 1 2 2 1

0 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p p
k k

p p p k k p p k k
k k

D u x v x C D u x D v x C D u x D v x
+

-
+ - + - +

= =
= + =∑ ∑   

 ( )
2

0 1 2
2 2 1 0 2 2 2 1 0 2 12

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p
k k p

p p p p p k k pp
k

C D u x D v x C C D u x D v x C D u x D v x-
+ - + +

=
= + + + =∑   

 
2 1

2 1 2 1
0

( ) ( ).
p

k
p p k k

k
C D u x D v x

+

+ - +
=

= ∑  

Докажем теперь, что верно равенство (15) при m = 2p + 2. По второй из формул (13) и соотно-
шению (14) при m = 2p + 1 

  ( ) ( )2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )p pD u x v x DD u x v x+ += =   

 ( )
2 1

2 1 2 1 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) .
p

k
p p k k p k k

k
C DD u x D v x D u x DD v x

+

+ - + - +
=

= +∑  

Как и ранее, разбивая сумму в последнем равенстве на суммы с четными и нечетными ин-
дексами и используя соотношения, аналогичные (18), (19), после преобразований будем иметь

 ( )
2 1 2 1

2 2 2 1 2 2 2 1 2 1 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p p

k k
p p p k k p p k k

k k
D u x v x C D u x D v x C D u x D v x

+ +

+ + - + + - + +
= =

= + -∑ ∑   

 
2 22 2 1

2 1 2 1 1 2 1 2
2,4, 1,3,

1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

p p
k k

p p k k p p k k
k k

k kC D u x D v x C p D u x D v x
-

+ - + - + -
= =

-   - - - =   
   

∑ ∑
 

  

 1 2 3 4.= Σ + Σ -Σ -Σ  

Здесь через Σk ( k = 1,2,3,4) обозначена k-я сумма.

так как 1
2 1 2 1 2 2,k k k

p p pC C C-
+ + ++ =  то 

 
2 2 2 2

1
1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2

1 0
( ) ( ) ( ) ( ).

p p
k k

p p k k p p k k
k k

C D u x D v x C D u x D v x
+ +

-
+ - + + - +

= =
Σ + Σ = Σ + =∑ ∑  (21)

аналогично, используя равенство 

 
2 2

1
2 1 2 1 2

1 2 1 ( 1)(2 1) ,
2 2 2

k k k
p p p

k p k p pC C C+
+ +

+ - + + +   + =   
   

 

получим
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22 1 2 1
1

3 4 2 1 2 4 2 2
1,3, 1,3,

1 ( 1)(2 1)( ) ( ) ( ) ( ).
2 2

p p
k k

p p k k p p k k
k k

k p pC D u x D v x C D u x D v x
- -

+
+ - -

= =

+ + + Σ + Σ = +Σ = 
 

∑ ∑
 

 (22)

Объединяя суммы (21), (22), будем иметь

 ( )
2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 2 2
0 1,3,

( 1)(2 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2

p p
k k

p p p k k p p k k
k k

p pD u x v x C D u x D v x C D u x D v x
+ -

+ + - + -
= =

+ +
= -∑ ∑



 

что совпадает с (15) при m = 2p + 2. теорема 4 доказана.
Введем тригонометрические многочлены

 0 1 1 2
, ( ) sin sin sin sin

2 2 2 2
k k n

n k
x x x x x x x xt x - +- - - -

=  

 
( 0,1, , );k n=    

 ( )
2

1 0 1 2
0

1( ) sin sin ,
2 2

n k
n n

k

x xx x x x x+
=

-
Ω = + + + + ∏  

а также числовые величины

 2 1 , 2 1
1cos (2 ) ( ; ),
2k n k m n k na x x D t x+ += +  2 1 , 2 1

1sin (2 ) ( ; ),
2k n k m n k nb x x D t x+ += - +   (23) 

 2 1 , 2 1 2 , 2 1
1 ( 1)cos (2 ) ( ; ) ( ; )
2 2k n k m n k n m n k n

m mc x x D t x D t x+ + - +
- = - + - + 

 
   

 2 1 1 , 2 1 3 , 2 1
1 1 ( 1) ( 1)( 2)sin (2 ) ( ; ) ( ; ) .
2 2 4

m

n k m n k n m n k n
m mm x x D t x D t x+ - + - +

 + - - -
+ + -  

 
  (24)

Заметим, что при нечетном значении m второе слагаемое во вторых скобках в (24) равно нулю.
те о р е м а 5. Тригонометрический интерполяционный многочлен степени не выше n + 1 вида

( )
( )

2 , 2 1 2 1 1 2 1
1

, 2 1 2 1 1 2 10

( ) cos( ) sin( ) ( ) ( ) ( ; )( ; )
( ) cos( ) sin( ) ( ; )

n n k k n k n k k n m n
n

n k k k k n k k n k m n nk

t x a x x b x x c f x x D f xT f x
t x a x x b x x c D x

+ + + +
+

+ + + +=

- + - + Ω
= +

- + - + Ω
∑  (25)

удовлетворяет интерполяционным условиям 

 1( ) ( )n i iT x f x+ = ( 0,1, ,2 );i n=   2 1 1 2 1( ; ) ( ; ),m n n m nD T x D f x+ + +=   (26)

и является точным для тригонометрических многочленов степени не выше n + 1 с коэффициен-
том при sin(n + 1)x, равным нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о. так как , ,( ) ( ),n k i ik n k kt x t x= δ  где δik – символ Кронекера, и 1( ) 0n ix+Ω =  
( , 0,1, ,2 ),i k n=    то из этого следует выполнение первой группы интерполяционных условий  
в (26). Преобразуем далее выражение ( )( ), 2 1 2 1( ) cos( ) sin( ) .m n k k n k n kD t x a x x b x x c+ +- + - +  При 
нечетном значении m по формуле (14) будем иметь

 ( ), 2 1 2 1( ) cos( ) sin( )m n k k n k n kD t x a x x b x x c+ +- + - + =     

 ( ) ( ), 2 1 2 1( ) cos( ) sin( )m n k k n k n kD t x a x x b x x c+ += ⋅ - + - + -   

 ( ) ( )1 , 2 1 2 1( ) sin( ) cos( )m n k k n k nm D t x a x x b x x- + +- ⋅ - - - -   

 ( ) ( )2 , 2 1 2 1
( 1) ( ) cos( ) sin( ) .

2 m n k k n k n
m m D t x a x x b x x- + +

-
- ⋅ - + -

 
(27)
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Подставляя в последнее равенство вместо ak, bk и ck их выражения по формулам (23), (24), при 
2 1nx x += , после преобразований получим

 ( ), 2 1 2 1 2 1( ) cos( ) sin( ) ; 0.m n k k n k n k nD t x a x x b x x c x+ + +- + - + =    (28)

Обозначим правую часть равенства (27) через ψ(x). тогда при четном значении m по форму-
ле (15) имеем

 ( ), 2 1 2 1( ) cos( ) sin( )m n k k n k n kD t x a x x b x x c+ +- + - + =     

 ( ) ( )3 , 2 1 2 1
( 1)( 2)( ) ( ) sin( ) cos( ) .

4 m n k k n k n
m m mx D t x a x x b x x- + +

- -
= ψ - ⋅ - - -  

Как и ранее, после подстановки в последнее соотношение вместо ak, bk и ck их выражений по фор-
мулам (23), (24), а также упрощений при 2 1nx x += , получим равенство (28).

таким образом, последнее интерполяционное условие в (26) также имеет место.
Покажем далее, что формула (25) точна для тригонометрических многочленов степени  

не выше n + 1 с коэффициентом при sin(n + 1)x, равным нулю. Представим многочлен (25) в виде 
определителя. Рассмотрим определитель вида

 0 1 2 1( , , , )cs nW x x x + =   

 

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 cos sin cos2 sin 2 cos sin cos( 1)
1 cos sin cos2 sin 2 cos sin cos( 1)

1 cos sin cos2 sin 2 cos sin cos( 1)n n n n n n n

x x x x nx nx n x
x x x x nx nx n x

x x x x nx nx n x+ + + + + + +

+
+

=

+





        



 

и вычислим его точное значение, используя методику, предложенную в [17, с. 43]. Для краткости 
будем выписывать только одну строчку, отбрасывая индексы у x. таким образом, напишем

 1 cos sin cos2 sin 2 cos sin cos( 1) .csW x x x x nx nx n x= +  

Прибавим к столбцам 2,4,…,2n столбцы соответственно 3,5,…,2n + 1, умноженные на i:

 21 sin sin 2 sin cos( 1) .ix ix inx
csW e x e x e nx n x= +  

Умножим столбцы 3,5,…,2n + 1 на –2i: 

 2( 2 ) 1 2 sin 2 sin 2 2 sin cos( 1)n ix ix inx
csi W e i x e i x e i nx n x- = - - - +   

и прибавим столбцы 2,4,…,2n к столбцам 3,5,…,2n + 1 соответственно:

 2 2( 2 ) 1 cos( 1) .n ix ix ix ix inx inx
csi W e e e e e e n x- - -- = +  (29)

По формуле Эйлера 
( 1) ( 1)

cos( 1) .
2

i n x i n xe en x
+ - ++

+ =  Подставляя это выражение в (29) и умно-
жая последний столбец определителя на 2 будем иметь:

 2 2 ( 1) ( 1)2( 2 ) 1n ix ix ix ix inx inx i n x i n x
csi W e e e e e e e e- - - + - +- = + =   

 2 2 ( 1)1 ix ix ix ix inx inx i n xe e e e e e e- - - += +   

 2 2 ( 1)1 .ix ix ix ix inx inx i n xe e e e e e e- - - - ++   
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Переставим теперь столбцы в обоих определителях таким образом, чтобы получилась геоме-
трическая прогрессия со знаменателем eix. При этом в первом определителе будет произведено 
n(n + 1) перемен знаков, а во втором – n2 + 3n + 1 таких перемен. так как n(n + 1) – четное число,  
а n2 + 3n + 1 – нечетное при любом n∈N, то

 ( 1) ( 1)2( 2 ) 1n inx i n x ix ix inx i n x
csi W e e e e e e- - - - +- = -    

 ( 1) ( 1)1 .i n x inx ix ix i n x inxe e e e e e- + - - --    

Умножим первые строки обоих определителей на 0( 1) ,i n xe +  вторые – на 1( 1)i n xe +  и т. д.:

 

2 1 2 1

0 0
( 1)

2 (2 1)2( 2 ) 1 1 .

n n
k k

k k
n i x i x

n ix ix n ix
cse i W e e e e

+ +

= =
+

+
∑ ∑ 

 - = - 
 
 

  

Определитель, стоящий в правой части последнего равенства, есть определитель 
Вандермонда порядка 2n + 2, точное значение которого вычислено в [17, с. 41]:

 

2 1

0
(2 1) 0 2 122 (2 1) ( 1)(2 1)1 (2 ) sin .

2

n
k

k

i n x n q pix ix n ix n n

p q

x x
e e e i e

+

=
+ +

+ + +

<

∑ -
= ∏



  

Отсюда после преобразований и сокращений следует, что

 
2 2 1 0 2 1

1 2 2 1
0 1 2 1

0

1( , , , ) ( 1) 2 sin sin .
2 2

n n q pn n n
cs n k

k p q

x x
W x x x x

+ +
- + +

+
= <

-
= - ∑ ∏



  (30)

Рассмотрим определитель

 

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 2 2

1 cos sin cos sin cos( 1)
1 cos sin cos sin cos( 1)

1 cos sin cos sin cos( 1)
( ) 1 cos sin cos sin cos( 1)

1 cos sin cos si

k k k k k

k k k k k k

n n n

x x nx nx n x
x x nx nx n x

x x nx nx n x
x x x nx nx n x

x x nx

- - - - -

+ + + + +

+
+

+
∆ = +





      







      



2 1

2 2n cos( 1)
0 cos sin cos sin cos( 1)
1 cos sin cos sin cos( 1)

n

n n

m m m m m

u x

nx n x
D u D u D nu D nu D n u

x x nx nx n x
+=

=

+
+

+




  

 

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 2 2 2

1 cos sin cos sin cos( 1)
1 cos sin cos sin cos( 1)

1 cos sin cos sin cos( 1)
1 cos sin cos sin cos( 1)

1 cos sin cos sin

k k k k k

m k k k k k

n n n

x x nx nx n x
x x nx nx n x

x x nx nx n x
D x x nx nx n x

x x nx nx

- - - - -

+ + + + +

+
+

+
= +





      





      



2 1

2

; ,

cos( 1)
1 cos sin cos sin cos( 1)
1 cos sin cos sin cos( 1)

n

n n

u x

u

n x
u u nu nu n u
x x nx nx n x

+=

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 +
 

+ 
 + 





 

где 0 ≤ k ≤ 2n. 
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По формуле (30)

 

2 0 1, 1 2
2 2 1

,( ) ( 1) 2 sin ( )
2

k k n q pn n n
k n k

p q

x x
x t x

- +
+ +

<

-
∆ = - ×∏

 

   

 
2 1

0 1 1 1 2 ,
1sin ( )sin ( ); .
2 2 n

m k k n n k
u x

u xD x u x x x x x t u u
+

- +
=

- × + + + + + + + + 
 

   (31)

Введем обозначение 0 1 1 1 2 .k k k nx x x x x x- += + + + + + +
   Справедливо тождество

 1 1 1 1sin ( )sin cos (2 ) cos (2 ) .
2 2 2 2 2k k k

u xx u x x x u x-  + + = + - + 
 

    

тогда, если m нечетно, то

 , ,
1 1 1 1sin ( )sin ( ); cos (2 ) cos (2 ) ( );
2 2 2 2 2m k n k m k k n k

u xD x u x t u u D x x u x t u u-     + + = + - + =        
     

 , 1 ,
1 1 1 1cos (2 ) cos (2 ) ( ) cos (2 ) ( )
2 2 2 2 2k k m n k k m n k

m dx x u x D t u u x D t u
du -

  = + - + - + -  
  

     

 
2

2 ,2
( 1) 1cos (2 ) ( ).

4 2 k m n k
m m d u x D t u

du
-

-  - + 
 

  (32)

так как

 ( )1 1 1 1cos (2 ) cos (2 ) cos( ) 1 cos (2 ) sin( )sin (2 ),
2 2 2 2k k k kx x u x x u u x x u u x+ - + = - - + - - +     

то после вычисления производных и преобразований будем иметь

  ( )
2 1

, 2 1 2 1
1 1sin ( )sin ( ); cos( ) sin( ) ,
2 2 2

n

m k n k k n k n k
u x

u xD x u x t u u a x x b x x c
+

+ +
=

- + + = - + - + 
 

  (33)

где ak, bk, ck – заданные равенствами (23)–(24) числовые величины.
В случае четного m в правой части равенства (32) добавится слагаемое 

3 ,
( 1)( 2) 1cos (2 ) ( ).

8 2 k m n k
m m m d u x D t u

du -
- -  + 

 
  аналогично, после преобразований при 2 1nu x +=  

также будет справедливо равенство (33).
Введем определитель

 

2 1

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 cos sin cos sin cos( 1)
1 cos sin cos sin cos( 1)

.
1 cos sin cos sin cos( 1)
0 cos sin cos sin cos( 1)

n

n n n n n

m m m m m u x

x x nx nx n x
x x nx nx n x

x x nx nx n x
D u D u D nu D nu D n u

+=

+
+

∆ =
+

+







      





 

Очевидно, что 2 1 1( ) ( 1) ( 1) .n k k
k kx - + -∆ = - ∆ = - ∆    С учетом (31) и (33)

 ( )
( )

1
, 2 1 2 1

, 2 1 2 1

( ) cos( ) sin( ) ( 1) ( ) .
( ) cos( ) sin( )

k
n k k n k n k k

n k k k k n k k n k

t x a x x b x x c x
t x a x x b x x c

-
+ +

+ +

- + - + - ∆
=

- + - + ∆





 (34)

Из (30) следует, что 0 1 2 1( , , , , ) ( ),cs n nW x x x x c x+= Ω  где c – const. тогда 1 2 1( ; ).m n ncD x+ +∆ = Ω  
Следовательно,
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 1 0 1 2

1 2 1

( ) ( , , , , ) .
( ; )

n cs n

m n n

x W x x x x
D x

+

+ +

Ω
=

Ω ∆




 (35)

Объединяя (34), (35), получим

 1( )nT x+ =   

 

0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 1

1 cos sin cos sin cos( 1) ( )
1 cos sin cos sin cos( 1) ( )

1
1 cos sin cos sin cos( 1) ( )
0 cos sin cos sin cos( 1) ( ; )
1 cos sin cos

n n n n n n

m m m m m m n

x x nx nx n x f x
x x nx nx n x f x

x x nx nx n x f x
D u D u D nu D nu D n u D f x

x x n
+

+
+

= -
+∆

+





       









2 1

.

sin cos( 1) 0
nu xx nx n x
+=+

 

Используя свойства определителя, так же, как и в доказательстве теоремы 2, можно показать, 
что верны тождества:

 1(1; ) 1,nT x+ ≡ 1(cos ; ) cosnT kx x kx+ ≡ ( 1,2, , 1),k n= + 1(sin ; ) sinnT kx x kx+ ≡ ( 1,2, , ).k n=   

таким образом, формула (25) точна для тригонометрических многочленов степени не выше  
n + 1 с коэффициентом при sin(n + 1)x, равным нулю. теорема 5 доказана.

Построим представление погрешности формулы (25). В [2] для функции f(x), имеющей на 
отрезке [ , ]a b ∈R абсолютно непрерывную производную порядка r – 1, получен тригонометриче-
ский аналог формулы тейлора вида

 1( ) ( ) ( ),r rf x P x R x-= +  (36)

где при { }2 1, 0r k k= + ∈ +N,

 1
2

1 1
1 1 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ; ) ( ; )
1! 2!rr

S x a C x aP x H x f a D f a D f a--
- -

= = + + +   

 
1 1

2 2
2 1

( ) ( )
( ; ) ( ; );

( 2)! ( 1)!

r r

r r

S x a C x a
D f a D f a

r r

- -

- -

- -
+ + +

- -
  1

2

1( ) ( ) ( ; ) .
( 1)!

r

x

r r
a

R x C x s D f s ds
r

-= -
- ∫  

Здесь функции Ck(x) и Sk(x) задаются равенствами

 ( ) 2 (1 cos ) ( 0,1,2, );k k
kC x x k= - =   

1 1 1( ) 2 sin (1 cos ) ( ) ( 1,2, ).
2

k k
k kS x x x C x k

k
- - ′= - = =   

Введем обозначения ( )
( )

, 2 1 2 1
1,

, 2 1 2 1

( ) cos( ) sin( )
( )

( ) cos( ) sin( )
n k k n k n k

n k
n k k k k n k k n k

t x a x x b x x c
t x

t x a x x b x x c
+ +

+
+ +

- + - +
=

- + - +
  ( 0,1, ,2 ),k n=   

1
1

1 2 1

( )( )
( ; )

n
n

m n n

xx
D x

+
+

+ +

Ω
Ω =

Ω
  и функцию 

( ), 0,
( )

0, 0.
n

n
C u u

K u
u

≥
=  <

те о р е м а 6. Если f(x) имеет на отрезке [0,2π] абсолютно непрерывную производную поряд-
ка 2n, то остаточный член формулы (25) имеет вид

 1( ) ( )nf x T x+- =   

  ( )
2 1

2 2
1, 1 2 1

00

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ( ; ) .
(2 )! n

n
n n k n k n m n nu xk

K x s K x s t x x D K u s u D f s ds
n +

π

+ + +==

 
= - - - -Ω - 

 
∑∫ 

  (37)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем 

 
2

1 1, 1 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ; ).
n

n n k k n m n
k

T x t x f x x D f x+ + + +
=

= +Ω∑ 

  

Подставив вместо f(x) ее выражение, представимое в виде (36), при r = 2n + 1, a = 0, а также  
в силу точности формулы (25) для тригонометрических многочленов степени n, будем иметь

 
2

1 1, 2 1 1 2 1 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ; ),
n

n n n k n k n m n n
k

T x H x t x R x x D R x+ + + + + +
=

= + +Ω∑ 

  
откуда

 
2

1 2 1 1, 2 1 1 2 1 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ; ).
n

n n n k n k n m n n
k

f x T x R x t x R x x D R x+ + + + + + +
=

- = - -Ω∑ 

  

Подставим сюда интегральное выражение для 2 1( )nR x+ :

 
2

1 2 1 1, 2 1
00 0

1( ) ( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ) ( ; )
(2 )!

kx xn
n n n n k n k n

k
f x T x C x s D f s ds t x C x s D f s ds

n+ + + +
=

 
- = - - - - 

 
∑∫ ∫   

 
2 1

1
2 1

0

( ) ( ) ( ; ) ; .
(2 )!

n

u
n

m n n
u x

x D C u s D f s ds u
n

+

+
+

=

 Ω
- - 

 
∫



 

Используя функцию Kn(u), после преобразований получим соотношение (37). теорема 6 до-
казана.

Введем обозначения:

 ( )
2 1

2
1 1, 1

0 , 2 0
max ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ,

n

n
n n n k n k n m n u xs k

B K s K x s t D K u s u
+

+ + + =≤θ ≤ π =
= θ - - - θ -Ω θ -∑ 

    

 2 1 2 1
[0,2 ]

max ( ) .n nM D f+ +
θ∈ π

= θ  

тогда оценка погрешности формулы (25) будет иметь вид

 1 2 1
1

2( ) ( ) .
(2 )!
n n

n
B Mf x T x

n
+ +

+
π

- ≤  

З а м е ч а н и е 2. Интерполяционный многочлен (25) удовлетворяет условиям (26) не только 
при значениях величин ak, bk, ck, задаваемых равенствами (23), (24). Например, эти же условия 
выполняются для многочлена вида (25) при

 
1 , 2 1 3 , 2 1

1 ( 1) ( 1)( 2)( ; ) ( ; ),
2 4

m

k m n k n m n k n
m m ma mD t x D t x- + - +

+ - - -
= - +    

 
, 2 1 2 , 2 1

( 1)( ; ) ( ; ),
2k m n k n m n k n

m mb D t x D t x+ - +
-

= -   0.kc =  

Однако в этом случае интерполяционная формула не является точной даже для 1.
П р и м е р. Для функции sin2( ) cos3 xf x x e= ⋅  построим интерполяционный многочлен (25) 

при n = 6, m = 2, а также многочлены лагранжева типа 
2 ,

,0

( ) ( )( ; )
( )

n n k k
n

n k kk

t x f xH f x
t x=

= ∑  при n = 6,7. 

Узлы интерполирования для каждой из формул берутся такими: 2
2 1k

kx
n
π

=
+

( 0,1, ,2 ),k n=    

для формулы (25) 2 1 .nx + = π   Явный вид многочленов здесь приводить не будем из-за их гро-
моздкости.
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Погрешности интерполирования построенными многочленами, вычисленные по формуле 

( )
2 2

1

1( ; ) ( ) ( ) ,
2

n
k k

k
R f T f x T x

n =
= -∑  где ( )1 / 2,k k kx x x-= +  T(x) – соответствующий интерполя-

ционный многочлен, равны

 7( ; ) 0,0320692,R f T =  6( ; ) 0,20166,R f H =  7( ; ) 0,031053.R f H =  

В данном конкретном случае погрешности интерполирования многочленами T7(x) и H7(x) 
примерно равные, однако при приближении функции многочленом T7(x) используется число уз-
лов на один меньше, чем при приближении многочленом H7(x). С другой стороны, применение 
дополнительного условия на совпадение значений дифференциального оператора второго по-
рядка позволило увеличить точность приближения почти на один десятичный разряд по сравне-
нию с обычной лагранжевой интерполяцией многочленом H6(x). 

Заключение. В данной работе получены следующие новые результаты: для функций скаляр-
ного аргумента построены алгебраический и тригонометрический интерполяционные много-
члены Эрмита – Биркгофа, содержащие значение дифференциального оператора специального 
вида в одном из узлов. Порядок дифференциального оператора не зависит от числа узлов. 
Найдены классы многочленов, для которых интерполяционные формулы точны. Построен три-
гонометрический аналог формулы лейбница. Получены явные представления и оценки погреш-
ности интерполирования. Построен иллюстрационный пример применения формулы тригоно-
метрического интерполирования.
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О ПРИБЛИЖЕННОм ВЫЧИСЛЕНИИ ИНтЕГРАЛОВ  
С ОСОБЕННОСтЯмИ НА КОНЦАХ ОтРЕЗКА ИНтЕГРИРОВАНИЯ

При решении различных граничных задач, возникает необходимость построения таких квадратурных формул, 
в которых одна часть узлов задается заранее, другая – может быть взята произвольно. Именно эта проблема и при-
влекла наше внимание. В настоящей статье описана разработка библиотеки процедур для приближенного вычисле-
ния интегралов с весами (1 ) / (1 )x x±  и 21 / 1 x-  в случае, когда подынтегральная функция имеет особенности на 
одном или обоих концах отрезка интегрирования. Приведен алгоритм работы библиотеки процедур. На примере 
показано, что разработанная библиотека процедур значительно уменьшила процессорное время, а значит, усовер-
шенствовала учет вычислительных ресурсов относительно стандартных процедур системы Maple. Далее рассмотре-
но несколько примеров, на которых проиллюстрирована эффективность построенных квадратурных формул типа 
Радо и лобатто в сравнении с результатами из других работ. В завершение продемонстрирован пример вычисления 
интеграла, в котором отсутствуют веса Чебышева. Полученные результаты могут быть использованы для дальней-
шего исследования квадратурных формул, а также для изучения свойств интерполяционных рациональных функций.

Ключевые слова: квадратурные формулы, интегрирование на отрезке, рациональная аппроксимация, интерпо-
лирование, Maple. 

Y. V. Dirvuk

Yanka Kupala State University of Grodno, Grodno, Belarus

APPROXIMATE COMPUTATION OF INTEGRALS WITH THE SINGULARITIES  
ON INTEGRATION INTERVAL ENDS

Various generalizations of Gauss quadrature formulas are the subject of research of many authors. Here, interest is paid 
to a special kind of quadrature formulas when some nodes are assigned in advance and the others can be taken arbitrarily. In 
this article, the performance of process libraries is described. The article outlines the procedures for numerical calculation of 
integrals by weights (1 ) / (1 )x x±  and 21 / 1 x-  when the integrand function has singularities on one or the both ends of 
the integration interval. The algorithm of working process libraries is also shown. The example illustrates that the developed 
library extremely decreases the CPU time, thus improving the recording of computing resources with respect to the standard 
procedures of the Maple system. Further, some examples are considered. They show the comparison between the effective 
constructed Lobatto and Radau quadrature formulas and the results of other investigations. In conclusion, the example of 
calculating the integral with no Chebyshev weight is given. The obtained results can be used both for further research of 
quadrature formulas and for study of the properties of rational interpolating functions.

Keywords: quadrature formulas, segment integration, rational approximation, interpolation, Maple.

Введение. Одной из важных задач теории приближений как науки, имеющей огромное тео-
ретическое и прикладное значение, является задача приближенного вычисления интегралов. 
Уже на заре ее развития в работах Ш. Эрмита, К. Ф. Гаусса, П. л. Чебышева, а. а. Маркова,  
С. Н. Бернштейна был создан теоретический фундамент для развития исследований в этой обла-
сти, на основе которого появилось новое направление исследований, получившее впоследствии 
название «теория квадратурных формул».

К настоящему времени квадратурные формулы рационального типа представляют собой  
основной объект изучения многих авторов. Существенное место в этих исследованиях занимают 
вопросы, посвященные квадратурным формулам типа Гаусса, полученным с помощью рацио-
нального интерполирования.

Изначально в теории квадратурных формул рационального типа стояла проблема выбора уз-
лов интерполирования. Классический способ решения этой задачи на отрезке был предложен 
В. Н. Русаком. Именно он предложил использовать в качестве узлов интерполирования нули ко-
синус-дробей и синус-дробей Чебышева – Маркова [1]. Это направление было продолжено 
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Е.	А.	Ровбой	–	в	работе	[2]	им	были	построены	обобщения	классических	квадратурных	формул,	
в	частности	формулы	Эрмита,	на	основе	интерполирования	рациональными	функциями	с	узла-
ми	Чебышева	–	Маркова.	Выбор	нулей	рациональных	дробей	Чебышева	–	Маркова	в	качестве	
узлов	интерполирования	позволяет	найти	в	явном	виде	коэффициенты	квадратурных	формул,	
вследствие	чего	теория	квадратурных	формул	интерполяционно-рационального	типа	приобрела	
более	совершенный	характер.	

При	решении	различных	граничных	задач	возникает	необходимость	построения	таких	квад-
ратурных	формул,	в	которых одна	часть	узлов	задается	заранее,	другая	–	может	быть	взята	про-
извольно.	Именно	эта	проблема	и	привлекла	наше	внимание.	При	этом,	если	фиксируются	оба	
конца	рассматриваемого	отрезка,	то	такая	квадратурная	формула	называется	квадратурной	фор-
мулой	типа	Лобатто,	если	же	один	–	квадратурной	формулой	типа	Радо	[3].	Актуальность	таких	
задач	подтверждается,	в	частности,	их	широким	применением	в	физике.

Ранее	в	[4,	5]	были	построены	квадратурные	формулы	типа	Радо	для	весов	Якоби	 (1 ) / (1 )x x±  
и	 веса	 21 / 1 .x− 	 Также	на	 основании	квази-интерполяционных	рациональных	функций	 типа	
Эрмита	 –	Фейра	 [6]	 построены	 квадратурные	формулы	 типа	Лобатто	 для	 веса	 21 / 1 x− 	 [7].	
Вычислены	явные	выражения	для	коэффициентов	таких	квадратурных	формул,	дана	оценка	их	
погрешности.	В	данной	работе,	используя	эти	квадратурные	формулы,	приведено	описание	прог-
раммной	разработки	библиотеки	процедур	для	приближенного	вычисления	интегралов	с	веса-
ми	 (1 ) / (1 )x x± 	и	 21 / 1 x− 	от	функций	с	особенностями	вблизи	концов	отрезка	интегриро-
вания.	Эффективность	построенных	квадратурных	формул	показана	на	конкретных	примерах.	

1. Предварительные сведения. Пусть	 { } 1
n

k ka = 	 –	 последовательность	 комплексных	 чисел,	
удовлетворяющая	условиям:	1)	если	 ,ka ∈ 	то	 1;ka < 	2)	если	 ,ka ∈ 	то	среди	указанных	чи-
сел	 есть	 такое	 число	 ,la 	 что	 ;l ka a= 	 3)	 1 0;a =  kx 	 –	 нули	 синус-дроби	Чебышева	–	Маркова	
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Те о р е м а	1	[4].	Для произвольной функции ( ) [ 1,1]f x C∈ −  имеет место следующая квадра-
турная формула:
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2 1,2 ( , )nR f a− 	–	наилучшее равномерное приближение функции ( ) [ 1,1]f x C∈ −  
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Представляет	интерес	построить	интерполяционные	рациональные	функции	Лагранжа	с	удво-

енным	количеством	параметров,	не	изменяя	степень	синус-дроби	Чебышева	–	Маркова.	
Пусть	{ }2 1
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k ka = 	–	последовательность	комплексных	чисел,	удовлетворяющая	условиям:	1)	ес-

ли	 ,ka ∈ 	то	 1;ka < 	2)	если	 ,ka ∈ 	то	среди	указанных	чисел	есть	такое	число	al,	что	 ;l ka a=  
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ций,	как	в	[4],	можно	показать,	что	справедлива	
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Те о р е м а 2. Для произвольной функции ( ) [ 1,1]f x C∈ −  имеет место следующая квадратур-
ная формула:
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В работе [5] была построена следующая квадратурная формула радо:
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З а м е ч а н и е 1. Поступая аналогично теореме 2, имеют место соответствующие квадратур-
ные формулы с удвоенным количеством параметров для весов (1 ) / (1 )x x− +  и 21 / 1 .x−

В работе [7] была построена следующая квадратурная формула Лобатто:
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2. Основные результаты. На практике большое значение имеет быстродействие процедур 
вычисления интегралов. Обычно такое сравнение производят для конкретного процессора и кон-
кретной системы компьютерной алгебры. Поэтому укажем, что для численных экспериментов 
использовался процессор Intel Core i5-3317U (1,7 ГГц, 10 ГБ ОЗУ), а библиотека процедур была 
создана в системе Maple 18.

При разработке новых библиотек очень важно иметь возможность оценить необходимые для 
проведения вычислений ресурсы, которыми чаще всего являются процессорное время (вычисли-
тельная сложность) и память (сложность алгоритма по памяти). Таким образом, можно предска-
зать время выполнения и сравнивать эффективность алгоритмов.

Система Maple располагает рядом средств для создания достаточно эффективных механиз-
мов работы с пользовательскими библиотеками, структурно аналогичными главной Maple-биб-
лиотеке. Также такие библиотеки позволяют использовать в среде пакета содержащиеся в них 
средства на уровне доступа, аналогичного стандартным средствам пакета.

Для сравнения приближенного решения интегралов с помощью разработанной библиотеки 
процедур опишем встроенные средства системы Maple для вычисления интегралов. 

Для нахождения определенных интегралов Maple предоставляет следующие функции: 
int( , .. ),f x a b=  int( , .. , continuous),f x a b=  где f – подынтегральная функция, x – переменная, по 
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которой	выполняются	вычисления,	a	и	b	–	нижний	и	верхний	пределы	интегрирования,	conti-
nuous	–	необязательное	дополнительное	условие.

Сначала	система	Maple	делает	поиск	аналитического	значения	интеграла	с	заданной	подын-
тегральной	функцией.	Если	это	не	удается	(например,	для	«не	берущихся»	интегралов),	то	воз-
вращается	исходная	запись	интеграла.	В	подобных	случаях	можно	вычислить	значение	опреде-
ленного	интеграла	численным	способом	с	помощью	команды	«evalf».	Именно	с	этим	способом	
будем	сравнивать	процессорное	время	работы	процедур	разработанной	библиотеки.

Теперь	опишем	алгоритм	приближенного	вычисления	интегралов	с	помощью	разработанной	
библиотеки	процедур.	На	первом	шаге	определяется	необходимая	точность	приближения,	подын-
тегральной	и	весовой	функций.	Далее	выделяются	особенности	на	концах	отрезка	интегрирова-
ния	 подынтегральной	 функции.	 После	 этого	 выбирается	 необходимая	 квадратурная	 формула	 
и	набор	узлов.	И	наконец	вычисляется	интеграл	с	заданной	точностью.	

П р и м е р	1. Вычислим	интеграл	с	помощью	разработанной	библиотеки:

 ( )
1

21

/1,1 .
sin /1,1 1

x dx
x x−

π
π −

∫ 	 (4)

Вычислим	интеграл	(4)	с	точностью	до	e-10.	Одна	из	процедур	библиотеки	определяет	подын-

тегральную	функцию	
( )
/ 1,1 ,

sin /1,1
x

x
π
π

	вес	
2

1

1 x−
	и	необходимую	точность	e-10.	Другая	процеду-

ра	определяет	наличие	особенностей	функции	в	точках	±1.	Соответственно	для	приближенного	
вычисления	интеграла	(4)	применяется	квадратурная	формула	(3).	При	этом	гарантируется	отно-
сительная	погрешность	вычисления	интеграла	не	более	e-10.	

В	табл.	1	приведем	сравнения	процессорного	времени,	затрачиваемого	стандартными	проце-
дурами	системы	Maple	и	процедурами	разработанной	библиотеки,	для	различной	точности	при-
ближения.

Таблица 1. Сравнительная таблица для интеграла (4) / Table 1.  Comparison table for the integral (4)

Точность 
Accuracy

Процедуры	библиотеки 
Procedures	library

Процедуры	Maple 
Maple	Procedures

e-05 14	мс 135	мс
e-10 26	мс 330	мс
e-25 205	мс 2600 мс

3. Демонстрационные примеры. Проиллюстрируем	 эффективность	 построенных	 квадра-
турных	формул	типа	Радо	и	Лобатто	на	следующих	примерах.

П р и м е р	2. Рассмотрим	интеграл

 

1

21
.

( ) 1

x

r
e dx

x x− + λ −
∫ 	 (5)

Для	различных	λ	и	r	такой	интеграл	рассматривался	в	качестве	примера	в	работе	[8].	Позже,	
в	работе	[9],	интеграл	(5)	был	вычислен	для	λ	±	1,01	и	r	=	2	с	помощью	квадратурных	формул	
типа	Гаусса,	при	этом	узлы	в	конечных	точках	не	задавались.	График	поведения	подынтеграль-

ной	функции	 2( 1,01)

xe
x +

	представлен	на	рис.	1.

Из	 рис.	 1,	 в	 частности,	 следует,	 что	 подынтегральная	 функция	 имеет	 особенность	 вблизи	
точки	1.	Вычислим	этот	интеграл	с	помощью	квадратурной	формулы	Радо	в	рациональном	(2)	 
и	полиномиальном	(положив	 { } 1 0n

k ka = = )	 случаях. Полученные	результаты	сравним	с относи-
тельными	погрешностями	из	[8,	9].	Для	применения	рациональной	квадратурной	формулы	опре-
делим	последовательность	чисел	{ } 1

n
k ka = 	следующим	образом:

 0,na =   / ( 1),ka k n= − λ −   1,2,..., 1.k n= −  
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Относительную погрешность квадратурных формул вычислим по формуле 

 

( ) ( )
,

( )
nI f I f

Error
I f

µ

µ

-
=  

где Iµ( f ) – приближенное значение интеграла, In( f ) – точное значение интеграла.
В табл. 2 для различного количества узлов приведены относительные погрешности при при-

менении квадратурных формул типа лобатто (Error1 в рациональном случае, Error4 в полино-
миальном случае) и квадратурных формул, рассмотренных в [9, 8] (Error2 и Error3 соответ-
ственно).

Таблица 2. Относительные погрешности рассматриваемых квадратурных формул для интеграла (5)
Table 2. Relative errors of the quadrature formulas for the integral (5)

n Error1 Error2 Error3 Error4

2 2,29e-06 5,41e-04 8,83e-05 4,69
4 1,38e-09 6,11e-07 6,31e-07 2,17
8 3,03e-16 1,29e-15 4,97e-12 0,73
16 6,06e-16 6,46e-16 2,37e-15 0,11

П р и м е р 3. Рассмотрим интеграл

 

1

0
21

( ) ,
1

dxJ x
x-

ω
-

∫
 

0.ω>  (6)

Это хорошо известное соотношение с участием функции Бесселя нулевого порядка [10]. так 
как весовая, а также подынтегральная функции являются четными, то такой интеграл можно 
рассматривать на отрезке [–1,1], разделив результат на 2.

Интеграл (6) рассматривался в качестве примера в работе [11], где результаты были получе-
ны с помощью квадратурных формул типа Радо.

Далее интеграл (6) будем рассматривать на отрезке [–1,1] для случая ω = 8:

 

1

0
21

(8 ) .
1

dxJ x
x- -

∫  

В этом случае график поведения подынтегральной функции J0(8x) представлен на рис. 2.

Рис. 1. График подынтегральной функции (5) / Fig. 1. The graph of the integrand (5)
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Из рис. 2, в частности, следует, что подынтегральная функция имеет особенности вблизи то-
чек –1 и 1. Вычислим интеграл (6) с помощью квадратурных формул типа лобатто в рациональ-
ном (3) и полиномиальном (положив { }2 1

1 0n
k ka -

= = ) случаях. Полученные результаты сравним  
с относительными погрешностями из [11]. Для применения рациональных квадратурных фор-
мул (3) определим последовательность комплексных чисел { }2 1

1
n

k ka -
= следующим образом:

 0 2 1 0,na a -= =   /1 ,k n
ka e- α= -   2 1 ,n k ka a- - = -   1,2,..., 1.k n= -  

В табл. 3 для различного количества узлов приведены относительные погрешности при при-
менении квадратурных формул типа лобатто (Error1 в рациональном случае, Error3 в полино-
миальном случае) и квадратурных формул из [11] (Error2).

Таблица 3. Относительные погрешности рассматриваемых квадратурных формул для интеграла (6)

Table 3. Relative errors of the quadrature formulas for the integral (6)

n α Error1 Error2 Error3

2 19,9998 0,15 1,4 2,35
5 4,9199 1,12e-08 3,7e-03 3,99e-03
8 0,8932 3,16e-11 5,8e-07 1,51e-06
14 0,1872 6,57e-19 8,7e-17 9,39e-16
17 0,1161 4,72e-24 1,7e-22 3,31e-21

В предыдущих примерах были рассмотрены функции, которые могут быть интегрированы  
с небольшим числом узлов. Они служат для иллюстрации теории, но реальная сила этих квадра-
турных формул лежит в приближении интегралов, которые трудно вычислить традиционными 
методами и которые требуют очень большого количества узлов. Продемонстрируем это на сле-
дующем примере.

П р и м е р 4. Рассмотрим интеграл

 

1

2 2 21

1sin ,
1

dx
x x-

 
 - ω  -

∫
 

1.ω>  (7)

Рис. 2. График подынтегральной функции (6)
Fig. 2. The graph of the integrand (6)
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Интеграл (7) при ω = 0,001 приводился в качестве примера в работе [9], где результаты были 
получены с помощью квадратурных формул типа Гаусса, при этом узлы в конечных точках  
не задавались.

График поведения подынтегральной функции 2 2
1sin

x
 
 - ω 

 представлен на рис. 3.

Из рис. 3, в частности, следует, что подынтегральная функция имеет особенности вблизи то-
чек –1 и 1. Вычислим интеграл (7) с помощью квадратурных формул типа лобатто в рациональ-
ном (3) и полиномиальном (положив { }2 1

1 0n
k ka -

= = ) случаях. Полученные результаты сравним  

с относительными погрешностями из [9]. Для применения рациональных квадратурных формул (3) 
определим последовательность комплексных чисел { }2 1

1
n

k ka -
= следующим образом:

 0 2 1 0,na a -= =   /1 ,k n
ka e- α= -   2 1 ,n k ka a- - = -   1,2,..., 1.k n= -  (8)

В табл. 4 для различного количества узлов приведены относительные погрешности при при-
менении квадратурных формул типа лобатто (Error1 в рациональном случае, Error3 в полино-
миальном случае) и квадратурных формул из [9] (Error2).

Таблица 4. Относительные погрешности рассматриваемых квадратурных формул для интеграла (7)
Table 4. Relative errors of the quadrature formulas for the integral (7)

n α Error1 Error2 Error3

100 1,9973 1,10e-05 2,12e-03 9,38e-02
200 9,9846 2,92e-06 8,01e-04 3,85e-03
400 1,31968978485 6,69e-15 2,01e-14 2,02e-02

З а м е ч а н и е 2. Вычисления примеров 2–4 выполнены при помощи разработанной библио-
теки процедур.

В завершение продемонстрируем пример, в котором отсутствуют веса Чебышева.
П р и м е р 5. Рассмотрим интеграл

 

1

1

1sin ,dx
x-

 
 ω- 

∫   1.ω>  (9)

Рис. 3. График подынтегральной функции (7)
Fig. 3. The graph of the integrand (7)
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такой интеграл рассматривался в качестве примера в [12]. Результаты из этой работы получе-
ны с помощью квадратурных формул типа Гаусса.

любой определенный интеграл может быть преобразован в другой интеграл, в котором по-
является одна из четырех весовых функций Чебышева. Для перехода к весу 21/ 1 x-  будем 
использовать равенство из [11]:

 

21

21

(( ) 1 )
( ) .

2 1

b

a

Z b a x a xb aZ x dx dx
x-

- - +-
=

-
∫ ∫  (10)

Стоит отметить, что формула (10) не подходит для всех случаев [11]. Применяя (10) для (9), 
получим

 

1 1

21 1

1 1sin sin .
(2 1 1)

dx x dx
x x- -

    =   ω-  ω- - - 
∫ ∫  (11)

Вычислим интеграл (11) с помощью квадратурной формулы типа лобатто в рациональном (3) 
и полиномиальном (положив { }2 1

1 0n
k ka -

= = ) случаях. Полученные результаты будем сравнивать  
с относительными погрешностями квадратурных формул, рассмотренных в [12].

Для применения рациональных квадратурных формул (3) определим последовательность 
комплексных чисел { }2 1

1
n

k ka -
= , как и в (8).

В табл. 5 приведены относительные погрешности при применении квадратурных формул 
(Error1 в рациональном случае, Error3 в полиномиальном случае) и квадратурных формул (Error2), 
рассмотренных в работе [12].

Таблица 5. Относительные погрешности рассматриваемых квадратурных формул для интеграла (9)
Table 5. Relative errors of the quadrature formulas for the integral (9)

n α Error1 Error2 Error3

5 16,3977 3,43e-02 4,56e-02 6,6e-02
10 11,2001 1,05e-06 1,18e-04 5,15e-02
20 12,2371015953 5,70e-14 3,14e-13 9,55e-02

Заключение. Описана разработка библиотеки процедур для приближенного вычисления ин-
тегралов с весами (1 ) / (1 )x x±  и 21/ 1 ,x-  имеющих особенности на концах отрезка интег-
рирования. Приведен алгоритм работы библиотеки процедур. Рассмотрен пример вычисления 
интеграла из [9], приведено сравнение процессорного времени, затрачиваемого стандартными 
процедурами системы Maple и процедурами разработанной библиотеки для различной точности 
приближения. Созданная библиотека процедур значительно уменьшила процессорное время,  
а значит, усовершенствовала учет вычислительных ресурсов относительно стандартных проце-
дур системы Maple. Рассмотрены несколько примеров из [9–12], на которых проиллюстрирована 
эффективность построенных квадратурных формул типа Радо и лобатто в сравнении с результа-
тами из этих работ. В завершение продемонстрирован пример вычисления интеграла, в котором 
отсутствуют веса Чебышева.
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Ser. fiziko-matematicheskikh nauk [Proceedings of the National academy of sciences of Belarus. Physics and mathematics 
Series], 2014, no. 3, pp. 33–37. (In Russian).

7. Rouba Y., Smatrytski K., Dirvuk Y. Rational quasi-Hermite-Fejer-type interpolation and Lobatto-type quadrature for-
mula with Chebyshev-Markov nodes. Jaen Journal on Approximation, 2015, vol. 7, no. 2, pp. 291–308. 

8. Ranga A.Sri. Another quadrature rule of highest algebraic degree of precision. Numerische Mathematik, 1994, vol. 68, 
no. 2, pp. 283–294. Doi: 10.1007/s002110050062

9. Van Deun J., Bultheel A., Vera P.G. On computing rational Gauss-Chebyshev quadrature formulas. Mathematics of 
Computation, 2006, vol. 75, no. 253, pp. 307–326. Doi: 10.1090/s0025-5718-05-01774-6

10. Gradshteyn I.S., Ryzhik I.M. Tables of integrals, series and products. Nuclear Physics A, 1967, vol. 91, no. 3, pp. 698. 
Doi: 10.1016/0375-9474(67)90589-1

11. Gautschi W., Li S. Gauss–Radau and Gauss–Lobatto quadratures with double end points. Journal of Computational 
and Applied Mathematics, 1991, vol. 34, no. 3, pp. 343–360. Doi: 10.1016/0377-0427(91)90094-Z

12. Van Deun J., Bultheel A.A quadrature formula based on Chebyshev rational functions. IMA Journal of Numerical 
Analysis, 2006, vol. 26, no 4, pp. 641–656. Doi: 10.1093/imanum/drl009. 

Информация об авторе

Дирвук Евгений Владимирович – старший препо-
даватель кафедры системного программирования и ком-
пьютерной безопасности факультета математики и ин-
форматики, Гродненский государственный университет 
им. Я. Купалы (ул. Ожешко, 22, 230020, г. Гродно, рес-
публика Беларусь). Email: dirvuk@gmail.com

Information about the author

Dirvuk Yauheni Vladimirovich – Senior Lecturer, De-
partment of System Programming and Computer Security, 
Faculty of Mathematics and Informatics of the Yanka Kupala 
State University of Grodno (22, Ozheshko Str., 230020, 
Grod no, Republic of Belarus). Email: dirvuk@gmail.com

Для цитирования

Дирвук, Е. В. О приближенном вычислении инте-
гралов с особенностями на концах отрезка интегрирова-
ния / Е. В. Дирвук // Вес. Нац. акад. навук Беларусi. Сер. 
фiз.-мат. навук. – 2017. – № 1. – С. 29–37.

For citation

Dirvuk Y.V.  Approximate computation of integrals with 
the singularities on integration interval ends. Vestsі Natsyia-
nal’nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematych-
nykh navuk  [Proceedings of the National academy of sciences 
of Belarus. Physics and mathematics series], 2017, no. 1,  
pp. 29–37. (In Russian).



38 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 1. С. 38–52 

ISSN 0002-3574 (print) 
УДК 517.958 Поступила в редакцию 17.12.2016 
 Received 17.12.2016

В. И. Корзюк1,2, Нгуен Ван Винь1,3

1Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь 
2Институт математики Национальной академии наук Беларуси, Минск, Беларусь 

3Хюэский университет, Хюэ, Вьетнам

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕСтРОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ЧЕтВЕРтОГО ПОРЯДКА С ДВУКРАтНЫмИ ХАРАКтЕРИСтИКАмИ1

Изучаются классические решения граничных задач для нестрого гиперболического уравнения четвертого по-
рядка в случае двух независимых переменных c двукратными характеристиками. Под классическим решением  
понимается функция, которая определена во всех точках замыкания заданной области и имеет все классические 
производные, входящие в уравнение и условия задачи. Наличие классического решения, построенного в аналитиче-
ском виде, для уравнений высшего порядка представляет интерес для вычислительной математики при тестирова-
нии численных алгоритмов. Заметим, что корректная постановка смешанных задач для гиперболических уравнений 
зависит не только от количества характеристик, но и от их расположения. Оператор уравнения представляет собой 
композицию дифференциальных операторов первого порядка. Уравнение задается в полуполосе двух независимых 
переменных. На нижнем основании области задаются условия Коши, а на боковых границах – условия Дирихле  
и Неймана. Методом характеристик выписывается в аналитическом виде решение рассматриваемой задачи, доказы-
вается единственность решений, а также показывается, при каких условиях линейное дифференциальное уравнение 
с постоянными коэффициентами четвертого порядка представимо в виде рассматриваемого в статье нестрого гипер-
болического уравнения.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, гиперболические уравнения, уравнения четвертого порядка, 
частные производные, граничные условия, условия Коши, условия Дирихле, условия согласования, классическое 
решение, нестрогого гиперболическое уравнение. 
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SOLVING THE PROBLEM FOR THE FOURTH-ORDER NONSTRICTLY HYPERBOLIC EQUATION  
WITH DOUBLE CHARACTERISTICS

This article is concerned with studying the classical solutions of boudary problems for the fourth-order nonstrictly 
hyperbolic equation with double characteristics. A classical solution is understood as a function that is defined everywhere  
in the domain closure and has all classical derivatives entering the equation and the problem conditions. The classical solution 
is built in analytical form for higher-order equations of interest for computational mathematics in testing numerical algorithms. 
Note that the correct formulation of mixed problems for hyperbolic equations not only depends on the number of charac-
teristics, but also on their location. The operator appearing in the equation involves a composition of first-order differential 
operators. The equation is defined in the half-band of two independent variables. There are Cauchy’s conditions on the domain 
bottom and Dirichlet’s conditions and Neumann’s conditions on other boundary. Using the method of characteristics, the ana-
lytic solution of the considered problem is written. The uniqueness of the solutions is proved. In addition, it states: under what 
conditions a linear differential equation with constant fourth-order coefficients can be represented in the form of the non-
strictly hyperbolic equation considered in the article.

Keywords: differential equations, hyperbolic equations, partial derivatives, boundary conditions, Cauchy’s conditions, 
Dirichlet’s conditions, agreement conditions, classical solution, nonstrictly  hyperbolic equations. 

Введение. Настоящая работа является продолжением построения классических решений за-
дач для гиперболических уравнений четвертого порядка [1–5]. Каждая задача – это отдельное 
научное исследование, представляющее интерес в теории дифференциальных уравнений с част-
ными производными. В статье рассматривается гиперболическое уравнение с постоянными  
коэффициентами, для которого находится классическое решение смешанной задачи в случае 
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простейших граничных условий. Оператор уравнения представим в виде композиции линейных 
операторов первого порядка. Одновременно получается условие на коэффициенты исходного 
уравнения, при выполнении которого гиперболический оператор разлагается на композицию 
операторов. Для нахождения классического решения указанной задачи используется формула 
общего решения для гиперболического уравнения четвертого порядка, оператор которого пред-
ставим в виде композиции операторов первого порядка [4, 5]. С помощью характеристик уравне-
ния определяется его общее решение. Из общего решения выделяется то, которое удовлетворяет 
условиям Коши и другим граничным условиям. 

1. Разложение гиперболического оператора в виде композиции операторов. линейное ги-

перболическое уравнение относительно функции ( ) ( )2: , ,u R Q t x u t x R⊃ ∋ → ∈  четвертого по-
рядка в общем виде можно записать следующим образом:

 

( ) ( ) ( ) ( ),

4
, , , , , , 0,4.i j i j

t x
i j

Lu a u t x f t x t x Q i j
+ ≤

= ∂ ∂ = ∈ =∑ 

   (1)

Найдем условия, при которых гиперболический оператор уравнения (1) разлагается на компози-
цию операторов первого порядка, т. е. когда уравнение (1) можно представить в виде

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

4

1
, , , , ,k k k

t x
k

c a b u t x g t x t x Q
=

∂ - ∂ + = ∈∏ 

    (2)

где  коэффициенты ( ) ( ) ( )1 2 3, ,c c c   и ( )4c  не равны нулю одновременно.

если ( )4,0 0,α ≠  то можно разделить уравнение (1) на ( )4,0 .α  В результате получим уравнение

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),4

4
, , , , , , 0,3, 0,4,i j i j

t t x
i j

u t x u t x f t x t x Q i j
+ ≤

∂ + α ∂ ∂ = ∈ = =∑   (3)

где ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

,

4,0 4,0
, ,

,  , .
i j

i j f t x
f t xα

α = =
α α





 

 Очевидно, что если уравнение (3) сводится к (2), то должно 

выполняться условие ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1.c c c c =     В этом случае (2) можно упростить, разделив обе его 
части на ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 .c c c c     После этого получим уравнение

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

4

1
, , , , .k k

t x
k

a b u t x g t x t x Q
=

∂ - ∂ + = ∈∏   (4)

Рассмотрим случай ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 4 3 4, , , ,a a a b b b a a c b b d= = = = = = = =  т. е.

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , , , , .t x t xa b c d u t x g t x t x Q∂ - ∂ + ∂ - ∂ + = ∈   (5)

Отсюда

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 23,1 2,2 3,1 3,1 2,2 3,11 18 3 , 8 3 ,
4 4

a c
   

= -α - - α + α = -α + - α + α      
   

  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 23,0 2,0 3,0 3,0 2,0 3,01 18 3 , 8 3 .
4 4

b d
   

= α - - α + α = α + - α + α      
   

 

Для того чтобы представить уравнение (3) в виде (5), надо удовлетворить коэффициенты уравне-
ния (1) условиям

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

22 2 22,2 3,1 2,0 3,0 0,0 2,0 3,08 3 0, 8 3 0, 64 4 , 
- α + α ≥ - α + α ≥ α = - α + α 
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 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3 31,0 3,0 2,0 3,0 1,3 3,1 2,2 3,18 4 , 8 4 ,α + α = α α α + α = α α   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
22 2 23,0 3,1 2,0 3,0 2,2 3,1 2,1 0,4 2,2 3,13 8 3 8 3 4 , 64 4 , 

α α + - α + α - α + α = α α = - α + α 
 

  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 20,2 2,0 2,2 3,1 3,0 2,2 3,0 2,1 3,1 3,0 3,132 16 3 16 4 3 0,   
α + α - α + α + α α α - α α - α α =   

   
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 20,1 2,0 3,0 2,1 3,0 3,1 0,3 2,1 3,0 3,1 2,2 3,116 4 2 , 16 2 4 0,   
α = α - α α -α α α + α -α α - α + α =   

   
 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )21,1 2,0 3,0 3,1 2,1 3,0 1,2 2,1 3,0 3,1 3,1 2,2 3,08 4 3 4 , 8 4 3 4 . 
α + - α + α α = α α α + - α + α α α = α α 

 
 

2. Постановка задачи. В замыкании [ ) [ ]0, 0,Q l= ∞ ×  области ( ) ( )0, 0,Q l= ∞ ×  двух незави-

симых переменных ( ) 2,t x Q R∈ ⊂   задано одномерное уравнение

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , , , , ,t x t xLu a b c d u t x f t x t x Q= ∂ - ∂ + ∂ - ∂ + = ∈  (6)

относительно искомой функции ( ) ( )2: , , ,u R Q t x u t x R⊃ ∋ → ∈  где , , , ,a b c d R∈  0 ,l< < +∞  

,t t
∂

∂ =
∂  

,x x
∂

∂ =
∂  

,
j k

j k
xt j kt x

+∂
∂ ∂ =

∂ ∂  
{ }, 0,1,2,...j k∈  – частные производные. К уравнению (6) на 

части границы Q∂  области Q присоединяются условия Коши

 ( ) ( ) [ ]0, , 0,1,2,3, 0, ,j
jt u x x j x l∂ = ϕ = ∈  (7)

и граничные условия

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ )1 2,0 , ,0 , 0, ,xu t t u t t t= µ ∂ = µ ∈ ∞  (8) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ )1 2, , , , 0, .xu t l t u t l t t= χ ∂ = χ ∈ ∞  (9)

Здесь ( ) ( ): , ,f Q t x f t R∋ → ∈x , [ ] ( ): 0, ,j jl x xϕ ∋ →ϕ  0,1,2,3,j =  [ ) ( ): 0, ,i it t Rµ ∞ ∋ →µ ∈

[ ) ( ): 0, ,i it t Rχ ∞ ∋ →χ ∈  i = 1,2, – заданные функции.
таким образом, требуется найти решение уравнения (6), удовлетворяющее условиям Коши (7), 

граничным условиям (8) и (9). Для определенности предположим, что с > 0 > a. Обозначим через 
f продолжение на R по второму аргументу функции f, т. е. ( ) ( ), ,f t x f t x=  для ( ), .t x Q∈

3. Общее решение уравнения (6). Справедлива 
лемма 1. Общее решение уравнения (6) представляется в виде суммы

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )

( )

1 2 3 4

3
0

,

1 , .

bt dt

d a t x z b c t x zx c tt
a c

x a t

u t x e g x at tg x at e g x ct tg x ct

e a t x z c t x z f z dzd
a c

- -

- -τ + - + -τ + -+ -τ
-

+ -τ

= + + + + + + + +

+ - τ + - - τ + - τ τ
-

∫ ∫   (10)

Доказательство. Введем обозначение: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 , , , , .t xc d u t x w t x t x Q∂ - ∂ + = ∈  (11)

Уравнение (6) запишем в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 , , , , .t xa b w t x f t x t x Q∂ - ∂ + = ∈  (12)
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Через функции характеристик делаем замену x + at = y0, t = y1. После приведения к каноническо-
му виду уравнение (12) запишется так: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
2

0 1 0 1 0 1 1 0 1, 2 , , , ,y y yw y y b w y y b w y y f y y ay∂ ∂ + ∂ + = -

    (13)

где ( ) ( )0 1, , .w y y w t x=  

Далее делаем замену ( ) ( )1
0 1 0 1, , .byw y y e r y y-=  В результате получим

 ( ) ( )1
1 1 0 1 1 0 1, , .by

y y r y y e f y y ay∂ ∂ = -   (14)

Интегрируем уравнение (14) по переменному y1. Отсюда

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 2
0 1 1 0 0 1 0

0
, , ,

y
br y y y h y h y y e f y a dτ= + + - τ τ - τ τ∫   (15)

или 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1
11 1 2

0 1 1 0 0 1 0
0

, , .
y

b ybyw y y e y h y h y y e f y a dτ--= + + - τ τ - τ τ∫ 

  (16)

В итоге получаем общее решение уравнения (12):

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2

0
, , .

t
b tbtw t x e th x at h x at t e f x at a d- -τ-= + + + + - τ τ + - τ τ∫   (17)

Соотношение (11) рассматриваем как уравнение

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2

0
, , ,  , .

t
b tbt

t xc d u t x e th x at h x at t e f x at a d t x Q- -τ-∂ - ∂ + = + + + + - τ τ + - τ τ ∈∫     (18)

Через функции характеристик делаем замену x + ct = z0, t = z1. После приведения к канониче-
скому виду уравнение (18) запишется так:

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )

1
1 1 1

1
1

1 22
0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1

1 0 1 1
0

, 2 , ,
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z z z

z
b z

u z z d u z z d u z z e z h z a c z h z a c z

z e f z cz az a d

-
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+ - τ τ - + - τ τ∫

  



 

Производя замену ( ) ( )1
0 1 0 1, , ,dzu z z e q z z-=  получим

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )

1
1 1

1
11

1 2
0 1 1 0 1 0 1

1 0 1 1
0

,

, .

d b z
z z

z
b zdz

q z z e z h z a c z h z a c z

e z e f z cz az a d

-

- -τ

∂ ∂ = + - + + - +

+ - τ τ - + - τ τ∫   (19)

Интегрируем уравнение (19) по переменному z1. В результате имеем

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 3 4

0 0

,

, .

bt dt

t
d t b

u t x e g x at tg x at e g x ct tg x ct

t e f x c t a d d

- -

ξ
- -ξ - ξ-χ

= + + + + + + + +

+ - ξ ξ - χ χ + - ξ + ξ - χ χ ξ∫ ∫ 

 

С другой стороны, делая замену ,  ,a ct x z
a c

τ - - +
χ = τ ξ =

-
 получим 
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-

+ -τ
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-

∫ ∫
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  (20)

Из (19) и (20) следует формула (10). лемма доказана.
теорема 1. Общее решение (10) уравнения (6) принадлежит классу четырежды непрерывно 

дифференцируемых функций ( )4C Q  тогда и только тогда, когда

 ( )4
1 2( ) ( ) ,g x at tg x at C Q+ + + ∈

 ( ) ( )4
3 4( ) ,g x ct tg x ct C Q+ + + ∈  (21) 

 
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )4

0
,

d a t x z b c t x zx c tt
a c

x a t
e a t x z c t x z f z dzd C Q
- -τ + - + -τ + -+ -τ

-

+ -τ
- τ + - - τ + - τ τ∈∫ ∫   (22)

и ( ) ( ), .f t x C Q∈
Д о к а з а т е л ь с т в о. В соотношении (10) сделаем невырожденную замену независимых пе-

ременных по формулам 
 , ,x at x ctξ = + η = +   

 , .a ct x
a c a c
ξ - η η- ξ

= =
- -

  (23)

Согласно формуле (10), функция u определяется независимыми переменными t и x. Следо-
вательно, u  согласно замене (23) является функцией от переменных ξ и η. 

Рассматривая функцию u  как сложную функцию, вычислим все частные до четвертого порядка 
производные функции u через соответствующие производные ,j kuηξ∂ ∂  4,j k+ ≤  { }, 0,1,2,3,4 .j k∈  
Нетрудно проверить, что функция u  принадлежит классу ( )4 .C Q

Рассмотрим теперь формулу (10) в случае однородного уравнения (6), т. е.

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1 2 3 4, , .
b d

a c a cu t x u e g g e g g
a c a c

ξ-η ξ-η
- -

- -ξ - η ξ - η   = ξ η = ξ + ξ + η + η   - -   
  (24)

Вычисляя все производные функции (24) до четвертого порядка включительно, получим 

( ) ( ) ( )4
1 2g g С Q

a c
ξ - η

ξ + ξ ∈
-

  и ( ) ( ) ( )4
3 4 .g g С Q

a c
ξ - η

η + η ∈
-

  теорема доказана.

З а м е ч а н и е. если b = d = 0, то условия (22) запишутся в виде

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

0 0
, ,  , ,  , , , .

t t
xf t x C Q f x h t d C Q t f x h t d C Q h a c∈ τ + - τ τ∈ - τ ∂ τ + - τ τ∈ =∫ ∫    (25)

Удовлетворяя решение (10) условиям Коши (7), получаем систему относительно функций 
( ) , 1,4,jg x j =  определенных на отрезке [ ]0, :l

 ( ) ( ) ( )1 3 0 ,g x g x x+ = ϕ   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 4 1 ,L g x g x L g x g x x+ + + = ϕ  (26) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 2 2 3 2 4 22 2 ,L g x L g x L g x L g x x+ + + = ϕ   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2
1 1 1 2 2 3 2 4 33 3 ,L g x L g x L g x L g x x+ + + = ϕ  
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где 1 2,  , 1,3.
j j

j jd dL a b L c d j
dx dx

   = − = − =   
   

 

решая систему (26) (см. [4]), находим функции ( ) ,  1,4,jg z j =  определяемые равенствами 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2

1 1 2 31 ,
b d z
a cg z g z e C zC z C z
−
−= = + + + Ψ  (27) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0
2 4 32 ,

b d z
a cg z g z e C a c C z z
−
−= = − − +Ω  (28) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2
3 0 1 2 33 ,

b d z
a cg z g z x e C zC z C z
−
−= = ϕ − + + −Ψ  (29) 

  ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
4 2 3 4 1 2 0 2 14 ,

b d z
a cg z g z e a c C C z C z L z L L z z
−
−= = − − + − + ϕ − ϕ + − Ψ −Ω  (30)

для [ ]0, ,z l∈  где 1 2 3 4, , ,C C C C  – произвольные постоянные и 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 2 1 1 1

2 3 2 2 2 2 3 2
0 0 0 0

2 3 3 6 6 6

3 3 6 3 6 3 3 3 ,

x x a c x b d x ac x ad bc x bd x

ac c x c d acd bc x bcd ad cd x d bd x

′ ′′ ′Φ = − ϕ + + ϕ − + ϕ − ϕ + + ϕ − ϕ +

′′′ ′′ ′+ − ϕ + − − ϕ + + − ϕ + − ϕ
  

 ( )
( )

( )( )
( )( )

2
3

0

1 ,
2

b d x zx
a cx z x z e dz

a c

− −
−Ψ = Φ −

−
∫   

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )

2 2
2 1 1 0 0 0

0

2 2

0

2 2 2

2

2
.

2

b d x z
a cx

b d x z
a cx

z c z d z c z cd z d z e
x dz

a c

a c z a c b d z b d z e
dz

a c

− −
−

− −
−

′ ′′ ′ϕ − ϕ + ϕ + ϕ − ϕ + ϕ
Ω = −

−

′′ ′− Ψ − − − Ψ + − Ψ
−

−

∫

∫

 

Из (27)–(30) и (10) получим решение задачи Коши: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1

0 1 2 0

,

.

bt bt dt dt dt

dt dt dt

u t x e x at te x at e x ct te x ct te L L x ct

e x ct te x ct te L x ct

− − − − −

− − −

= Ψ + + Ω + − Ψ + − Ω + + − Ψ + +

+ ϕ + + ϕ + − ϕ +
 

Отсюда следует, что решение задачи Коши не зависит от 1 2 3 4, , ,C C C C  и единственно.

Для других значений аргумента z функции ( ) ,  1,4jg z j =  определяются поэтапно, удовлет-
воряя искомое решение (10) граничным условиям (8) и (9). Удовлетворяя условию (8), получаем 
систему уравнений с производными 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 0 0
11 2 3 4

1 1 0 0
21 2 3 4

,

,

bt dt

bt dt

e g at tg at e g ct tg ct t

e dg at tdg at e dg ct tdg ct t

− −

− −

+ + + = µ

+ + + = µ





 (31)

где обозначение (.)d  – оператор обыкновенной производной первого порядка и

 
( ) ( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )

( )
1 1 3

0

1 , ,
d a t z b c t zc tt

a c

a t
t t e a t z c t z f z dzd

a c

− −τ − + −τ −−τ
−

−τ
µ = µ − − τ − − τ − τ τ

−
∫ ∫ 

  
 
,  
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( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )

( )

2 2 3
0

4
0

1 2 ,

, .

d a t z b c t zc tt
a c

a t

d a t z b c t zc tt
a c

a t

t t e a t c t z f z dzd
a c

b d
e a t z c t z f z dzd

a c

- -τ - + -τ --τ
-

-τ

- -τ - + -τ --τ
-

-τ

µ = µ - - τ + - τ - τ τ -
-

-
- - τ - - τ - τ τ

-

∫ ∫

∫ ∫







  

Решая систему (31), получим

  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 0 0
2 1 2 12 3 4

0 0 0
4 3 4 ,

b d zbz
a a

b d z b d z
a a

z z z zc z zcg z g z e b a d b e g g
a a a a a a

zc zc z zce g a c e dg dg
a a a a

-

- -

            ′= = µ - µ + µ + - + -            
            

      - + - +      
      

  

 

(32)
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )1 1 0 0
1 11 2 3 4 .

b d zbz
a az z zc z zcg z g z e g z e g g

a a a a a

-
      = = µ - - +      

      
  (33)

так как функции ( ) ( ) ( )0
3 3g z g z=  и ( ) ( ) ( )0

4 4g z g z=  уже определены равенствами (29) и (30), то 

согласно выражениям (32) и (33) находим ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 21 2,  g z g z g z g z= =  через заданные функ-

ции для ,0 .laz
c

 ∈  
 Далее используем условие (9). Подставляя функцию (11) в равенство (9), бу-

дем иметь

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0 0 1 1
11 2 3 4

0 0 1 1
21 2 3 4

,

,

bt dt

bt dt

e g l at tg l at e g l ct tg l ct t

e dg l at tdg l at e dg l ct tdg l ct t

- -

- -

+ + + + + + + = χ

+ + + + + + + = χ





 

где

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )

( )
1 1 3

0

1 , ,
d a t l z b c t l zl c tt

a c

l a t
t t e a t l z c t l z f z dzd

a c

- -τ + - + -τ + -+ -τ
-

+ -τ
χ = χ - - τ + - - τ + - τ τ

-
∫ ∫ 

   

 ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )

( )

2 2 3
0

4
0

1 2 2 ,

, .

d a t l z b c t l zl c tt
a c

l a t

d a t l z b c t l zl c tt
a c

l a t

t t e a t c t l z f z dzd
a c

b d
e a t l z c t l z f z dzd

a c

- -τ + - + -τ + -+ -τ
-

+ -τ

- -τ + - + -τ + -+ -τ
-

+ -τ

χ = χ - - τ + - τ + - τ τ -
-

-
- - τ + - - τ + - τ τ

-

∫ ∫

∫ ∫







  

аналогично,

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 0 0
4 4 1 2

0 0 0
2 1 2

1 2 1

d b z l
c

d b z l d b z l
c c

d z l
c

a z l a z lz lg z g z b d e g l g l
c c c

a z l a z l a z lz le g l c a e dg l dg l
c c c c

z l z l z le d c
c c c

- -

- - - -

-

  -   - -
= = - + + + -         

  -   -   - -
- + + - + + + +             

- - -     ′+ χ - χ + χ    
    

   , , ,lcz l l
a

   ∈ -      

 

(34)

и
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( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 0 0
3 3 1 2

1
1 4 , , .

d b z l
c

d z l
c

a z l a z lz lg z g z e g l g l
c c c

z l z l lce g z z l l
c c a

- -

-

   -   - -
= = - + + + +            

- -   + χ - ∈ -      
  (35)

Возвращаясь к условию (8), находим значения ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2,  g z g z  функции  g1,  g2 для ,la laz l

c c
 ∈ -  

и значения ( ) ( ) ( ) ( )2 2
3 4,  g z g z  функции g3, g4 для ,2 .lc lcz l l

a a
 ∈ - -  

 В общем случае изложенное 
выше можно записать в виде

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1 1 1
2 2 4 3 4

1 1
1 2 13 4 ,

b d z b d z
k k k ka a

b d z bz
k ka a

zc zc z zcg z g z e g d b e g g
a a a a

zc z zc z z za c e dg dg e b a
a a a a a a

- -
- - -

-
- -

      = = - + - + +      
      

            ′+ - + + µ - µ + µ            
            

    

 

 1 1, , 0,1,2,... ,
2 2 2 2

k la k k la kz l l k
c c

 + -       ∈ - - =                
 (36) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )1 1
1 11 2 3 4 ,

b d zbz
k k k ka az z zc z zcg z g z e g z e g g

a a a a a

-
- -      = = µ - - +      

      


 
 

 1 1, , 0,1,2,... ,
2 2 2 2

k la k k la kz l l k
c c

 + -       ∈ - - =                
 (37) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1
4 4 1 2

1 1 1
2 1 2

1 2

d b z l
k k kc

d b z l
k k kc

d z l
c

a z l a z lz lg z g z b d e g l g l
c c c

a z l a z l a z lz le g l c a dg l dg l
c c c c

z l z le d c
c c

- -
- -

- -
- - -

-

  -   - -
= = - + + + -         

   -   -   - -
- + - - + + + +                

- -    ′+ χ - χ +   
   

   1 ,z l
c

 - χ  
     

 

 1 2 1, , 0,1,2,... ,
2 2 2 2

k k lc k k lcz l l k
a a

 + + +       ∈ - - =                  
(38)

 

 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1
3 3 1 2

1 4 ,

d b z l
k k kc

d z l
kc

a z l a z lz lg z g z e g l g l
c c c

z l z le g z
c c

- -
- -

-

   -   - -
= = - + + + +            

- - + χ - 
 



  

 1 2 1, , 0,1,2,... .
2 2 2 2

k k lc k k lcz l l k
a a

 + + +       ∈ - - =                
 (39)

Чтобы функции g3 + tg4 принадлежали классу ( )4 ,C Q  а g1 + tg2 – классу ( )4 ,C Q  кроме тре-
бований на гладкость заданных функций задачи (6), (7), (8), (9), должны выполняться равенства 
для k = 0,1,2,3,… в общих точках соприкосновения 
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( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 2

1 2

1 1
2 2 2 2

1 1 ,
2 2 2 2

1 10,4, ,
2 2 2

k kp

k kp

k la k k la kd g l tg l
c c

k la k k la kd g l tg l
c c

k l k l k lp t
c a c

+ +    + +       - + - =                      
    + +       = - + -                      

+ +     = ∈ - -          

2 ,
2

k l
a

 + 
    

 (40)

 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 1
3 4

3 4

2 1 2 1
2 2 2 2

2 1 2 1 ,
2 2 2 2

1 20,4, ,
2 2 2

k kp

k kp

k k lc k k lcd g l tg l
a a

k k lc k k lcd g l tg l
a a

k l k l kp t
c a

+ +    + + + +       - + - =                      
    + + + +       = - + -                      

+ +    = ∈ -      

1 ,
2

l k l
c a

 +  -        
 (41)

где d p – производные порядка 0,4p =   и .
p

p
p

dd
dz

=

л е м м а 2. Для любого номера { }0,1,2,...k∈  значения функций ( ) ( )1 ,kg z ( ) ( )2 ,kg z ( ) ( )3 ,kg z  
( ) ( )4
kg z  всегда можно представить в виде 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

1 2 31 1 , , , , ,
b d zk k a cg z z a b c d e C zC z C
-
-= ψ + + +   

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
4 32 2 , , , , ,

b d zk k a cg z z a b c d e C a c C z
-
-= ψ + - -   

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2
1 2 33 3 , , , , ,

b d zk k a cg z z a b c d e C zC z C
-
-= ψ - + +   

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
2 3 44 4 , , , , ,

b d zk k a cg z z a b c d e a c C C z C
-
-= ψ - - + +  

где функции ( ) , 1,4,k
i iψ =  не зависят от констант C1,C2,C3,C4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы докажем для функции ( ) ( )2
kg z  методом матема-

тической индукции.
Для k = 0 данное утверждение следует из формулы (28). Предположим, что лемма справедли-

ва для всех 0,1,..., 1.k n= -  Докажем ее утверждение для функции ( )
2 .ng

Согласно формуле (36), имеем 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1 1 1
2 2 4 3 4

1 1
1 2 13 4 ,

b d z b d z
n n n na a

b d z bz
n na a

zc zc z zcg z g z e g d b e g g
a a a a

zc z zc z z za c e dg dg e b a
a a a a a a

- -
- - -

-
- -

      = = - + - + +      
      

            ′+ - + + µ - µ + µ            
            

 

где 

 

( )
( )

( )
( )

( )( )2 2
2 3 2 4 31 ( 1)

4 4 , , , , ,

b d z
b d z b d z a c

n na a
e a C c C z a cC C cC zzc zce g e a b c d

a a a

-
- - -

- -
- + - + +   - = - ψ +   
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( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

1 1 ( 1)
3 4 4

1 2 4 3( 1)
3

, , , ,

, , , , ,

b d z
b d z an n na

b d z
b d z a c

na

d b zezc z zc zcd b e g g a b c d
a a a a a

b d e a C C z z C cC zzcd b e a b c d
a a

−
−

− − −

−
− −

−

−      − + = ψ +      
      

− + + + + − ψ + 
 

  

 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )( )

1 1 ( 1)
3 4 4

2 2
2 3 3 4( 1)

3

2
3 2 1 2 1 2

, , , ,

, , , ,

.

b d z
b d z an n na

b d z
b d z a c

na

b d z
a c

a c zezc z zc zca c e dg dg d a b c d
a a a a a

e a C C z c C z b d C zzca c e d a b c d
a a

e c b d C z acC adC adC z abC abC z

a

−
−

− − −

−
− −

−

−
−

−      − + = ψ +      
      

+ − + − + − ψ − − 
 

− − − − + +
−

 

Отсюда 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
2 4 32 2 , , , , ,

b d zn n a cg z g z z a b c d e C a c C z
−
−= = ψ + − −   

где

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( 1)
1 2 12 4

( 1) ( 1)
4 3

( 1)
3

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , ,

b d zbz
n na a

b d z
b d za

n na

b d z
na

z z z zcz a b c d e b a e a b c d
a a a a

d b ze zc zca b c d d b e a b c d
a a a

azca c e d a b c d
a

−
−

−
−

− −

−
−

        ′ψ = µ − µ + µ − ψ +        
        

−    + ψ + − ψ +   
   

 + − ψ + 
 

( )
( )

( 1)
4 , , , , .

b d z
a

nc ze zcd a b c d
a a

−

−−  ψ  
 

  

Аналогично доказываются представления леммы и для значений ( ) ( ) , 1,3,4.k
jg z j =

С л е д с т в и е. Для любых { }, 0,1,2,...r k∈  сумма ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
r rbte g x at tg x at− + + + +  

( ) ( ) ( ) ( )( )3 4
k kdte g x ct tg x ct−+ + + + не зависит от C1,C2,C3,C4. 

рассмотрим решение задачи (6)–(9) в случае, когда уравнение (6) является однородным, т. е. 

( ), 0.f t x =

Л е м м а 3. Если функции [ ]( )5 0, , 0,3,j
j C l j−ϕ ∈ =  [ )( )5

1 1, 0, ,Cµ χ ∈ ∞  [ )( )4
2 2, 0, ,Cµ χ ∈ ∞  

то равенства (40)–(41) имеют место тогда и только тогда, когда они выполняются только  
для k = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначение:

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 2

1 2

1 1
2 2 2 2

1 1 , 1,4,  0,1,2,... ,
2 2 2 2

k kp

k k pp
k

k la k k la kd g l tg l
c c

k la k k la kd g l tg l p k
c c

+ +    + +       − + − −                      
    + +       − − + − = δ = =                      
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( ) ( )

( ) ( )

1 1
3 4

3 4

2 1 2 1
2 2 2 2

2 1 2 1 ,   1,4, 0,1,2,... .
2 2 2 2

k kp

k k pp
k

k k lc k k lcd g l tg l
a a

k k lc k k lcd g l tg l p k
a a

+ +    + + + +       - + - -                      
    + + + +       - - + - = σ = =                      

 

Из (34)–(41) получим

 

( ) 1
2 21 1

1,
b d k la k l

a c
n ne

-  +    -        
-δ = σ   

 ( )
( ) ( )1 1

2 2 2 22 1 2
1 1,

b d b dk la k k la kl l
a c a c

n n n
b d

e e
a

- - +   +        - -                    
- -

-
δ = σ + σ   

 ( )
( )

( )
( ) ( )1 1 12

2 2 2 2 2 23 1 2 3
1 1 12 ,

b d b d b dk la k k la k k la kl l l
a c a c a c

n n n n
b d b d

e e e
aa

- - - +   +   +            - - -                                
- - -

- -
δ = σ + σ + σ   

 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1 13 2
2 2 2 24 1 2

1 13 2

1 1
2 2 2 23 4

1 1.

b d b dk la k k la kl l
a c a c

n n n

b d b dk la k k la kl l
a c a c

n n

b d b d
e e

a a

b d
e

a

- - +   +        - -                    
- -

- - +   +        - -                    
- -

- -
δ = σ + σ +

-
+ σ + σ

 

лемма доказана.
л е м м а 4. Если функции [ ]( )5 0, , 0,3,j

j C l j-ϕ ∈ =  [ )( )5
1 1, 0, ,Cµ χ ∈ ∞  [ )( )4

2 2, 0, ,Cµ χ ∈ ∞  
то равенства (40)–(41) при k = 0 выполняются тогда и только тогда, когда выполняются следу-
ющие условия согласования:

 ( ) ( )1 0 0 ,j
jd µ = ϕ  ( ) ( )1 0 ,j

jd lχ = ϕ  ( ) ( )2 0 0 ,j
jd ′µ = ϕ  ( ) ( )2 0 ,j

jd l′χ = ϕ  (42) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 32 2 2 2 2 2
11 0

2 2 2 2 2 2
0 2 2

2 2 2 2 2 2
1 0 1

42 2 2 2 2 2
0 2 3 0

2 2 0 2 2 0 2 2 2 0

4 0 4 0 2 2 2 0

2 2 2 0 2 0 2 0

0 4 0 2 0 0

a c ac abc a cd da bc acd abc

b c abcd a d a ac c ab cd bc ad

cb ad abd bcd b cd abd b d bd

b d b bd d b d a c

′′- + ϕ - + ϕ + + + + ϕ +

′′ ′′ ′+ + + ϕ + + + ϕ - + + + ϕ -

′ ′- + + + ϕ - + ϕ + + ϕ +

+ ϕ + + + ϕ + + ϕ + ϕ ( ) ( ) ( )(4)
3 12 0 0 ,a c ′- + ϕ = -µ

 

(43)

 

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 32 2 2 2 2 2
11 0

2 2 2 2 2 2
0 2 2

2 2 2 2 2 2
1 0 1

42 2 2 2 2 2
0 2 3 0

2 2 2 2 2 2 2

4 4 2 2 2

2 2 2 2 2

4 2

a c ac l abc a cd l da bc acd abc l

b c abcd a d l a ac c l ab cd bc ad l

cb ad abd bcd l b cd abd l b d bd l

b d l b bd d l b d l a c l

′′- + ϕ - + ϕ + + + + ϕ +

′′ ′′ ′+ + + ϕ + + + ϕ - + + + ϕ -

′ ′- + + + ϕ - + ϕ + + ϕ +

+ ϕ + + + ϕ + + ϕ + ϕ ( ) ( ) ( )(4)
3 12 0 ,a c l′- + ϕ = -χ

 

(44)

 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

5 4 42 2 2 2 2 2
0 0 1

3 33 2 2 3 3 2 3 2
2 1

32 3 3 2 2 2 2 2
30

2 2 2
2

2 0 4 6 2 0 2 5 4 0

4 7 2 0 2 2 5 6 0

2 2 3 5 12 0 2 3 0

8 3 2 3 2 0 3 4

a c a c ac bc ac b d a d ac a ac c

a a c ac c bc a c b d a d ac b d

b c a d a cd b d abc b d a ac c

b a ac c d a c a c bc b d a

+ ϕ - - - + ϕ - + + ϕ +

+ + + + ϕ + - - + + + ϕ +

′′+ + + - + + - + ϕ - + + ϕ +

′′+ + - - + + ϕ + - + ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2
1

2 2 3 2 2 2 2 3
1 0

2 5 0

2 5 2 6 0 3 2 5 3 12 2 0

b d d

ac b bd d b c b a c cd ab a c d a d

′′- ϕ +

′′ ′′+ - - ϕ + + - + - - ϕ +
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
3 2

3 2 2 3 2 2
1 0

2 2 3 2 2 3 2 2
3 2 1

(5) (4) (42 2
0 1 2 1

2 3 3 0 5 8 7 6 2 0

2 3 5 3 6 2 0 6 5 6 4 0

7 6 3 0 3 12 3 2 0 6 3 4 0

3 2 0 0 0 5

a b d c b d a b bd d c b bd d

b c b a c d b a c d ad bd b c abd bcd ad

b bd d b b d bd d bd b bd d

b b d d a b

′ ′+ - + + - + ϕ - + - + - - ϕ -

′ ′- + + - + - ϕ + - - + + ϕ +

+ + - ϕ + + - - ϕ + + - ϕ +

+ - ϕ = -µ + µ - µ ( )) 0 ,

 

 (45) 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

5 4 42 2 2 2 2 2
0 0 1

3 33 2 2 3 3 2 3 2
2 1

32 3 3 2 2 2 2 2
30

2 2 2
2

2 4 6 2 2 5 4

4 7 2 2 2 5 6

2 2 3 5 12 2 3

8 3 2 3 2 3 4

a c c a l ac da ac d b c b l ac c ac a l

c c a ca a l da c a d b c b ca d b l

d a c b c ab d b cda d b l c ac a l

d c ac a b c a c a l da d b c

+ ϕ - - - + ϕ - + + ϕ +

+ + + + ϕ + - - + + + ϕ +

′′+ + + - + + - + ϕ - + + ϕ +

′′+ + - - + + ϕ + - + ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1

2 2 3 2 2 2 2 3
1 0

2 2 2 2
3 2

3 2 2 3 2 2
1 0

2 2 3
3

2 5

2 5 2 6 3 2 5 3 12 2

2 3 3 5 8 7 6 2

2 3 5 3 6 2 6 5 6 4

7 6 3 3

d b d l

ac d bd b l d a d c a ab cd c a b c b l

c d b a d b l c d bd b a d bd b l

d a d c a b d c a b cb l bd d a cbd bad cb l

d bd b l d

′′- ϕ +

′′ ′′+ - - ϕ + + - + - - ϕ +

′ ′+ - + + - + ϕ - + - + - - ϕ -

′ ′- + + - + - ϕ + - - + + ϕ +

+ + - ϕ + ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 2 2
2 1

(5) (4) (4)2 2
0 1 2 1

12 3 2 6 3 4

3 2 0 0 5 0 .

d b db b l bd d bd b l

d d b b l c d

+ - - ϕ + + - ϕ +

+ - ϕ = -χ + χ - χ  (46)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем равенства (40)–(41) для k = 1 через значения заданных функ-
ций и получим условия согласования.

Разобьем область Q  с помощью характеристик уравнения на подобласти ( ),r kQ  и 
( )1 ,

0 1

k r k

k r k
Q Q

∞ +

= = -
=
 

 (см. рисунок).

Разбиение области  Q   на подобласти ( ),r kQ  
The partition of the domain  Q   into  
the sub-domains ( ),r kQ  



50	 Весці	Нацыянальнай	акадэміі	навук	Беларусі.	Серыя	фізіка-матэматычных	навук.	2017.	№	1.	С.	38–52	

Те о р е м а	 2.	 Предположим, что функции [ ]( )5 0, , 0,3,j
j C l j−ϕ ∈ =  [ )( )5

1 1, 0, ,Cµ χ ∈ ∞   
[ )( )4

2 2, 0, .Cµ χ ∈ ∞  В классе функций ( )4C Q  существует единственное классическое решение 
( ),u t x  однородной задачи (6)–(9) при выполнении указанных условий гладкости на заданные 

функции тогда и только тогда, когда выполняются условия согласования (42)–(46).
Д о к а з а т е л ь с т в о	теоремы	2	фактически	проведено	в	предыдущих	рассуждениях.	
Те о р е м а	3.	Предположим, что функции [ ]( )5 0, , 0,3,j

j C l j−ϕ ∈ =   [ )( )6, 0, , 	 1,2i
i i C i−µ χ ∈ ∞ = , 

f ∈ C1( Q ).	В классе функций ( )4C Q
 
существует единственное классическое решение задачи 

(6)–(9)	тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия согласования: 

 ( ) ( )1 0 0 ,j
jd µ = ϕ  ( ) ( )1 0 ,j

jd lχ = ϕ  ( ) ( )2 0 0 ,j
jd ′µ = ϕ  ( ) ( )2 0 ,j

jd l′χ = ϕ   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 3 32 2 2 2 2 2 2 2
10 1 0

2 2 2 2 2 2
0 2 2

2 2 2 2 2 2
1 0 3 1

2 2 2 2
0 2

0 2 2 0 2 2 0 2 2 2 0

4 0 4 0 2 2 2 0

2 2 2 0 2 0 2 0 2 0

0 4 0

a c a c ac abc a cd da bc acd abc

b c abcd a d a ac c ab cd bc ad

cb ad abd bcd b cd abd a c b d bd

b d b bd d

′′ϕ − + ϕ − + ϕ + + + + ϕ +

′′ ′′ ′+ + + ϕ + + + ϕ − + + + ϕ −

′ ′ ′− + + + ϕ − + ϕ − + ϕ + + ϕ +

+ ϕ + + + ϕ ( ) ( ) ( ) ( )(4)
3 12 0 0 0,0 ,b d f+ + ϕ + µ =

  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 3 32 2 2 2 2 2 2 2
10 1 0

2 2 2 2 2 2
0 2 2

2 2 2 2 2 2
1 0 3 1

2 2 2 2
0 2

2 2 2 2 2 2 2

4 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4

a c l a c ac l abc a cd l da bc acd abc l

b c abcd a d l a ac c l ab cd bc ad l

cb ad abd bcd l b cd abd l a c l b d bd l

b d l b bd d l

′′ϕ − + ϕ − + ϕ + + + + ϕ +

′′ ′′ ′+ + + ϕ + + + ϕ − + + + ϕ −

′ ′ ′− + + + ϕ − + ϕ − + ϕ + + ϕ +

+ ϕ + + + ϕ ( ) ( ) ( ) ( )(4)
3 12 0 0, ,b d l f l+ + ϕ + χ =

  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

5 4 42 2 2 2 2 2
0 0 1

3 33 2 2 3 3 2 3 2
2 1

32 3 3 2 2 2 2 2
30

2 2 2
2

2 0 4 6 2 0 2 5 4 0

4 7 2 0 2 2 5 6 0

2 2 3 5 12 0 2 3 0

8 3 2 3 2 0 3 4

a c a c ac bc ac b d a d ac a ac c

a a c ac c bc a c b d a d ac b d

b c a d a cd b d abc b d a ac c

b a ac c d a c a c bc b d a

+ ϕ − − − + ϕ − + + ϕ +

+ + + + ϕ + − − + + + ϕ +

′′+ + + − + + − + ϕ − + + ϕ +

′′+ + − − + + ϕ + − + ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1

2 2 3 2 2 2 2 3
1 0

2 2 2 2
3 2

3 2 2 3 2 2
1 0

2 2 3
3

2 5 0

2 5 2 6 0 3 2 5 3 12 2 0

2 3 3 0 5 8 7 6 2 0

2 3 5 3 6 2 0 6 5 6 4 0

7 6 3 0 3

b d d

ac b bd d b c b a c cd ab a c d a d

a b d c b d a b bd d c b bd d

b c b a c d b a c d ad bd b c abd bcd ad

b bd d b

′′− ϕ +

′′ ′′+ − − ϕ + + − + − − ϕ +

′ ′+ − + + − + ϕ − + − + − − ϕ −

′ ′− + + − + − ϕ + − − + + ϕ +

+ + − ϕ + ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 2 2
2 1

(5) (4) (4)2 2
0 1 2 1

12 3 2 0 6 3 4 0

3 2 0 0 0 5 0 0,0 ,t

b d bd d bd b bd d

b b d d a b f

+ − − ϕ + + − ϕ +

+ − ϕ + µ − µ + µ = ∂

  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

5 4 42 2 2 2 2 2
0 0 1

3 33 2 2 3 3 2 3 2
2 1

32 3 3 2 2 2 2 2
30

2 2 2
2

2 4 6 2 2 5 4

4 7 2 2 2 5 6

2 2 3 5 12 2 3

8 3 2 3 2 3 4

a c c a l ac da ac d b c b l ac c ac a l

c c a ca a l da c a d b c b ca d b l

d a c b c ab d b cda d b l c ac a l

d c ac a b c a c a l da d b c

+ ϕ − − − + ϕ − + + ϕ +

+ + + + ϕ + − − + + + ϕ +

′′+ + + − + + − + ϕ − + + ϕ +

′′+ + − − + + ϕ + − + ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2
1

2 2 3 2 2 2 2 3
1 0

2 5

2 5 2 6 3 2 5 3 12 2

d b d l

ac d bd b l d a d c a ab cd c a b c b l

′′− ϕ +

′′ ′′+ − − ϕ + + − + − − ϕ +
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
3 2

3 2 2 3 2 2
1 0

2 2 3 2 2 3 2 2
3 2 1

(5) (4) (4)2 2
0 1 2 1

2 3 3 5 8 7 6 2

2 3 5 3 6 2 6 5 6 4

7 6 3 3 12 3 2 6 3 4

3 2 0 0 5

c d b a d b l c d bd b a d bd b l

d a d c a b d c a b cb l bd d a cbd bad cb l

d bd b l d d b db b l bd d bd b l

d d b b l c d

′ ′+ − + + − + ϕ − + − + − − ϕ −

′ ′− + + − + − ϕ + − − + + ϕ +

+ + − ϕ + + − − ϕ + + − ϕ +

+ − ϕ + χ − χ + χ ( ) ( )0 0, .t f l= ∂

 

  

рассмотрим	решение	задачи	(6)–(9)	в	случае,	когда	b = d	=	0,	т.	е.	

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , , , , .t x t xa c u t x f t x t x Q∂ − ∂ ∂ − ∂ = ∈ 	 (47)

Те о р е м а	4.	Предположим, что для f выполняются условия (25) и [ ]( )5 0, , 0,3,j
j C l j−ϕ ∈ =

[ )( )6, 0, , 	 1,2.i
i i C i−µ χ ∈ ∞ =  В классе функций ( )4C Q  существует единственное классическое 

решение u(t,x) задачи (47),(7)–(9) при выполнении указанных условий гладкости на заданные 
функции тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия согласования: 

 ( ) ( )1 0 0 ,j
jd µ = ϕ  ( ) ( )1 0 ,j

jd lχ = ϕ  ( ) ( )2 0 0 ,j
jd ′µ = ϕ  ( ) ( )2 0 ,j

jd l′χ = ϕ  0,3,j =    

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 (4)2 2 2 2 2 2
2 30 1 10 2 2 0 4 0 2 0 0 0,0 ,a c a c ac a ac c a c f′′ ′ϕ − + ϕ + + + ϕ − + ϕ + µ =   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 (4)2 2 2 2 2 2
2 30 1 12 2 4 2 0 0, ,a c l a c ac l a ac c l a c l f l′′ ′ϕ − + ϕ + + + ϕ − + ϕ + χ =   

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5 4 32 2 2 2 3 2 2 3
0 1 2

(5) (4)2 2
3 1 2

2 0 2 5 4 0 4 7 2 0

2 3 0 0 0 0,0 ,t

a c a c ac a ac c a a c ac c

a ac c a f

+ ϕ − + + ϕ + + + + ϕ −

′′− + + ϕ + µ − µ = ∂
  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5 4 32 2 2 2 3 2 2 3
0 1 2

(5) (4)2 2
3 1 2

2 2 5 4 4 7 2

2 3 0 0 0, .t

a c c a l ac c ac a l c c a ca a l

c ac a l c f l

+ ϕ − + + ϕ + + + + ϕ −

′′− + + ϕ + χ − χ = ∂
 

Заключение.	В	данной	статье	получены	формулы	классического	решения	первой	смешан-
ной	задачи	для	нестрого	гиперболического	уравнения	четвертого	порядка.	Доказано,	что	эта	за-
дача	имеет	единственное	решение	только	тогда,	когда	в	угловых	точках	заданной	области	изме-
нения	 независимых	 переменных	 выполняются	 условия	 согласования	 для	 заданных	 функций	
уравнения,	условий	Коши	и	граничных	условий.	Следует	отметить,	что	эти	условия	являются	
необходимыми	и	достаточными.	Кроме	того,	показано,	при	каких	условиях	линейное	дифферен-
циальное	уравнение	 с	постоянными	коэффициентами	четвертого	порядка	представимо	в	 виде	
рассматриваемого	в	статье	нестрого	гиперболического	уравнения.
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РЕШЕНИЕ СмЕШАННЫХ ЗАДАЧ мЕтОДОм ХАРАКтЕРИСтИК  
ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ИНтЕГРАЛЬНЫм УСЛОВИЕм

В одномерном случае для волнового уравнения рассматривается смешанная задача с одним интегральным усло-
вием и граничным условием типа Дирихле на правой границе области. Показывается, что при определенных услови-
ях гладкости на заданные функции для существования и единственности классического решения поставленной сме-
шанной задачи необходимо и достаточно выполнения условий согласования на исходные функции. При ее анализе 
используется метод характеристик, который сводится к построению решения задачи в подобластях, полученных  
из исходной области при разбиении последней характеристическими прямыми. В каждой из указанных подобластей 
с помощью начальных, а также интегрального и граничного условий строится решение поставленной задачи, при 
этом в некоторых подобластях оно сводится к интегральному уравнению Вольтерры второго рода, для которого 
справедливы теоремы о корректной разрешимости. Условия согласования выводятся при приравнивании значений 
решения и его производных до второго порядка включительно на характеристиках. Данные результаты позволяют 
построить как аналитическое решение исходной задачи, если удается найти решение уравнения Вольтерры второго 
рода в явном виде, так и приближенное решение задачи с помощью численных методов. Однако при построении при-
ближенного решения следует вводить дополнительные условия сопряжения решения или его производных на харак-
теристиках.

Ключевые слова: волновое уравнение, метод характеристик, интегральное условие, классическое решение, сме-
шанная задача. 

I. I. Stolyarchuk

Belarusian State University, Minsk, Belarus

SOLUTION OF THE MIXED PROBLEMS BY THE METHOD OF CHARACTERISTICS  
FOR THE WAVE EQUATION WITH THE INTEGRAL CONDITION

The mixed problem for the wave equation with one integral condition and one Dirichlet’s condition on the right boundary of 
the domain is considered in the one-dimensional case. It is proved that the fulfillment of the matching conditions is necessary and 
sufficient for existence and uniqueness of the classical solution of the given mixed problem under certain smoothness con ditions 
for the given functions. The method of characteristics is used for analysis of the problem. This method is reduced to partitioning 
the original domain by characteristics line in sub-domains where the solution of the given problem is constructed with the help of 
initial, boundary and integral conditions. However, in some sub-domains the solution of the problem is re duced to Volterra’s 
second-type equation. For this equation, the theorems of correct solvability are fulfilled. Matching condi tions are obtained by 
equating the values of the solution and its derivatives up to the second-order, including on characteristics. The obtained results 
allow building either the analytical solution of the given problem if Volterra’s equation solution can be constructed in explicit 
form, or the approximate solution with the help of numerical methods. However, in building the appro ximate solution, the ad-
ditional conjugation conditions for solution and its derivatives should be introduced on characteristics.

Keywords: wave equation, method of characteristics, integral condition, classical solution, mixed problem.

Введение. В настоящей статье рассматривается смешанная задача для волнового уравнения 
с интегральным условием. В [1, 2] и других работах исследуются гиперболические уравнения 
второго порядка с нелокальными условиями, а также строится обобщенное решение задачи. 
Однако в данной работе показано, что для поставленной задачи возможно построить классиче-
ское решение смешанной задачи для одномерного волнового уравнения с нелокальным услови-
ем. Следует отметить, что здесь нелокальное условие представляет собой интегральное уравне-
ние второго рода с ядром, зависящим от двух переменных. 

Для построения решения задачи применен хорошо зарекомендовавший себя метод характери-
стик, использующийся как для задач, у которых точное решение представимо в аналитическом 
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виде [3], так и для задач, где такое представление невозможно [4, 5]. С помощью метода характе-
ристик решение исходной задачи во всей полуполосе сводится к решению подзадач в подобла-
стях, полученных при разбиении исходной полосы характеристическими прямыми. Далее, в каж-
дой такой подобласти ищется решение новой задачи, в постановке которой использованы усло-
вия из исходной задачи, а затем проводится склейка найденных решений. Оказывается, что для 
гладкости решения исходной задачи во всей полуполосе только гладкости исходных функций 
недостаточно, и дополнительно требуется выполнение условий согласования начальных данных.

В результате выведены необходимые и достаточные условия существования единственного 
классического решения рассматриваемой задачи в полуполосе. При этом решение в некоторых 
подобластях получено в виде интегрального уравнения Вольтерры второго рода, формулы реше-
ния которого в общем виде не существует, однако для этих уравнений доказаны теоремы о су-
ществовании и единственности решения [6]. 

Предложенный в настоящей статье подход позволяет получить приближенное решение по-
ставленной задачи в случае невыполнения однородных условий согласования, причем при чис-
ленном решении требуется дополнительно ввести условия сопряжения на характеристиках. 

Постановка задачи. Рассмотрим волновое уравнение 

 
2 2 2

0 1
  = ( ), ,  = [0, ) [0, ]x xu a u f Q Q l∂ - ∂ ∈ +∞ ×x x  (1)

с начальными условиями 

 01 1 1 1 1(0, ) = ( ),  (0, ) = ( ),  [0, ],xu x x u x x x lϕ ∂ ψ ∈  (2)

интегральным условием

 
(0)

0 0 0 0 0
0

( ,0) ( , ) ( , ) = ( ),  [0, ),
l

u x K x s u x s ds x x+ µ ∈ +∞∫  (3)

где 2
0 0: ( , ) ( , ) ,K Q x s K x s⊃ ∋ → ∈   и граничным условием 

 
( )

0 0 0( , ) = ( ),  [0, ).lu x l x xµ ∈ +∞  (4)

требуется найти необходимые и достаточные условия существования единственного класси-
ческого решения задачи (1)–(4) из класса C2(Q).

Общее решение неоднородного уравнения. Область Q разделим на области ( ) ,  = 1,2,...kQ k  

прямыми 0
( 1)= ,  = 1,2,...k lx k

a
-   так, как показано на рисунке. В свою очередь каждая из областей 

Q(k) разбивается с помощью характеристических прямых 1 0= ( 2)x k l ax- - +  и 1 0= ( 1)x k l ax- -   

на области ( ) ,  = 1,4,k
iQ i  в каждой из которых ищется решение исходной задачи. 

Общее решение неоднородного уравнения (1) для каждой из областей ( ) ,  = 1,4k
iQ i  можно за-

писать как

 

1 00

1 0

( )
( ) ( ) ( )

1 0 1 0
( 1) ( )

1( ) = ( , ) ( ) ( ), = 1,2,...,  
2

x a xx
k k k

j j j
k l x a x

a

u f d d p x ax g x ax k
a

+ -τ

- - -τ
τ ξ ξ τ + - + +∫ ∫x    (5)

где ( ) ( ),  k k
j jp g  – произвольные функции, f – обозначает непрерывное продолжение функции f  

на все множество интегрирования, обозначенное этим же символом. Предположим, что эти 
функции таковы, что

 

( ) ( )
1 0 1 02

( ) ( )
1 0 1 01

( ) = ( ),  = 1,2,

( ) = ( ),  = 1,3,  = 0,1,...,

k k
j j

k k
j j

p x ax p x ax j

g x ax g x ax j k

+

+

- -

+ +
  (6)
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и для них выполняются условия согласования

 

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
2

( ( 1) ) ( ( 1) ) = ,  = 1,3,  = 0,2,

( ) ( ) = ,  = 1,2,  = 0,2.

i i
k k k

j iji i

i i
k k k

j iji i

d dp k l p k l j i
dz dz
d dg kl g kl j i
dz dz

+

+

− − − − − δ

− σ

 (7)

Условия согласования (7) назовем однородными, если ( ) ( )= = 0,  = 0,2.k k
i i iδ σ

Функции ( )k
jp  для = 1,3j  определены на отрезке 1 0 [ ( 1) , ( 2) ].x ax k l k l− ∈ − − − −  Введем обо

значения

 

( )
1 0 1 01( )

1 0 ( )
1 0 1 02

( ), [ ( 1) , ( 2) ],
( ) =

( ), [ , ( 1) ].

k
k

k

p x ax x ax k l k l
p x ax

p x ax x ax kl k l

 − − ∈ − − − −− 
− − ∈ − − −

  (8)

Аналогично

 

( )
1 0 1 01( )

1 0 ( )
1 0 1 03

( ), [( 1) , ],
( ) =

( ), [ ,( 1) ].

k
k

k

g x ax x ax k l kl
g x ax

g x ax x ax kl k l

 + + ∈ −+ 
+ + ∈ +

 (9)

Л е м м а 1. Пусть функции ( ) ( )( = 1,2),  ( = 1,3)k k
j jp j g j  дважды непрерывно дифференци

руемы на соответствующих отрезках своего определения, т. е. ( ) 2
1 [ ( 1) , (  2) ],kp C k l k l∈ − − − −   

( ) 2
2 [ , ( 1) ],  kp C kl k l∈ − − −   

( ) 2
1 [( 1) , ],  kg C k l kl∈ −    

( ) 2
3 [ ,( 1) ].kg C kl k l∈ +   Однородные условия со

гласования (7) выполняются тогда и только тогда, когда функции ( ) 2[ , ( 2) ],kp C kl k l∈ − − −   
( ) 2[( 1) ,( 1) ].kg C k l k l∈ − +   

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из условий теоремы и условий согласования (7).

Л е м м а 2. Если выполняются условия леммы 1 и равенства (5), то решения ( )k
ju  уравнения (6) 

в каждой области ( )k
jQ  можно представить в виде выражения 

 

1 00

1 0

( )
( ) ( ) ( )

1 0 1 0
( 1) ( )

1( ) =  ( , ) ( ) ( ), 
2

= 1,2,..., = 1,4.

x a xx
k k k

j
k l x a x

a

u f d d p x ax g x ax
a

k j

+ −τ

− − −τ
τ ξ ξ τ + − + +∫ ∫x

  (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы 2 следует из леммы 1, равенств (6) и формулы (5). 

Пусть Q – замыкание области Q, аналогично ( )k
jQ  – замыкания соответствующих областей 

( ) .k
jQ  Обозначим через u(k) функцию 

4
( )( ) ( )

0 1 0 1
=1

: ( , ) ( , ) ,kk k
jj

u Q x x u x x⊃ ∪ ∋ → ∈   где ее значения 

определяются равенствами ( )( )
0 1 0 1( , ) = ( , ),kk

ju x x u x x  если ( )
0 1( , ) ,   = 1,4.k

jx x Q j∈

Функции ( )k
ju  соприкасаются друг с другом в точках ( )

1 0 1 0( ( 1) , ),( , ) .kk l x ax x ax kl Q− − + − ∈  
Чтобы u(k) были дважды непрерывно дифференцируемы, требуем выполнения условий, при кото
рых будут справедливы следующие равенства:

 0 0
( ) ( ) ( )

1
( 1) ( 1) ( 1),0 = ,0 , = 1,3, ,0 ,k k ki i

j jjx x
k l k l k lu u j Q

a a a+
− − −     ∂ ∂ ∈     

     
 (11) 

 
1 1

( ) ( ) ( )
2

( 1) ( 1) ( 1), = , ,   = 1,2, , ,k k ki i
j jjx x

k l k l k lu l u l j l Q
a a a+
− − −     ∂ ∂ ∈     

     
 (12)

где = 0,2i  и 0 0 00 0 0 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2= , = , = ,k k k k k k i

x x xj j j j j jx x x xu u u u u u∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   – аналогичное обозна
чение. Отсюда следует 
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У т в е р ж д е н и е. Если функции ( )( ) ( )2k k
j ju C Q∈ , то следую-

щие утверждения эквивалентны:

1) ( )( )( ) 2 ;kku C Q∈  
2) выполняются однородные условия согласования (11), (12).
Здесь под u(k) подразумевается продолжение по непрерывно-

сти на все множество 
( )kQ   определенной выше функции, обозна-

ченной этим же символом u(k). 
л е м м а  3. Пусть функция 2

0 1 0 1: ( , ) ( , )f x x Q f x x∈ ⊂ → ∈  
из уравнения (5) принадлежит классу 1( ).C Q  Условия лемм 1 и 2 
выполняются тогда и только тогда, когда решение уравнения (5) 
принадлежит классу 2 ( )( ),kC Q  которое определяется по фор-
муле (10) для = 1,4.j

Д о к а з а т е л ь с т в о. так как функции ( ) ( ),  k kp g  согласно 
лемме 1 являются дважды непрерывно дифференцируемыми, то 
решение уравнения (5) ( ) ( )2 ( ),  = 1,4.k k

j ju C Q j∈  Для завершения 
доказательства леммы 3 необходимо проверить выполнение ус-
ловий согласования (11), (12) для функций ( ) .k

ju
Положим i = 0 в условиях (11). тогда

               
( ) ( )

1
( 1) ( 1),0 = ,0 , = 1,3.k k

j j
k l k lu u j

a a+
- -   

   
   

 (13)

Рассмотрим теперь производную первого порядка

0

( ) ( )
( )

0 0

( 1) ,0 = ( ( 1) ) (( 1) ), = 1,3.
k k

k
x j

k l dp dgu a k l a k l j
a dx dx
- ∂ - - - + - 

 
 (14)

аналогично

 

( ) ( )
( )

10
0 0

( 1) ,0 = ( ( 1) ) (( 1) ), = 1,3.
k k

k
x j

k l dp dgu a k l a k l j
a dx dx+
- ∂ - - - + - 

 
 (15)

Из равенства (13) следует, что производные (14), (15) равны между собой. По этой схеме 
проверяются условия (11) и все условия согласования (12) для = 0,2.i

Искать решение задачи (1)–(4) будем с помощью метода характеристик [4]. Для этого мы 
сначала рассмотрим задачу в области Q(k) с начальными условиями

 
0

( ) ( )
1 1

( ) ( )
1 1 1

( 1) , = ( ),

( 1) , = ( ),  [0, ],

k k

k k
x

k lu x x
a

k lu x x x l
a

-  ϕ 
 

- ∂ ψ ∈ 
 

 (16)

интегральным условием (3) и граничным условием (4). Здесь ( ) ( ),  k kϕ ψ  выражаются из решения  
в области Q(k–1) при 0

( 1)= ,k lx
a
-  причем (1) ,ϕ ≡ ϕ  (1) .ψ ≡ ψ

Задача Коши. В области ( )
1

kQ  задаются начальные условия (16). С помощью данных условий 
строится система 

Область Q
Domain Q
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( ) ( )( )
1 1 11 1

( ) ( )
( ) 1 1

1 1 1
0 0

( ) = ( ( 1) ) ( ( 1) ),

( ) = ( ( 1) ) ( ( 1) ).

k kk

k k
k

x p x k l g x k l

dp dg
x a x k l a x k l

dx dx

 ϕ - - + + -


ψ - - - + + -


  (17)

Из системы (17) функции ( ) ( )
1 1,  k kp g  определяются как

 

( 1)
( ) ( ) ( )
1

0

1 1 1( ) = ( ( 1) ) ( ) , [ ( 1) , ( 2) ],
2 2 2

z k l
k k kp z z k l d C z k l k l

a

+ -
ϕ + - - ψ ξ ξ - ∈ - - - -∫  (18) 

 
( 1)

( ) ( ) ( )
1

0

1 1 1( ) = ( ( 1) ) ( ) , [( 1) , ],
2 2 2

z k l
k k kg z z k l d C z k l kl

a

- -
ϕ - - + ψ ξ ξ + ∈ -∫  (19)

где C – произвольная константа.

Следовательно, решение в области ( )
1

kQ  запишется в виде 

 

1 0 1 00

1 0 1 0

( ) ( )
1 0 1 0( )

1

( 1) ( )
( )

( 1)( 1) ( )

( ( 1) ) ( ( 1) )( ) =
2

1 1( )  ( , ) .
2 2

k k
k

x ax k l x a xx
k

k lx ax k l x a x
a

x ax k l x ax k lu

d f d d
a a

+ - - + -τ

-- + - - -τ

ϕ - + - + ϕ + - -
+

+ ψ ξ ξ + τ ξ ξ τ∫ ∫ ∫

x

 
 (20)

Функция ( )
1 ,kp  определенная по формуле (18) в области ( )

1 ,kQ  определена и в области ( )
3 ,kQ  где 

имеет такой же вид. Функция ( )
1 ,kg  определенная по формуле (19) в области ( )

1 ,kQ  задана и в обла-
сти ( )

2 ,kQ  где также представима в виде (19).

Граничное условие на правой границе. Как показано в [4], решение задачи (1), (2), (4) в об-
ласти ( )

3
kQ  имеет вид 

 

1 0
1 01 0 1 0 0

1 0 1 0 1 0

( ) ( )
1 0 1 0 1 0( ) ( )

3

( )
( )

( 1) ( 1)( 1) 2 ( )

(( 1) ) ( ( 1) )( ) =
2

1 1 1( ) ( , )  (
2 2 2

k k
k l

x ax l
x a xl x ax kl x ax a xa

k

k l k lx ax k l l x ax a x a x
a a

x ax l k l x ax x ax k lu
a

d f d d f
a a a

+ -
+ -τ- - + + - τ

- -- + - - - + τ - -τ

+ - ϕ + - - - ϕ - + - µ - + 
 

+ ψ ξ ξ - τ ξ ξ τ + τ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

x

, ) ,d dξ ξ τ

 
 (21)

a функция ( )
3
kg  задается формулой 

 

( ) ( ) ( ) ( )
3

0

( 1) 2

1 1( ) = ( ) ( )
2 2

1 1 ( , ) , [ ,( 1) ].
2 2

l z kl
k l k k

z l
z aa

k l l z a
a

z lg z l z kl d
a a

f d d C z kl k l
a

- +

-
- τ

- - + τ

- µ - ϕ - + + ψ ξ ξ - 
 

- τ ξ ξ τ + ∈ +

∫

∫ ∫
 
 (22)

Интегральное условие. Условие (3) представляет собой интегральный оператор второго ро-

да. Подставив в него общее решение (5) в области ( )
2 ,kQ  получим уравнение относительно неиз-

вестной функции ( )
2 :kp

 

1 00

1 0

( ) ( ) (0) ( )
0 0 0 0 02

0
( )

( )
0 0

( 1)0 ( )

( ) ( , ) ( ) = ( ) ( )

1( , ) ( )  ( , ) .
2

l
k k k

x a xxl
k

k l x a x
a

p ax K x s p s ax ds x g ax

K x s g s ax ds f d d
a

+ -τ

- - -τ

- + - µ - -

- + - τ ξ ξ τ

∫

∫ ∫ ∫
 
 (23)
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Здесь

 

( )
1( )

( )
2

( )
1( )
( )
3

( ), [ ( 1) , ( 2) ],
( ) =

( ), [ , ( 1) ],

( ), [( 1) , ],
( ) =

( ), [ ,( 1) ].

k
k

k

k
k

k

p z z k l k l
p z

p z z kl k l

g z z k l kl
g z

g z z kl k l

 ∈ - - - -


∈ - - -
 ∈ -


∈ +

 (24)

В области ( )
2
kQ  на отрезке 1 0

( 1)[0, ], ,k l klx l x
a a
- ∈ ∀ ∈  

 определены две функции: ( )
1 ,kp  которая 

известна, и ( )
2 ,kp  которую требуется отыскать. Граница между двумя этими функциями прохо-

дит по характеристике 1 0= ( 1) .x k l ax- - +  Используя данный факт, уравнение (24) можно пере-
писать как 

 

0

00

0 0

( 1)
( ) ( ) (0) ( )

0 0 0 0 02 2
0

( )
( )( )

0 0 0 01
( 1)0 ( 1) ( )

( ) ( , ) ( ) = ( ) ( )

1( , ) ( ) ( , ) ( )  ( , ) .
2

k l ax
k k k

a xxl l
kk

k lk l ax a x
a

p ax K x s p s ax ds x g ax

K x s g s ax ds K x s p s ax ds f d d
a

- - +

-τ

-- - + - -τ

- + - µ - -

- + - - - τ ξ ξ τ

∫

∫ ∫ ∫ ∫
 
 (25)

Введя замену 0 = ,zx
a

-  получим уравнение 

 

( 1)
( ) ( )
2 2

0
( ) , ( ) = ( ),

k l z
k kzp z K s p s z ds M z

a

- - -  + - + 
 

∫  (26)

где 

 

(0) ( ) ( )

0

( )
1

( 1)( 1)

( 1)

0

( ) = ( ) , ( )

1, ( ) ( , )
2

1 , ( , ) .
2

l
k k

z
l z aak

k lk l z z a
a

k l
l s a za

z s z z
a

z zM z g z K s g s z ds
a a

zK s p s z ds f d d
a a

zK s f d d ds
a a

-
+ τ

-- - - - - τ

-
- τ-

+ τ+-

   µ - - - - - - -   
   

 - - + - τ ξ ξ τ - 
 

 - - τ ξ ξ τ 
 

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 (27)

После замены переменной интегрирования =s zτ -  получим интегральное уравнение Воль-

терры второго рода для нахождения неизвестной функции ( )
2 :kp

 

( 1)
( ) ( )
2 2( ) , ( ) = ( ).

k l
k k

z

zp z K z p d M z
a

- -  + - τ - τ τ 
 

∫  (28)

Решение данного уравнения существует в классе 2 ([ , ( 1) ])C kl k l- - -  и является единствен-
ным тогда, когда выполнены следующие условия гладкости функций: 2 ([ , ( 1) ]),M C kl k l∈ - - -  

2 ( 1) , [0, ] .k l klK C l
a a

 - ∈ ×    
 таким образом, решение в области ( )

2
kQ  может быть найдено по 

формуле 

 

1 00

1 0

( )
( ) ( ) ( )

1 0 1 02 2 1
( 1) ( )

1( ) =  ( , ) ( ) ( ).
2

x a xx
k k k

k l x a x
a

u f d d p x ax g x ax
a

+ -τ

- - -τ
τ ξ ξ τ + - + +∫ ∫x  (29)
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В области ( )
4
kQ  решение находится по формуле 

 

1 00

1 0

( )
( ) ( ) ( )

1 0 1 04 2 3
( 1) ( )

1( ) =  ( , ) ( ) ( ).
2

x a xx
k k k

k l x a x
a

u f d d p x ax g x ax
a

+ -τ

- - -τ
τ ξ ξ τ + - + +∫ ∫x  (30)

Для того чтобы решение задачи, определяемое по формулам (29), (30), было единственным, 

требуется показать, что ( ) ( )
2 2( ) = ( ) ,

2
k k Cp z p z -  где ( )

2 ( )kp z  – функция из 2 ([ , ( 1) ]),C kl k l- - -  кото-

рая не содержит произвольных констант C.

Заметим, что 
( 1)

( ) = ( ) , .
2 2

k l

z

C C zM z M z K z d
a

- -  - - - τ - τ 
 

∫  Здесь ( )M z  обозначает сумму сла-

гаемых из (27), которые не содержат свободных констант. С учетом этого факта уравнение (28) 
можно переписать в виде 

 

( 1)
( ) ( )
2 2( ) , ( ) = ( ),

k l
k k

z

zp z K z p d M z
a

- -  + - τ - τ τ 
 

∫ 

   (31)

где ( ) ( )
2 2( ) = ( ) .

2
k k Cp z p z +  Решение уравнения (31) существует и единственно в классе C2. таким 

образом, решение уравнения (28) представимо в виде ( ) ( )
2 2= ( ) ,

2
k k Cp p z -  где функция ( )

2 ( )kp z   

не зависит от свободных констант.
Условия согласования. Для того чтобы решение задачи (20), (21), (29), (30) было из класса 

2 ( )( ),kC Q  необходимо и достаточно, чтобы функции ( ) ( )
1 2,  k kp p  были согласованы в точке = ( 1)z k l- -  

вместе со своими производными до второго порядка включительно, а функции ( ) ( )
1 3,k kg g  – в точ-

ке =z kl вместе со своими производными до второго порядка включительно. Обозначим 
( ) ( ) ( )
2 1( ( 1) ) ( ( 1) ) = ,  = 0,2

i i
k k k

ii i
d dp k l p k l i
dz dz

- - - - - δ , и ( ) ( ) ( )
3 1( ) ( ) = ,  = 0,2

i i
k k k

ii i
d dg kl g kl i
dz dz

- σ . 

Условия согласования функций ( ) ( )
1 3,  k kg g  и их производных рассмотрены в [4] и имеют вид

 

( )( ) ( )
0

( )( ) ( )
1

( )2 ( ) 2 ( )
22 2

( 1) ( ) = ,

1 ( 1) ( ) = ,

1 ( 1) 1 ( 1)( ) , = . 

kl k

kl k

kl k

k l l
a
k ld l

a a
k l k ld d l f l

a aa a

- µ - ϕ σ 
 

 - µ -ψ σ  
  

- -   µ - ϕ - σ   
   

 

 

 (32)

Далее находим условия согласования для функций ( ) ( )
1 2,  k kp p  и их производных.

Из уравнения (28) выражаем функцию ( )
2
kp  как

 

( 1)
( ) ( )
2 2( ) = , ( ) ( ).

k l
k k

z

zp z K z p d M z
a

- -  - - τ - τ τ + 
 

∫  (33)

Приравнивая (18) и (33) в точке = ( 1) ,z k l- -  получаем условие согласования функций ( ) ( )
1 2,  :k kp p

 
( )(0) ( ) ( )
0

0

( 1) ( 1)(0) , ( ) = .
l

kk kk l k lK s s ds
a a
- -   µ - ϕ - ϕ δ   

   
∫  (34)



60 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 1. С. 53–62 

Условие согласования функций ( ) ( )
1 2,  k kdp dp   имеет вид 

 

( )(0) ( )
0

( )( ) ( )
1

00 0

1 ( 1) ( 1) 1,0 (0)

( 1) 1 ( 1), ( ) , ( ) = .

k k

l l
kk k

k l k ld K
a a a a

k l k lK s s ds K s s ds
x a a a

- -   - µ + δ + ψ -   
   

∂ - -   - ϕ - ψ δ   ∂    
∫ ∫

 
 (35)

Условие согласования на функции ( )2
1

kd p   и ( )2
2
kd p   в точке = ( 1)z k l- -  представляется следую-

щим образом:

 

( ) ( )
1 0 2

0
2

2 (0) ( ) 2 ( )
2 2 2

00

( ) 2
2

00 0

( 1) 2 ( 1) 1 ( 1),0 ,0 ,0

1 ( 1) 1 ( 1) , ( ) (0)

2 ( 1) ( 1), ( ) ,

k k

l
k k

l l
k

k l k l k lK K f
a a x a aa

k l k ld K s s ds d
a aa a x
k l k lK s s ds K s d

x a aa

- ∂ - -     δ - δ - +     ∂     

- ∂ -   + µ - ϕ - ϕ -   ∂   

∂ - -   - ψ -   ∂    

∫

∫ ∫ ( )

( )
22

0

( )

1 ( 1) ( 1), , = .

k

l
k

s ds

k l k lK s f s ds
a aa

ϕ -

- -   - δ   
   

∫

 

 (36)

л е м м а 4. Пусть известные функции удовлетворяют условиям: ( ) 2
1( ) ([0, ]);k x C lϕ ∈    

( ) 1
1( ) ([0, ]);k x C lψ ∈   (0) ( ) 2 ( 1), , ;l k l klC

a a
 - µ µ ∈     

  2 ( 1) , [0, ] ;k l klK C l
a a

 - ∈ ×    
  0,1 ( 1) , [0, ] .k l klf C l

a a
 - ∈ ×    

 

Единственное решение задачи (1), (16), (3), (4) ( ) 2 ( )( ) ( )k ku C Q∈x  существует тогда и толь-
ко тогда, когда выполняются однородные условия согласования (33)–(36), т. е. при 

( ) ( )0, 0,  = 0,2.k k
i i iσ ≡ δ ≡

Классическое решение в области Q. Далее рассматривается вопрос существования класси-

ческого решения задачи (1)–(4) во всей области ( )

=1
= .k

k
Q Q

∞


 

л е м м а  5. Пусть для задачи (1)–(4) u(k) – решение в области Q(k), u(k–1) – решение в области 
Q(k–1), и в каждой из этих областей выполняются условия леммы 4. Тогда при определении  
функций 

 

( 1)
1

( 1) ( 1) ( 1)( )
1 1 1 14 3 2

( 2) 1

( 1) ( 1) ( 1)( )
1 1 1 14 3 20

1 1
( 1)

( 2)

( 1)( 1) 1( ) = , = ( ) ( ) ( , ) ,
2 ( 1)

( 1)( ) = , = ( ) ( )

1
2

k l
ak k kk

k l x
a

k k kk
x

k l
a

k l
a

x a k lk lx u x g x p x f d d
a a a k l

k l d dx u x a g x a p x
a dx dx

-

- - -

-

- - -

-

-

- τ + -- ϕ + + τ ξ ξ τ 
  - τ- -

- ψ ∂ - + + 
 

+

∫ ∫

∫ 1 1( , ( 1) ) ( , ( 1) ) ,f x a k l f x a k l dτ - τ - - + τ - τ + - τ

 

 (37)

где ( 1)
4
ku -  определена как (30), ( 1)

3
kg -  – в виде (22), ( 1)

2
kp -  – по формуле (33), функция

 

( ) ( )
( , 1)

( 1) ( 1)

( ), ,
( ) =

( ),

k k
k k

k k

u x x Q
u x

u x x Q
-

- -

 ∈


∈
 (38)

будет дважды непрерывно дифференцируема на множестве ( 1) ( ) .k kQ Q-
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Для д о к а з а т е л ь с т в а леммы 5 достаточно показать, что значения функций ( ) ( )ku x   
и ( 1) ( )ku − x , а также их производных до второго порядка включительно совпадают при 

1
( 1)= , .k l x

a
− 

 
 

x  Данное утверждение очевидно верно для самих функций и их производных  

по переменной x0. Для первой производной функций ( ) ( )ku x  и ( 1) ( )ku − x  по переменной x1, а также 

вторых производных достаточно приравнять их значения при 1
( 1)= ,k l x

a
− 

 
 

x . 

С л е д с т в и е. Условия согласования для функций ( ) ( )
1 2,  k kp p , а также для ( ) ( )

1 3,  k kg g  и их про-
изводных до второго порядка включительно выполняются тогда и только тогда, когда выполняются 
условия согласования для функций ( 1)

1
kp −  и ( 1)

2 ,kp −  ( 1)
1

kg −  и ( 1)
3
kg −  и их производных до второго по-

рядка включительно соответственно. Причем ( ) ( 1) ( ) ( 1)= ,  = ,  = 0,2,  = 2,3,... .k k k k
i i i i i k− −δ −σ σ −δ  

Для д о к а з а т е л ь с т в а  данного следствия достаточно воспользоваться представлением  
в области Q(k) начальных функций по формулам (37) и подставить их в условия согласования 
(33)–(36). После упрощения полученных выражений имеем в точности условия согласования для 
функций в области Q(k–1). 

Таким образом, доказана
Те о р е м а. Пусть (0) ( ) 2, ([0, )),l Cµ µ ∈ +∞  2 ([0, ]),C lϕ∈  1([0, ]),C lψ∈  2 ( ),K C Q∈  0,1( ).f C Q∈  

Для задачи (1)–(4) существует единственное классическое решение из класса 2 ( )C Q  тогда  
и только тогда, когда для функций (0) ( ),  ,  ,  lµ µ ϕ ψ выполняются однородные условия согласо
вания (33)–(36) при k = 1, а именно: 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2 ( ) 2

2 2
1 10 ( ) = 0, 0 ( ) = 0, 0 ( ) 0, = 0,l l ll d l d d l f l

a a
µ −ϕ µ −ψ µ − ϕ −  (39) 

 ( ) ( )(0)

0
0 (0) 0, ( ) = 0,

l
K s s dsµ −ϕ − ϕ∫  (40) 

 ( ) ( ) ( )(0)

00 0

1 1 10 (0) 0, ( ) 0, ( ) = 0,
l l

d K s s ds K s s ds
a a x a

∂
− µ + ψ − ϕ − ψ

∂∫ ∫   (41) 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 (0) 2

2 2 2 2
00

2
2 2

00 0 0

1 1 10 0, ( ) (0) (0,0)

2 10, ( ) 0, ( ) 0, 0, = 0,

l

l l l

d K s s ds d f
a a x a

K s s ds K s d s ds K s f s ds
xa a

∂
µ − ϕ − ϕ − −

∂

∂
− ψ − ϕ −

∂

∫

∫ ∫ ∫

  (42)

и оно может быть найдено по формулам (20), (21), (29), (30). 
Заключение. В данной статье с помощью метода характеристик выведены необходимые  

и достаточные условия существования единственного решения задачи (1)–(4) в классе 2 ( )C Q   
при заданных условиях гладкости на исходные функции. Получены аналитические формулы 
для поиска решения, а также построено эквивалентное интегральное уравнение второго рода  
с переменными верхними пределами для решения в подобластях. Доказано, что выполнение  
условий согласования (33)–(36) эквивалентно гладкости решения задачи (1)–(4) при условии 
гладкости исходных функций.
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О НЕСтАЦИОНАРНОм РАСПРЕДЕЛЕНИИ ВЕРОЯтНОСтЕЙ  
СОСтОЯНИЙ мАРКОВСКОЙ СЕтИ С БЕСКОНЕЧНОЛИНЕЙНЫмИ  

СИСтЕмАмИ ОБСЛУЖИВАНИЯ В УСЛОВИЯХ ВЫСОКОЙ НАГРУЗКИ

В настоящей статье объектом исследования является марковская сеть с бесконечнолинейными системами мас-
сового обслуживания (СМО). Дисциплины обслуживания заявок в системах – FIFO («первым пришел – первым об-
служивается») и время обслуживания заявок в каждой линии СМО сети распределены по экспоненциальному зако-
ну со своими параметрами для каждой  системы массового обслуживания. Целью исследования является получение 
достаточного условия представимости нестационарных вероятностей состояний такой сети, функционирующей  
в условиях высокой нагрузки, в мультипликативном виде. Во введении указана область прикладного применения 
марковских сетей с бесконечнолинейными системами обслуживания, обоснована актуальность настоящей работы, 
приведен краткий обзор результатов, полученных по данной тематике ранее. В основной части приведено описание 
сети, выведена система разностно-дифференциальных уравнений Колмогорова для вероятностей состояний сети. 
Представлен основной результат данной статьи, т. е. мультипликативный вид нестационарных вероятностей состоя-
ний описанной выше марковской сети, функционирующий в условиях высокой нагрузки, который сформулирован  
и доказан в виде теоремы. Полученные результаты могут быть использованы при моделировании поведения инфор-
мационно-компьютерных систем и сетей, логистических транспортных систем, страховых компаний, банковских 
сетей и других объектов, стохастическими моделями которых являются сети массового обслуживания.

Ключевые слова: марковская сеть, бесконечнолинейные системы обслуживания, условие высокой нагрузки, не-
стационарный режим, мультипликативный вид.

D. J. Kopats, M. A. Matalytski

Yanka Kupala State University of Grodno, Grodno, Belarus

NON-STATIONARY DISTRIBUTION OF THE PROBABILITY STATES  
OF THE  MARKOV NETWORK WITH INFINITE-SERVER QUEUING SYSTEMS OPERATING  

AT HIGH LOAD

The object of research is the Markov queuing network with infinite-server queues. The disciplines of the customer’s ser-
vice in queuing systems (QS) are FIFO (first come – first served), service rates of customers are distributed exponentially with 
their own rates for each QS in each line of QS. The purpose of the research is to obtain sufficient conditions for representabil-
ity of non-stationary state probabilities of such a network operating within the heavy-traffic regime in the multiplicative form. 
In the introduction, the field of applications of Markov networks with infinite-server queues has been described; the relevance 
of this work has also been indicated; a brief overview of the previous results on this subject has been given. In the main part, 
the network has been shown; the system of Kolmogorov’s difference-differential equations for the state probabilities of  
the network conditions has been derived. The main result of this article is as follows, i.e. the multiplicative form of the non-sta-
tionary state probabilities of the above-mentioned Markov network operating within the heavy-traffic regime is formulated 
and proved as a theorem. The obtained results can be used for modeling the behavior of information and computer systems 
and networks, transportation systems, insurance companies, banking networks and other facilities, the stochastic models 
which are the queuing networks.

Кеуwords: Markov networks, infinitely linear service system, high-load condition, non-stationary regime, multiplicative 
form. 

Введение. При проектировании различных реальных объектов, таких как информационно- 
компьютерные системы и сети, логистические транспортные системы, страховые компании, бан-
ковские сети, производственные системы и т. д., часто необходимо промоделировать их текущее 
поведение, найти различные характеристики, зависящие от времени. В таких случаях важной 
задачей является нахождение вероятностей состояний их моделей – марковских и произвольных 
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сетей массового обслуживания с различными особенностями в переходном (нестационарном) 
режиме [1–4]. Опыт выполненных за последние годы исследований показал, что такие задачи  
в своем большинстве являются принципиально трудноразрешимыми.

точные результаты в переходном режиме для вероятностей состояний марковских сетей по-
лучены только в некоторых частных случаях [5] из-за большой размерности систем разностно- 
дифференциальных уравнений (РДУ), которым они удовлетворяют. Для их нахождения в усло-
виях большой нагрузки применяется метод диффузионной аппроксимации [6–9], сущность кото-
рого состоит в аппроксимации дискретного случайного процесса, описывающего количество 
заявок в системах сети, непрерывным диффузионным процессом. В [10–12] для нахождения не-
стационарных вероятностей состояний марковских сетей с разнотипными заявками, дисципли-
нами обслуживания заявок FIFO в многолинейных системах массового обслуживания (СМО) 
разработан метод последовательных приближений, совмещенный с методом рядов. Моногра-
фии [13, 14] посвящены анализу марковских сетей, функционирующих в условиях высокой на-
грузки, когда в каждый момент времени в СМО сети находится хотя бы одна заявка. Именно  
в такой ситуации систему РДУ для нестационарных вероятностей состояний можно решить ме-
тодом, основанным на использовании аппарата многомерных производящих функций, и полу-
чить решение в виде многократных рядов. 

1. Описание сети. Рассмотрим открытую сеть, состоящую из n систем массового обслу-
живания. На вход сети поступает пуассоновский поток заявок с интенсивностью λ. Заявка с ве-

роятностью p0i поступает на обслуживание в i-ю СМО, 0
1

1.
n

i
i

p
=

=∑  Длительность обслуживания  

в i-й СМО является случайной величиной (СВ), имеющей экспоненциальное распределение с па-
раметром, зависящим от числа заявок в ней. если в момент времени t в i-й СМО имеется ki за-
явок, то в интервале [ ), ,t t t+ ∆  где t∆  мало, обслуживание одной заявки закончится с вероят-
ностью ( ) ( ).i ik t o tµ ∆ + ∆  Далее эта заявка мгновенно поступает на обслуживание в j-ю СМО  

с вероятностью pij или с вероятностью pi0 покидает сеть, 
0

1,  1, .
n

ij
j

p i n
=

= =∑  Дисциплинами обслу-

живания заявок  являются FIFO. Матрица ij n nP p
×

=  неразложима. Введем случайный процесс 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., ,nk t k t k t k t=  где ki(t) – число заявок в i-й СМО в момент времени , 1, .t i n=  Он опи-

сывает состояние сети и является цепью Маркова со счетным числом состояний. требуется опреде-
лить нестационарное распределение вероятностей состояний такой сети ( ) ( )1 2, , ,..., ,nP k t P k k k t= =   
= ( ){ ( ) ( ) }1 1 2 2, ,..., .n nP k t k k t k k t k= = =

2. Основной результат. Пусть Ii – вектор размерности n c нулевыми компонентами за исклю-

чением компоненты с номером i, которая равна 1, ( )
1, 0
0, 0

x
u x

x
>

=  ≤
 – функция Хевисайда.

л е м м а. Система РДУ для вероятностей состояний сети имеет вид
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для цепи Маркова k(t) возможны следующие переходы в состояние 
( ) ( ),k t t k t t+ ∆ = + ∆  за время :t∆

– из состояния ( ),ik I t-  с вероятностью ( ) ( )0 ,i ip u k t o tλ ∆ + ∆  при этом заявка поступает  
извне в систему , 1, ;iS i n=  
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– из состояния ( ),ik I t+  с вероятностью ( ) ( )01 ,i i ik p t o tµ + ∆ + ∆  при этом заявка завершает 
обслуживание в системе Si и уходит из сети 1, ;i n=

– из состояния ( ),i jk I I t+ -  с вероятностью ( ) ( ) ( )1 ,i i ij jk p u k t o tµ + ∆ + ∆  если заявка завер-

шает обслуживание в системе Si и переходит в систему , , 1, ;jS i j n=

– из состояния (k,t) с вероятностью ( ) ( ) ( )
1

1 ,
n

i i i
i

k u k t o t
=

 
- λ + µ ∆ + ∆ 
 

∑  при этом ни поступле-

ния заявок, ни завершения обслуживания не происходит, сеть остается в состоянии k.
тогда, используя формулу полной вероятности, имеем
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Отсюда, переходя к пределу при 0,t∆ →  получим систему разностно-дифференциальных урав-
нений Колмогорова (1) для вероятностей состояний.

Далее мы предположим, что СМО сети функционируют в условиях высокой нагрузки, т. е. 
( ) 0 ,  1, ,ik t t i n> ∀ =   тогда система РДУ (1) примет вид
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В монографии [12] приведено описание нахождения в частном случае точного нестационар-
ного распределения вероятностей состояний в аналитическом виде путем решения системы  
РДУ (2). Однако при этом не было учтено, что система (2) справедлива только для сети, функ-
ционирующей в условиях высокой нагрузки. Этот частный случай касается ситуации, когда  
в качестве начальных условий используется произведение стационарных вероятностей состоя-
ний СМО сети, каждое из которых является законом Пуассона, и  системы массового обслужи-
вания сети должны быть бесконечнолинейными. таким образом, в данной работе описаны ана-
логичные результаты, а именно, приведено достаточное условие представимости в этом частном 
случае вероятностей состояний P(k,t) в мультипликативном виде, когда сеть функционирует  
в условиях высокой нагрузки. Проведено уточнение мультипликативного вида для вероятностей 
состояний. Докажем  следующую теорему.

те о р е м а. Для того чтобы нестационарное распределение вероятностей состояний P(k,t), 
удовлетворяющее системе РДУ (2), представлялось в виде
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достаточно, чтобы
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3) функции ( ) , 1, ,iy t i n=  удовлетворяли системе линейных дифференциальных уравнений
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с начальными условиями ( )0 ,  1, .iy i n=
З а м е ч а н и е 1. В соотношении (3) присутствие сомножителя u(k i) нужно для того, чтобы 

выполнялось условие P(k,t) = 0, если в векторе существует компонента с номером i, для которой 
ki = 0, как это предполагается в условиях высокой нагрузки.

З а м е ч а н и е 2. Условие (4) фактически означает, что СМО сети должны быть бесконечно-
линейными.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Будем искать решение системы РДУ (2) в виде
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Из (7) следует, что
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Кроме того,
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тогда, подставив выражения (9), (10) в систему РДУ (2) и поделив на P(k,t), получим 
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Используя условие 0
1

1
n

i
i

p
-

=∑  и поменяв местами индексы суммирования в двойной сумме, будем 
иметь:
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Если выполнена система дифференциальных уравнений (6), то правая часть в (12) равна 
нулю. Покажем, что и левая часть в (12) также будет равна нулю. Подставляя выражение (8)  
в левую часть (12) и используя соотношения
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имеем в левой части (12):
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и нам надо показать, что выполняется равенство
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Деля систему дифференциальных уравнений (6) на μi и суммируя от 1 до n, получим
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т. е. (13) имеет место, что  и требовалось доказать. Теорема доказана.
Отметим, что метод решения системы дифференциальных уравнений (6) описан в [12].
Выводы. В статье получено достаточное условие представимости нестационарных вероят-

ностей состояний марковской сети массового обслуживания, функционирующей в условиях вы-
сокой нагрузки, в мультипликативном виде. При этом системы массового обслуживания сети 
должны быть бесконечнолинейными, а начальные вероятности состояний являться произведе-
нием стационарных распределений вероятностей состояний СМО сети, каждое из которых явля-
ется законом Пуассона. 

Дальнейшие исследования могут быть связаны с получением аналогичных результатов для 
сетей с другими особенностями: ограниченным временем ожидания заявок в СМО, ненадежны-
ми СМО, с положительными и отрицательными заявками и т. д.
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СУщЕСтВОВАНИЕ ИЗмЕРИмЫХ СОГЛАСОВАННЫХ СЕЛЕКтОРОВ  
мНОГОЗНАЧНЫХ ОтОБРАЖЕНИЙ

В настоящей статье рассматриваются измеримые многозначные случайные отображения, согласованные с за-
данным потоком σ-алгебр, значениями которых являются замкнутые подмножества некоторого полного сепара-
бельного метрического пространства. Для них установлен критерий измеримости и согласованности, аналогичный 
известному критерию Кастэна измеримости многозначных отображений. Доказана теорема о существовании у слу-
чайных многозначных отображений измеримых и согласованных селекторов, с заданной точностью аппроксими-
рующих некоторую однозначную измеримую и согласованную случайную функцию. Данная теорема усилена в слу-
чае, когда рассматриваемое многозначное отображение принимает компактные значения. Доказана теорема, обоб-
щающая на многозначные измеримые случайные отображения теорему Филиппова об обратной функции. Полученные 
результаты могут быть использованы при доказательстве существования и исследовании свойств решений стоха-
стических дифференциальных включений.

Ключевые слова: многозначное отображение, селектор, измеримость.

А. А. Levakov, Y. B. Zadvorny

Belarusian State University, Minsk, Belarus

EXISTENCE OF MEASURABLE ADAPTED SELECTORS OF SET-VALUED FUNCTIONS

The present article is devoted to considering measurable set-valued random functions that are adapted to a fixed filtration 
of σ-algebras and the values of which are closed subsets of some complete separable metric space. For such functions, a crite-
rion of measurability and adaptation is proved, which is analogous to Castain’s well-known criterion of measurability of 
set-valued functions. A theorem on existence of measurable and adapted selectors of set-valued random functions, which ap-
proximate some measurable adapted random function, is obtained. This theorem is improved in the case of set-valued func-
tions with compact values. The generalization of Filippov’s theorem about the inverse function to the set-valued measurable 
random functions is proved. The obtained results can be useful both for proving the existence and for considering the proper-
ties of the solutions of stochastic differential inclusions.

Keywords: set-valued function, selector, measurability.

Пусть (X,ρ) – полное сепарабельное метрическое пространство; S(X) – множество всех под-
множеств из X, а P(X), cl(X), comp(X) – соответственно семейство всех непустых, всех непустых 
замкнутых, непустых компактных подмножеств из X; (T,F) – измеримое пространство. Много-
значное отображение Г : ( )T S X→   называется (F)-измеримым ((F)c-измеримым; (F)b-измери мым), 
если 1Г ( ) { : Г( ) }M t T t M F- = ∈ ∩ ≠∅ ∈   для каждого открытого (замкнутого; борелевского) мно-
жества .M X⊂  если 1 2Г : ( ),T T S X× →   где 1 1 2 2( , ),( , )T F T F  – два измеримых пространства, то 
измеримость отображения Γ понимается в терминах произведения σ-алгебр F1 × F2. Отметим, 
что однозначная функция :f T X→   – F-измерима, если многозначная функция Г( ) : { ( )}x f x=   – 
(F)-измерима (эквивалентно (F)c-измерима; (F)b-измерима). Отображение γ : T → X называют 
селектором многозначного отображения Г : ( ),T P X→   если ( ) Г( )t tγ ∈   для всех t ∈ T. Для произ-
вольного многозначного отображения Г : cl( )T X→   имеют место следующие импликации: Γ – 
(F)b-измеримо ⇒ Γ – (F)c-измеримо ⇒ Γ – (F)-измеримо. если на измеримом пространстве (T,F) 
существует положительная мера ν такая, что пространство (T,F,ν) – полное σ-конечное, то все три 
понятия измеримости совпадают: Γ – (F)b -измеримо ⇔ Γ – (F)c -измеримо ⇔ Γ – (F)-измеримо [1].

© леваков а. а., Задворный Я. Б., 2017
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Первая теорема о существовании измеримого селектора у многозначного измеримого ото-
бражения в конечномерном пространстве была доказана А. Ф. Филипповым в работе [2]. К. Кура
товским и С. рыльНардзевским получено обобщение этой теоремы на сепарабельные банаховы 
пространства [3]. Ш. Кастэн усилил эти результаты и показал [4, 5], что если Г : cl( )T X→   – мно-
гозначное отображение, то следующие три утверждения эквивалентны: 1) Γ – (F)измеримо;  
2) функция ( ,Г( ))t x t→ρ   (F)измерима для каждого x ∈ X; 3) существует последовательность  

(F)измеримых селекторов ( )nσ ⋅   для Γ такая, что 
1

Г( ) (t),n
n

t
∞

=
= σ


  .t T∈

Пусть T – либо R+, либо отрезок [0, ] ,a R+⊆   ( )Tβ  – борелевская σалгебра на T, (Ω,F) – изме-
римое пространство с потоком подσалгебр Ft, t ≥ 0.

Многозначное отображение Г : ( )T S X×Ω→   называем ( )( ),T Fβ  измеримым ( ( ( ), )cT Fβ  из-
меримым; ( ( ), )bT Fβ  измеримым), если {( , ) : Г( , ) } ( )t t B T Fω ω ∩ ≠∅ ∈β ×   для любого открытого 
B ⊆ X (для любого замкнутого B ⊆ X, для любого борелевского B ⊆ X), если, кроме того, для 
каждого t T∈  многозначное отображение Г( , )tω→ ω   является ( )tF измеримым ( ( )ctF измери-
мым), то говорим, что многозначное отображение (Ft)согласовано ((Ft)cсогласовано). Для про-
извольного многозначного отображения Г : cl( )T X×Ω→   имеют место следующие импликации: 
Γ – ( ( ), )bT Fβ  измеримо ⇒ Γ – ( ( ), )cT Fβ  измеримо ⇒ Γ – ( )( ),T Fβ  измеримо.

В статье рассматривается задача существования ( )( ),T Fβ  измеримых согласованных с пото-
ком (Ft) селекторов со специальными свойствами у ( )( ),T Fβ  измеримых и (Ft)согласованных 
многозначных отображений. Существование указанных селекторов не вытекает из известных 
теорем теории многозначных отображений [5–11], но именно такие селекторы используются при 
построении теории стохастических дифференциальных включений [12–13].

Скажем, что многозначное отображение Г : ( )T S X×Ω→   имеет ( )( ),T Fβ  измеримое и (Ft)
согласованное аппроксимирующее семейство [6, с. 338], если существует последовательность 

( )( ),T Fβ  измеримых и (Ft)согласованных отображений :ix T X×Ω→   такая, что для каждого 
i N∈  множество {( , ) : ( , ) Г( , )}it T x t tω ∈ ×Ω ω ∈ ω   – ( )( ),T Fβ  измеримо, а для каждого i для всех 

t T∈  множество { : ( , ) Г( , )}ix t tω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF измеримо и, кроме того, при всех (t,ω) выполня-

ется включение 
1

Г( , ) Г( , ) ( ( , )).i
i

t t x t
∞

=
ω ⊂ ω ∩ ω



  Далее, ( )( ),T Fβ  измеримое и (Ft)согласованное 

отображение :T Xγ ×Ω→   называем ( )( ),T Fβ  измеримым и (Ft)согласованным селектором 
многозначного отображения Г : ( ),T P X×Ω→   если ( , ) Г( , )t tγ ω ∈ ω   для всех ( , ) .t Tω ∈ ×Ω  

Докажем для ( )( ),T Fβ  измеримых и (Ft)согласованных многозначных отображений 
Г : cl( )T X×Ω→   утверждение, аналогичное указанному выше результату Ш. Кастэна. При дока-
зательстве мы во многом следуем гл. 8 монографии [6], где исследуются многозначные отобра-
жения в конечномерных пространствах, и статье [1].

Л е м м а 1. Пусть Г : ( )T P X×Ω→   – многозначное отображение такое, что множество 
Γ(t,ω) открыто для каждых (t,ω), и пусть { }iD x=  – счетное плотное подмножество X. Если 
для любого i множество {( , ) : Г( , )}it T x tω ∈ ×Ω ∈ ω   является ( )( ),T Fβ  -измеримым и для каж-

дых i ∈ N, t T∈  множество { : Г( , )}ix tω∈Ω ∈ ω  } – ( )tF -измеримо, то { ( , )}ix t ω  , i ∈ N, ( , )i ix t xω =   
( , )t T∀ ω ∈ ×Ω   является ( )( ),T Fβ  -измеримым и (Ft)согласованным аппроксимирующим семей-

ством для Γ.
Действительно, так как множества Γ(t,ω) открыты, то пересечения Г( , )D t∩ ω   плотны в Γ(t,ω) 

и { , }ix i N∈   – ( )( ),T Fβ  измеримое (Ft)согласованное аппроксимирующее семейство для Γ. Лем
ма установлена.
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Будем говорить, что отображение :f T X Y×Ω× →   является (Ft)-согласованным отображе-
нием Каратеодори, если оно непрерывно по x при всех фиксированных ( , ) ,t Tω ∈ ×Ω   ( )( ),T Fβ  -  
измеримо при каждом фиксированном x ∈ X и (Ft)-измеримо при каждых фиксированных 
( , )t x T X∈ × .

л е м м а 2. Пусть :f T X Y×Ω× →   является (Ft)-согласованным отображением Кара-
тео до ри, U Y⊂  – открытое множество. Тогда отображение Г : ( ),T S X×Ω→   
Г( , ) { : ( , , ) }t x X f t x Uω = ∈ ω ∈   – ( ( ), )cT Fβ  -измеримо и (Ft)c-согласовано.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть B ⊂ X – замкнутое множество, { , }iA x i N= ∈  – счетное плот-
ное подмножество в B. Отображение Γ обладает следующим свойством: 

1Г ( ) {( , ) : Г( , ) } {( , ) : ( , , )B t T t B t T f t x U- = ω ∈ ×Ω ω ∩ ≠∅ = ω ∈ ×Ω ω ∈   для некоторой точки x ∈ B} =  

= {( , ) : ( , , )it T f t x Uω ∈ ×Ω ω ∈   для некоторой точки }ix A∈ =
1
{( , ) : ( , , ) }.i

i
t T f t x U

∞

=
ω ∈ ×Ω ω ∈



  

Отсюда следует ( ( ), )cT Fβ  -измеримость отображения Γ, а его (Ft)c-согласованность доказывает-
ся аналогичным образом.

л е м м а 3. Многозначное отображение Г : ( )T P X×Ω→   является ( )( ),T Fβ  -измеримым  
и (Ft)-согласованным тогда и только тогда, когда для любого x ∈ X функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – 
( )( ),T Fβ  -измерима и (Ft)-согласована.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Многозначное отображение Г : ( )T P X×Ω→   является ( )( ),T Fβ  -изме-
римым, если и только если 1Г ( ( , )) ( ( ) )B x T F- ε ∈ β ×   для каждого x ∈ X и для каждого открытого ша-
ра B(x,ε). Для каждого x ∈ X функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ  -измерима, если и только если 
{( , ) : ( ,Г( , )) } ( ( ) )t x t T Fω ρ ω < ε ∈ β ×   для каждого ε > 0. так как 1Г ( ( , )) {( , ) : Г( , ) ( , ) }B x t t B x- ε = ω ω ∩ ε ≠ ∅ =  
={( , ) : ( ,Г( , ) )},t x tω ρ ω < ε   то утверждение о том, что отображение Γ является ( )( ),T Fβ  -измери-
мым тогда и только тогда, когда функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ  -измерима для любого  
x ∈ X, доказано. Остальная часть леммы доказывается аналогичным образом.

л е м м а 4. Для любой ( )( ),T Fβ  -измеримой и (Ft)-согласованной функции :y T X×Ω→   суще-
ствует последовательность ( )( ),T Fβ  -измеримых и (Ft)-согласованных функций yn(t,ω), прини-
мающих не более счетного множества различных значений, сходящаяся к функции y(t,ω) при 
каждых (t,ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a1,a2,... – последовательность, плотная в X. Возьмем произвольное 
ε > 0 и образуем последовательность множеств , 1 2 1( , ) ( , ) ( , )... ( , )k k kC B a B a B a B aε -= ε ∩ ε ∩ ε ∩ ε     
( B  – дополнение множества B). Множества  Ck,ε не пересекаются и являются борелевскими. 
Множества 1

, ,( )k kD y C-
ε ε=   не пересекаются и их объединение равно T × Ω. Пусть yn(t,ω) –  

функция, равная ak на множестве 1,
.

k
n

D  По построению 1( ( , ), ( , )) ,ny t y t
n

ρ ω ω ≤   поэтому 

( , ) ( , )ny t y tω → ω   при каждых (t,ω). Множества 1,k
n

D  являются ( )( ),T Fβ  -измеримыми, следова-

тельно, функции yn(t,ω) – ( )( ),T Fβ  -измеримы. При каждом t T∈  множество 1
1,

,
k

n
y t C-  

  
 

 –  

( )tF -измеримо, и поэтому множество 1
1,

{ : ( , ) } ,n k k
n

y t a y t C-  
ω ω = =   

 
  также ( )tF -измеримо.

л е м м а 5. Пусть отображение :f T X Y×Ω× →   является (Ft)-согласованным отображе-
нием Каратеодори, функция :y T X×Ω→   является ( )( ),T Fβ  -измеримой и (Ft)-согласованной. 
Тогда многозначное отображение ( , ) ( , , ( , ))t f t y tω → ω ω   также ( )( ),T Fβ  -измеримо и (Ft)-со-
гласовано.



      Proceedings of the National academy of sciences of Belarus, рhysic and mathematics series, 2017, no. 1, pp. 70–78 73

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем последовательность ( )( ),T Fβ  -измеримых (Ft)-согласованных 
функций yn(t,ω), каждая из которых принимает не более счетного множества различных значе-
ний { },n

ka  сходящуюся к функции y(t,ω) при каждых (t,ω) (лемма 4). Для каждого открытого мно-
жества U ⊂ Y, согласно лемме 2, многозначное отображение Г( , ) { : ( , , ) }t x X f t x Uω = ∈ ω ∈   – 
( ( ), )cT Fβ  -измеримо и (Ft)c-согласовано. Множество {( , ) : ( , , ( , )) }n nD t T f t y t U= ω ∈ ×Ω ω ω ∈   
можно представить в виде 

1
{( , ) : ( , ) , Г( , )}.n n

n k k
k

t y t a a t
∞

=
ω ω = ∈ ω



  Следовательно, множества Dn 

являются ( )( ),T Fβ  -измеримыми. Аналогично множества { : ( , , ( , )) }nf t y t Uω ω ω ∈ =   

=
1
{( , ) : ( , ) , Г( , )}n n

n k k
k

t y t a a t
∞

=
ω ω = ∈ ω



  – ( )tF  -измеримы для каждых t T∈  и n ∈ N. Отсюда вытекает 

( )( ),T Fβ  -измеримость и (Ft)-согласованность отображения ( , ) ( , , ( , ))nt f t y tω → ω ω   для каждого n. 

По лемме 3 при каждом x X∈  функция ( , ) ( , ( , , ( , )))nt x f t y tω →ρ ω ω   – ( )( ),T Fβ  -измерима и (Ft)-со-
гласована. Так как функция f(t,ω,y) непрерывна по y, то при каждых ( , ) ,t Tω ∈ ×Ω   ,x X∈  имеем 

( , ( , , ( , ))) ( , ( , , ( , ))),n nx f t y t x f t y t
→∞

ρ ω ω →ρ ω ω   поэтому отображение ( , ) ( , ( , , ( , )))t x f t y tω →ρ ω ω   – 
( )( ),T Fβ  -измеримо и (Ft)-согласовано. Но тогда по лемме 3 и отображение ( , , ( , ))f t y tω ω   являет-
ся ( )( ),T Fβ  -измеримым (Ft)-согласованным. Лемма 5 установлена.

З а м е ч а н и е 1. Если отображение :f T X Y×Ω× →   в лемме 5 не является непрерывным  
по x при каждых фиксированных (t,ω), а лишь полунепрерывно сверху или снизу, то, как показы-
вают примеры, приведенные в [11, c. 77–78], лемма 5 не имеет места.

Через domГ:={( , ) : Г( , ) },t T tω ∈ ×Ω ω ≠∅   domГ :={ : Г( , ) }t tω∈Ω ω ≠∅   обозначим соответ-

ственно эффективные множества отображений Г : ( ),T S X×Ω→   Г( , ).tω→ ω  
Л е м м а 6. Если Г : ( )T S X×Ω→   имеет ( )( ),T Fβ  -измеримое и (Ft)-согласованное аппро

ксимирующее семейство { ( , ), },mx t m Nω ∈  то множество domΓ является ( )( ),T Fβ  -измеримым, 

а множество domГ t   – ( )tF -измеримым при каждом .t T∈

Действительно, 
1

domГ= {( , ) : ( , ) Г( , )},m
m

t T x t t
∞

=
ω ∈ ×Ω ω ∈ ω



  
1

domГ = { :t
m

∞

=
ω∈Ω



 ( , ) Г( , )}.mx t tω ∈ ω  

Л е м м а 7. Пусть отображения 1Г : ( ),T P X×Ω→   2Г : ( )T P X×Ω→   такие, что множе
ства Γ2(t,ω) открыты, а отображение Γ1 имеет ( )( ),T Fβ  -измеримое и (Ft)-согласованное ап
проксимирующее семейство, причем для каждой ( )( ),T Fβ  -измеримой и (Ft)-согласованной 
функции :y T X×Ω→   множество 2{( , ) : ( , ) Г ( , )}t T y t tω ∈ ×Ω ω ∈ ω   – ( )( ),T Fβ  -измеримо, а мно

жество 2{ : ( , ) Г ( , )}y t tω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF измеримо при каждых .t T∈  Тогда отображение 

1 2( , ) Г ( , ) Г ( , )t t tω → ω ∩ ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное аппроксимирующее 
семейство.

Действительно, пусть { ( , ), }n t n Nσ ω ∈   – последовательность ( )( ),T Fβ -измеримых (Ft)-со гла-
сованных отображений, аппроксимирующее Γ1. Покажем, что семейство { ( , ), }n t n Nσ ω ∈   являет-
ся ап про ксимирующим и для 1 2Г ( , ) Г ( , ).t tω ∩ ω   Во-первых, множества

  1 2{( , ) : ( , ) Г ( , ) Г ( , )}nt T t t tω ∈ ×Ω σ ω ∈ ω ∩ ω  1{( , ) : ( , ) Г ( , )}nt T t t= ω ∈ ×Ω σ ω ∈ ω ∩    
 ∩ 2{( , ) : ( , ) Г ( , )}nt T t tω ∈ ×Ω σ ω ∈ ω   

 – ( )( ),T Fβ -измеримы, а множества

  1 2{ : ( , ) Г ( , ) Г ( , )}n t t tω∈Ω σ ω ∈ ω ∩ ω =  1{ : ( , ) Г ( , )}n t tω∈Ω σ ω ∈ ω ∩   2{ : ( , ) Г ( , )}n t tω∈Ω σ ω ∈ ω   
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– ( )tF -измеримы при каждом .t T∈  Во-вторых, так как множества Γ2(t,ω) открыты, то пересече-

ния 2
1

Г ( , ) ( , )n
n

t t
∞

=

 
ω ∩ σ ω 

 


  плотны в 1 2Г ( , ) Г ( , ).t tω ∩ ω  

л е м м а 8. Если многозначное отображение Г : cl( )T X×Ω→   имеет аппроксимирующее 

( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное семейство, а функция :x T X×Ω→   является  

( )( ),T Fβ -измеримой и (Ft)-согласованной, то множество {( , ) : ( , ) Г( , )}t T x t tω ∈ ×Ω ω ∈ ω   являет-

ся ( )( ),T Fβ -измеримым, а множество { : ( , ) Г( , )}x t tω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF -измеримым для всех .t T∈

Действительно, отображения Γ(t,ω) и 1( , ) : ( , ( , ))nF t x X x x t
n

 ω = ∈ ρ ω < 
 

  удовлетворяют усло-

виям леммы 7. Надо лишь проверить, что для любой ( )( ),T Fβ -измеримой (Ft)-согласованной 
функции :y T X×Ω→   множество {( , ) : ( , ) ( , )}nA t T y t F t= ω ∈ ×Ω ω ∈ ω   – ( )( ),T Fβ -измеримо,  

а множество { : ( , ) ( , )}ntA y t F t= ω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF -измеримо. Но множество A совпадает с 
1( , ) : ( ( , ), ( , ))t x t y t
n

 ω ρ ω ω < 
 

  и оно ( )( ),T Fβ -измеримо, если функция ( , ) ( ( , ), ( , ))t y t x tω →ρ ω ω   – 

( )( ),T Fβ -измерима. Измеримость последней функции следует из леммы 5 (если положить 

( , , ) ( ( , ), )f t z x t zω = ρ ω  ). аналогично устанавливается ( )tF -измеримость множества tA . По лем-

ме 7 отображение ( , ) Г( , ) ( , )nt t F tω → ω ∩ ω   имеет аппроксимирующее ( )( ),T Fβ -измеримое  
(Ft)-согласованное семейство. Но тогда в силу леммы 6 множества dom(Г )nF∩   – ( )( ),T Fβ -изме-
римы, а множества dom(Г )n tF∩   – (Ft)-измеримы. так как Γ(t,ω) замкнуты, то множество 

1
{( , ) : ( , ) Г( , )} dom(Г )n

n
t T x t t F

∞

=
ω ∈ ×Ω ω ∈ ω = ∩



  – ( )( ),T Fβ -измеримо. аналогично устанавлива-

ется, что множество { : ( , ) Г( , )}x t tω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF -измеримо при каждом .t T∈

л е м м а 9. Если многозначное отображение Г : ( )T P X×Ω→   имеет аппроксимирующее 
( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное семейство, то существует семейство ( )( ),T Fβ -изме-
римых и (Ft)-согласованных селекторов, аппроксимирующее Γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть { ( , ), }iy t i Nω ∈   – ( )( ),T Fβ -измеримая и (Ft)-согласованная аппро-
ксимирующая последовательность для Γ. Положим {( , ) : ( , ) Г( , )}i iT t T y t t= ω ∈ ×Ω ω ∈ ω  , i = 1, 2,… . 

Множества Ti – ( )( ),T Fβ -измеримы при каждом i, а множества { : ( , ) Г( , )}iy t tω∈Ω ω ∈ ω   –  

( )tF -измеримы при всех i и .t T∈  Построим последовательность
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2 2 1

1 1
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∞

-
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Последовательность xm(t,ω) искомая.
л е м м а 10. Для того чтобы многозначное отображение Г : ( )T P X×Ω→   имело аппроксими-

рующее ( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное семейство, необходимо, а в случае Г( , ) cl( )t Xω ∈   
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( , )t T∀ ω ∈ ×Ω   и достаточно, чтобы для каждого x X∈  функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   была 
( )( ),T Fβ -измеримой и (Ft)-согласованной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. так как

 1
inf( ,Г( , )) ( , ( , )),m
m

x t x x t
≤ <∞

ρ ω = ρ ω  
 

где { ( , ), }mx t m Nω ∈   – аппроксимирующая ( )( ),T Fβ -измеримая (Ft)-согласованная последова-
тельность селекторов отображения Γ, то ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ -измеримая (Ft)-согла-
сованная функция.

Предположим теперь, что ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ -измеримая (Ft)-согласованная функ-
ция при каждом x X∈  и Г( , ) cl( ).t Xω ∈   Положим ( , ) { : ( ,Г( , )) 2 }.m

mF t x X x t -ω = ∈ ρ ω <   Мно-
жества Fm(t,ω) открыты, и из условия леммы 10 следует, что для каждого y X∈  множество 

{( , ) : ( , )} {( , ) : ( ,Г( , )) 2 }m
mt y F t t y t -ω ∈ ω = ω ρ ω <   – ( )( ),T Fβ -измеримо и для каждого t T∈  множе-

ство { : Г( , )}y tω∈Ω ∈ ω   – ( )tF -измеримо. Согласно лемме 1 отображение ( , ) ( , )mt F tω → ω   имеет 

( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирующее семейство. В силу леммы 9 при  
каждом m можно выбрать последовательность { ( , ), }mix t i Nω ∈   (Ft)-согласованных селекторов, 
аппроксимирующих Fm. Для каждой пары номеров m, i построим индуктивно следующую по-
следовательность отображений: 0 ( , ) ( , );mi mix t x tω = ω   если уже построена ( )( ),T Fβ -измеримая 
(Ft)-согласованная функция ( , )milx t ω   такая, что ( , ) ( , ),mil m lx t F t+ω ∈ ω   то в качестве ( 1) ( , )mi lx t+ ω   
возьмем произвольную ( )( ),T Fβ -измеримую (Ft)-согласованную функцию, удовлетворяющую 

условиям ( 1) 1( , ) ( , ),mi l m lx t F t+ + +ω ∈ ω   ( )
( 1)( ( , ), ( , )) 2 .m l

mil mi lx t x t - +
+ρ ω ω <   такая функция существу-

ет, поскольку множество ( )
( 1) 1Ф ( , ) { : ( , ), ( , ( , )) 2 }m l

mi l m l milt x x F t x x t - +
+ + +ω = ∈ ω ρ ω <   непусто при 

всех (t,ω) и многозначное отображение ( 1)( , ) Ф ( , )mi lt t+ω → ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримую (Ft)-со-
гласованную аппроксимирующую последовательность селекторов (леммы 7, 9). Последо ва тель-
ность ( , ),  1,milx t lω ≥   при каждых фиксированных (t,ω) является фундаментальной в X, следова-
тельно, она сходится к некоторой ( )( ),T Fβ -измеримой (Ft)-согласованной функции umi(t,ω) та-
кой, что ( 1)( ( , ), ( , )) 2 m

mi mix t u t - -ρ ω ω <   и, кроме того, ( , ) Г( , )miu t tω ∈ ω   ( , ) .t T∀ ω ∈ ×Ω   Осталось 
проверить, что семейство umi(t,ω), m, i = 1, 2,..., аппроксимирует отображение Γ(t,ω). Это вытекает 
из следующего факта: если A ⊂ X – замкнутое множество, множество ymi, i = 1, 2,…, плотно в не-
которой окрестности множества A при каждом натуральном m, miz A∈  и ( 1)( , ) 2 ,m

mi miy z - -ρ <   то 
множество { : , 1,2,...}miz m i =  плотно в A. таким образом, семейство { ( , ) : , 1,2,...}miu t m iω =   удов-
летворяет условиям леммы 10.

Из лемм 3, 9, 10 сразу вытекает следующее утверждение.
те о р е м а 1. Пусть Г : cl( )T X×Ω→   – многозначное отображение. Следующие утвержде-

ния эквивалентны: 1) отображение Γ является ( )( ),T Fβ -измеримым и (Ft)-согласованным;  
2) для каждого x X∈  функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ -измерима и (Ft)-согласована;  
3) существует ( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное семейство селекторов, аппроксимиру-
ющее отображение Γ.

те о р е м а 2. Пусть отображения Г : cl( )T X×Ω→   и :x T X×Ω→   являются ( )( ),T Fβ -из-
меримыми и (Ft)-согласованными. Тогда для любого ( )( ),T Fβ -измеримого и (Ft)-согласованного 
отображения :T Rδ ×Ω→   такого, что δ(t,ω) > 0 при всех ( , ) ,t Tω ∈ ×Ω   существует ( )( ),T Fβ -из-
меримый и (Ft)-согласованный селектор :y T X×Ω→   отображения Γ, удовлетворяющий для 
всех ( , )t Tω ∈ ×Ω   неравенству
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 ( ( , ), ( , )) ( ( , ),Г( , )) ( , ).x t y t x t t tρ ω ω ≤ ρ ω ω + δ ω  	 (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о.	 В	 силу	 леммы	 3	 функция	 ( , , ) ( ,Г( , ))t x x tω →ρ ω  	 является	 (Ft)-согла-
сованным	отображением	Каратеодори.	По	 лемме	 5	функция	 ( , ) ( , ) ( ( , ),Г( , ))t r t x t tω → ω = ρ ω ω  	 –	
( )( ),T Fβ -измерима	(Ft)-согласована.	Определим	отображения

 ( , ) ( , ) { : Г( , ), ( , ( , )) ( , ) ( , )},t t x X x t x x t t r tω →Φ ω = ∈ ∈ ω ρ ω < δ ω + ω    
 ( , ) ( , ) { : ( , ( , )) ( , ) ( , )}.t t x X x x t t r tω →Ψ ω = ∈ ρ ω < δ ω + ω   

При	 каждых	 (t,ω)	 множество	 Φ(t,ω)	 непусто.	 Покажем,	 что	 отображения	 Γ(t,ω)	 и	 Ψ(t,ω)	
удовлетворяют	 условиям	 леммы	 7.	 Множества	 Ψ(t,ω)	 открыты.	 По	 теореме	 1	 отображение	
Γ(t,ω)	 имеет	 ( )( ),T Fβ -измеримое	 (Ft)-согласованное	 аппроксимирующее	 семейство.	Так	 как	
для	 любой	 ( )( ),T Fβ -измеримой	 (Ft)-согласованной	 функции	 :z T X×Ω→  	 отображения	
( , ) ( , ),t r tω → ω   ( , ) ( ( , ), ( , ))t x t z tω →ρ ω ω  	–	 ( )( ),T Fβ -измеримы	(Ft)-согласованы,	то	множество	
{( , ) : ( , ) ( , )} {( , ) : ( ( , ), ( , )) ( , ) ( , )}t z t t t x t z t t r tω ω ∈Ψ ω = ω ρ ω ω < δ ω + ω  	–	 ( )( ),T Fβ -измеримо,	а	множе-

ство	{ : ( , ) ( , )} { : ( ( , ), ( , )) ( , ) ( , )}z t t x t z t t r tω ω ∈Ψ ω = ω ρ ω ω < δ ω + ω  	–	 ( )tF -измеримо.	По	лемме	7	ото-
бражение	 ( , ) Г( , ) ( , )t t tΦ ω = ω ∩Ψ ω  	 имеет	 ( )( ),T Fβ -измеримое	 (Ft)-согласованное	 аппроксими-
рующее	семейство.	В	силу	леммы	9	отображение	 ( , ) ( , )t tω →Φ ω  	имеет	 ( )( ),T Fβ -измеримое	(Ft)-
согласованное	аппроксимирующее	семейство	селекторов.	Любой	такой	селектор	удовлетворяет	
неравенству	(1).

З а м е ч а н и е	2. Как	показывает	следующий	пример,	теорема	2	с	отображением	 : ,T Rδ ×Ω→   
принимающим	значение	0	при	некоторых	 ( , ) ,t Tω ∈ ×Ω  	в	общем	случае	неверна.	Пусть	 ,X l∞=  

[0,1],T =  {(1 1,0,0,...),(0,1 1 / 2,0,...),...,(0,...,0,1 1 / ,0,...),...},A n= + + +   ( , ) 0,x t ω =   Г( , )t Aω =   (t, ).∀ ω   
Так	как	 ( ( , ),Г( , )) 1,x t tρ ω ω =  	а	множество	{ : ( , ), ( , ( , )) 1}x x t x x t∈Γ ω ρ ω =  	пусто,	то	у	рассматривае-
мого	многозначного	отображения	не	существует	селектора	с	требуемыми	свойствами.	

Для	отображений	 Г : comp( )T X×Ω→  	теорема	2	может	быть	усилена.
Те о р е м а	3.	Если отображения Г : comp( )T X×Ω→   и :x T X×Ω→   являются ( )( ),T Fβ -из

меримыми и (Ft)-согласованными, то существует ( )( ),T Fβ -измеримый и (Ft)-согласованный се
лектор :y T X×Ω→   отображения	Γ	такой, что для всех ( , )t Tω ∈ ×Ω   выполняется равенство

 ( ( , ), ( , )) ( ( , ),Г( , )).x t y t x t tρ ω ω = ρ ω ω  	 (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о.	 В	 силу	 леммы	 3	 функция	 ( , , ) ( ,Г( , ))t x x tω →ρ ω  	 является	 (Ft)-согла-
сованным	отображением	Каратеодори.	По	 лемме	 5	функция	 ( , ) ( , ) ( ( , ),Г( , ))t r t x t tω → ω = ρ ω ω  	 –	 
( ( ),T Fβ )-измерима	(Ft)-согласована.	Определим	отображения

 0( , ) ( , ) { : Г( , ), ( , ( , )) ( , )},t t x X x t x x t r tω →Φ ω = ∈ ∈ ω ρ ω ≤ ω    

 
1( , ) ( , ) { : Г( , ), ( , ( , )) ( , )},nt t x X x t x x t r t
n

ω →Φ ω = ∈ ∈ ω ρ ω < + ω    

 
1( , ) ( , ) { : ( , ( , )) ( , )}.nt t x X x x t r t
n

ω →Ψ ω = ∈ ρ ω < + ω   

При	каждых	(t,ω)	множество	Φ0(t,ω)	непусто.	Покажем,	что	отображения	Γ(t,ω)	и	Ψn(t,ω)	удов-
летворяют	условиям	леммы	7.	Множества	Ψn(t,ω)	открыты.	По	теореме	1	отображение	Γ(t,ω)	имеет	
( )( ),T Fβ -измеримое	 (Ft)-согласованное	 аппроксимирующее	 семейство.	 Так	 как	 для	 любой	
( )( ),T Fβ -из	меримой	 (Ft)-согласованной	 функции	 :z T X×Ω→  	 отображения	 ( , ) ( , ),t r tω → ω   
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( , ) ( ( , ), ( , ))t x t z tω →ρ ω ω   – ( )( ),T Fβ -измеримы (Ft)-согласованы, то множество 
1{( , ) : ( , ) ( , )} {( , ) : ( ( , ), ( , )) ( , )}nt z t t t x t z t r t
n

ω ω ∈Ψ ω = ω ρ ω ω < + ω   – ( )( ),T Fβ -измеримо, а множество 

1{ : ( , ) ( , )} { : ( ( , ), ( , )) ( , )}nz t t x t z t r t
n

ω ω ∈Ψ ω = ω ρ ω ω < + ω   – ( )tF -измеримо. По лемме 7 отображе-

ние ( , ) Г( , ) ( , )n nt t tΦ ω = ω ∩Ψ ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирую-

щее семейство. В силу леммы 10 при каждом y X∈  функция ( , ) ( , ( , ))nt y tω →ρ Φ ω   – ( )( ),T Fβ -из-
мерима (Ft)-согласована. Так как при каждых фиксированных (t,y,ω) выполняется 

0( , ( , )) ( , ( , )),n ny t y t
→∞

ρ Φ ω →ρ Φ ω   то при каждом y X∈  функция 0( , ) ( , ( , ))t y tω →ρ Φ ω   – 
( )( ),T Fβ -измерима (Ft)-согласована. В силу лемм 9, 10 отображение 0( , ) ( , )t tω →Φ ω   имеет 
( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирующее семейство селекторов. Любой та-
кой селектор удовлетворяет равенству (2).

Аналогично теореме 3 доказывается следующий аналог теоремы Филиппова о неявной  
функции.

Те о р е м а 4. Пусть отображение :f T X Y×Ω× →   является (Ft)-согласованным отобра-

жением Каратеодори, отображения Г : comp( )T X×Ω→   и :x T X×Ω→   – ( )( ),T Fβ -измеримы 

и (Ft)-согласованы, а ( , ) ( , , ( , ))x t f t tω ∈ ω Γ ω   для всех (t,ω). Тогда существует ( )( ),T Fβ -измери-
мый и (Ft)-согласованный селектор :y T X×Ω→   отображения Γ такой, что для всех 
( , )t Tω ∈ ×Ω   выполнено равенство ( , ) ( , , ( , )).x t f t y tω = ω ω

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим отображения

 ( , ) ( , ) { : Г( , ), ( ( , , ), ( , )) 0},t H t x X x t f t x x tω → ω = ∈ ∈ ω ρ ω ω =    

 
1( , ) ( , ) { : ( ( , , ), ( , )) }.nt P t x X f t x x t
n

ω → ω = ∈ ρ ω ω <  
 

При каждых (t,ω) множество H(t,ω) непусто. Так же, как и при доказательстве теоремы 3, 
можно проверить, что отображения Γ(t,ω) и Pn(t,ω) удовлетворяют условиям леммы 7. По лемме 7 
отображение ( , ) Г( , ) ( , )n nQ t t P tω = ω ∩ ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппро-
ксимирующее семейство. В силу леммы 10 при каждом y X∈  функция ( , ) ( , ( , ))nt y Q tω →ρ ω   – 
( )( ),T Fβ -измерима (Ft)-согласована. Так как при каждых фиксированных (t,y,ω) выполняется 

( , ( , )) ( , ( , )),n ny Q t y H t
→∞

ρ ω →ρ ω   то при каждом y X∈  функция ( , ) ( , ( , ))t y H tω →ρ ω   – 
( )( ),T Fβ -измерима (Ft)-согласована. В силу лемм 9, 10 отображение ( , ) ( , )t H tω → ω   имеет 
( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирующее семейство селекторов. Любой та-
кой селектор является селектором с требуемыми в теореме свойствами.
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В. Ю. Палуха1

Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь

СтатиСтичеСкие теСты на оСноВе оценок энтроПии  
для ПроВерки гиПотез о раВномерном раСПределении  

Случайной ПоСледоВательноСти

рассматривается актуальная в области защиты информации задача построения статистических тестов для про-
верки гипотезы о дискретном равномерном распределении («чистой случайности») выходных последовательностей 
криптографических генераторов. Для функционалов энтропии Шеннона, реньи и Тсаллиса построены точечные ста-
тистические оценки на основе подстановочного принципа с использованием частотных статистик. Найдено асимпто-
тическое распределение вероятностей полученных точечных оценок при справедливости гипотезы о «чистой слу-
чайности» в асимптотике, означающей, что количество наблюдаемых данных сравнимо с числом оцениваемых пара-
метров. С использованием распределений вероятностей точечных оценок построены интервальные статистические 
оценки рассматриваемых функционалов информационной энтропии. На основе интервальных оценок разработаны 
решающие правила для статистической проверки гипотез о «чистой случайности» наблюдаемой дискретной после-
довательности. Представлены результаты компьютерных экспериментов, в которых разработанные статистические 
тесты применяются к выходной последовательности криптографического генератора. Выходная двоичная последо-
вательность в этих экспериментах преобразовывалась к последовательности с алфавитом большей размерности пу-
тем объединения соседних s элементов в s-граммы.

Ключевые слова: функционалы энтропии Шеннона, реньи и Тсаллиса, асимптотически нормальное распределе-
ние вероятностей, точечные и интервальные статистические оценки, проверка гипотез, криптографические генера-
торы случайных и псевдослучайных последовательностей.

U. Yu. Palukha

Belarusian State University, Minsk, Belarus

STATISTICAL TESTS BASED ON ENTROPY ESTIMATES FOR CHECKING THE HYPOTHESES  
OF THE UNIFORM DISTRIBUTION OF A RANDOM SEQUENCE

The actual information security problem of developing statistical tests of the hypothesis about a discrete uniform distri-
bution (‘pure randomness’) of output sequences of cryptographic generators is considered. For the entropy functionals of 
shannon, Renyi and Tsallis, the point statistical estimators based on the principle of ‘plug-in’ frequency statistics are con-
structed. The asymptotic probability distribution of the constructed point estimators is found when the ‘pure randomness’ 
hypothesis in asymptotics is valid, meaning that the number of observed data is comparable with the number of estimated 
parameters. With the use of the probability distributions of point estimators, the interval statistical estimators of considered 
information entropy functionals are constructed. On the basis of interval estimators, the decision rules for statistical testing  
of the hypothesis about the ‘pure randomness’ of the observed discrete sequence are developed. The results of computer ex-
periments, in which the developed statistical tests are applied to the output sequence of cryptographic generators, are given. 
In these experiments, the output binary sequence was transformed to the sequence of alphabet with a larger dimension  
by combining the s neighboring elements in the s-grams.

Keywords: Shannon, Renyi and Tsallis entropy, asymptotically normal probability distribution, statistical estimators, 
hypotheses testing, cryptographic generators of random and pseudo-random sequences.

Введение. Генераторы случайных и псевдослучайных последовательностей являются одним 
из основных структурных элементов средств криптографической защиты информации (крипто-
систем). Стойкость криптосистем зависит от того, насколько близка генерируемая последова-
тельность по своим свойствам к «чисто случайной», или равномерно распределенной случайной 
последовательности (ррСП) [1]. Для проверки качества криптографических генераторов (генера-
торов, используемых в криптосистемах) в смысле их близости по своим вероятностным свой-
ствам к ррСП применяются статистические тесты, суть которых заключается в следующем. 

© Палуха В. Ю., 2017
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Наблюдается выходная последовательность криптографического генератора и вводится гипо-
теза H* о том, что последовательность является РРСП. Вычисляется некоторая статистика, рас-
пределение вероятностей которой при истинной гипотезе H* известно. На основании значения 
статистики гипотеза H* принимается либо отклоняется. В качестве тестовых статистик в настоя-
щей статье предлагается использовать оценки функционалов информационной энтропии. Су ще-
ствуют различные функционалы энтропии (напр., в [2] приводятся формулы 23 функционалов), 
из них наиболее распространенными являются функционалы Шеннона, Реньи и тсаллиса, для 
точечных статистических оценок которых в данной работе найдено асимптотическое распреде-
ление вероятностей при истинной гипотезе H*. Полученное распределение вероятностей позво-
лило построить и применить статистические тесты проверки гипотезы H*, что подробно будет 
рассмотрено далее. 

математическая модель. Пусть на вероятностном пространстве (Ω, F, P) с множеством со-
стояний 1{ , , }NΩ = ω ω  определена случайная величина x = x(ω) = ω с дискретным распределе-

нием вероятностей 
1

{ }, 0, 1, 1, , .
N

k k k k
k

p P x p p k N
=

= = ω ≥ = =∑   Определим функционал обоб-

щенной энтропии согласно [2]:

 1 2 1, 1
,

21

( )
( ) ,

( )

N
k kk

h w N
k kk

w p
H P h

w p
ϕ ϕ =

=

 ϕ
=   ϕ 

∑
∑

 (1)

где wk > 0, k = 1, …, N – вес состояния ωk, 1 2: [0,1) , : [0,1) , : ,hϕ → ϕ → →     – заданные 
функции.

В таблице приведены наиболее часто используемые [2] частные случаи функционала обоб-
щенной энтропии (1), определяемые заданием функций 1 2( ), ( ), ( ), { },kh w⋅ ϕ ⋅ ϕ ⋅  входящих в (1).

Основные функционалы энтропии
Basic entropy functionals

тип 
Type

Формула 
Formula h(x) φ1(x) φ2(x) wk

Энтропия 
Шеннона 1

( ) ln
N

k k
k

H P p p
=

= -∑ x –xlnx x 1w ≡

Энтропия 
Реньи 1

1( ) ln
1

N r
r k

k
H P p

r =

 
=  -  

∑ (1 – r)–1lnx xr x 1w ≡

Энтропия 
тсаллиса 1

1( ) 1
1

N r
r k

k
S P p

r =

 
= - -  

∑ (1 – r)–1(x – 1) xr x 1w ≡

Стоит отметить, что функционал энтропии Шеннона является предельным значением функ-
ционалов Реньи и тсаллиса при r → 1 [3] и отличается от них наличием некоторых дополнитель-
ных свойств (напр., аддитивности [1]). При истинной гипотезе *H   все три функционала до-
стигают своего максимального значения. 

Общепринятым подходом к статистическому оцениванию энтропии является построение ча-
стотных оценок вероятностей элементов алфавита и подстановка полученных оценок в функцио-
нал энтропии вместо истинных значений вероятностей. В данной статье предлагается метод по-
строения статистических оценок энтропии Шеннона, Реньи и тсаллиса и приводятся вероят-
ностные свойства этих оценок в асимптотике, которая чаще встречается на практике и означает, 
что количество наблюдаемых данных сравнимо с числом оцениваемых параметров. С помощью 
полученных точечных оценок строятся интервальные статистические оценки энтропии, которые 
служат основой для разработки решающих правил для статистической проверки гипотез о бли-
зости наблюдаемой последовательности к РРСП. 

Построение статистических оценок энтропии на основе частотных оценок вероятно-
стей. Пусть имеется случайная последовательность { : 1, , }tx t n=   объема n из распределения 
вероятностей {pk}. Построим частотные оценки распределения вероятностей { : 1, , }:kp k N= 



      Proceedings of the National academy of sciences of Belarus, рhysic and mathematics series, 2017, no. 1, pp. 79–88 81

 0
1

1, ;
ˆ , { } {0}, { }

0, .

n t kk
k k t k t k

t kt

xvp v I x I x
xn =

= ω
= = = ω ∈ = ∪ = ω =  ≠ ω

∑    (2)

Введем в рассмотрение гипотезу H* = {{xt} является ррСП} = {{xt} – независимые одинаково 
распределенные случайные величины, 1kp N= , k = 1, …, N} и альтернативу *.H

Следуя [4], будем полагать, что имеет место схема серий. В таком случае вектор (v1, …, vN)T, 
составленный из частот vk из (2), имеет полиномиальное распределение вероятностей  
Pol(n, N, p1, …, pN), а каждая из компонент распределена по биномиальному закону Bi(n, pk). 
рассмотрим асимптотику:

 , , , 0 ,n N n N→∞ →λ < λ < ∞  (3)

которая отличается от классической ( , )n N→∞ < ∞  тем, что длительность наблюдения n и число 
значений N растут синхронно. В асимптотике (3) для распределения вероятностей статистик {vk} 
справедлива аппроксимация законом Пуассона Π(λk) с параметром λk = npk [5]. При истинной ги-
потезе H* все элементарные вероятности равны: 1 , 1, , ,kp N k N= =   поэтому все частоты {vk} 
имеют одинаковый параметр распределения Пуассона .n Nλ =

В [4] доказана теорема об асимптотически нормальном распределении статистик, являющих-
ся функциями от частот vk, которую кратко можно переформулировать следующим образом. 

Пусть 0( ) :f ⋅ →   – некоторая функция; 
1

( ),
N

k
k

Z f v
=

= ∑  где vk, k = 1, …, N – частоты с совмест-

ным полиномиальным распределением, аппроксимированные законом Пуассона в асимптотике (3). 
Тогда при выполнении ряда условий регулярности статистика Z имеет асимптотически нормаль-

ное распределение 1(0,1) :Z −µ → σ 
 

 
1

{ ( )},
N

k
k

E f v
=

µ = ∑  (4) 

 
2

2

1 1
{ ( )} cov{ , ( )} ,

N N
k k k

k k
D f v v f v n

= =

 
σ = −  

 
∑ ∑  (5)

где 1(0,1)  – стандартный одномерный нормальный закон распределения вероятностей с нуле-
вым математическим ожиданием и единичной дисперсией, E{ξ} и D{ξ} – соответственно матема-
тическое ожидание и дисперсия случайной величины ξ, cov{ξ,η} – ковариация случайных вели-
чин ξ и η. При истинной гипотезе H* соотношения (4) и (5) преобразуются соответственно: 

 
1

{ ( )} { ( )},
N

k
k

E f v NE f v
=

µ = =∑  (6) 

 ( )2 2 2 2{ ( )} cov { , ( )} { ( )} cov { , ( )} .ND f v N v f v n N D f v v f vσ = − = − λ  (7)

Для применения результатов из [4] к доказательству вероятностных свойств статистических 
оценок энтропии необходимо выразить оценки энтропийных функционалов через частоты.

Статистическая оценка энтропии Шеннона. В качестве функции f возьмем ( ) ln .f v v v=  
Статистическая оценка энтропии Шеннона ˆ ( , )H n N  линейно выражается через Z [6]: 

 
1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ln ln ln .
N N k k

k k
k k

v vH H n N p p n Z
n n n= =

= = − = − = −∑ ∑  (8)

В работе [6] теорема об асимптотическом распределении вероятностей статистики (8) сфор-
мулирована автором без доказательства, поэтому приведем его здесь.
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те о р е м а 1.  В асимптотике (3) статистика (8) при истинной гипотезе H* имеет асимпто-

тически нормальное распределение 1
ˆ

(0,1) :H

H

H -µ
→ σ 

 

 
1

ln( 1)ln ,
!

k

H
k

kn e
k

+∞
-λ

=

+ λ
µ = - ∑  (9) 

 
2 22 2

2 2

1 1 1

( 1) ln( 1)ln ( 1) ln( 1) ( 1 ) .
! ! !

k k k

H
k k k

e k e k ek k k
n k N k n k

-λ - λ - λ+∞ +∞ +∞

= = =

   + λ + λ λ
σ = + - - + + - λ      

   
∑ ∑ ∑  (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала проверим выполнение условий теоремы 1 из [4].
1. , ,n N →∞  , 0n N →λ < λ < ∞  – это выполнено в силу условия теоремы.
2. , , .kNp C N k≤ < ∞ ∀  Поскольку 1 , 1, , ,kp N k N= =   то 1.kNp ≡

3. ( ) exp( ).f v a bv≤  Положим в условии a = 1, b = 2 и рассмотрим отдельно два случая:  
v = 0 и v ≥ 1. При v = 0 мы полагаем 0ln0 = 0, поэтому неравенство выполняется: 0 < 1. При v ≥ 1 
функция f(v) неотрицательна, и ( ) ( ) ln .f v f v v v= =  Справедлива цепочка утверждений 
ln ln ln .v v vv v v e v v e v e< ⇔ < ⇒ < < ⇒ <  Домножим обе части последнего неравенства на v < ev, 
получим v lnv < e2v, что ведет к выполнению указанного условия.

4. 2lim sup .
n

n
→∞

σ < ∞   Справедливость выражения 

 

2 2
2 2 2

1 1 1

( 1) ln( 1) ln( 1)lim sup ln ( 1) ( 1 )
! ! !

k k k

n k k k

k k ke k e e k
k k k

+∞ +∞ +∞
-λ - λ - λ

→∞ = = =

   + λ + λ + λ
+ - λ - + - λ < +∞      

   
∑ ∑ ∑  

 
следует из вида слагаемых, в которых сумма, имеющая порядок O(eλ), умножается на e–λ, и ко-
нечности λ, которая вытекает из (3).

теперь мы можем применить для Z теорему 1 [4], осталось найти параметры нормального 
распределения вероятностей (6), (7). Обозначим 0 { ln }.E v vµ =  Поскольку ( ),v Π λ  то

 { }0
0 2 1

ln( 1)ln ln ln .
! ( 1)! !

k k k

k k k

e kE v v k k e k e
k k k

-λ+∞ +∞ +∞
-λ -λ

= = =

λ λ + λ
µ = = = = λ

-
∑ ∑ ∑  (11)

Отсюда следует выражение для математического ожидания Z:

 
1 1

ln( 1) ln( 1){ ln } .
! !

k k

k k

k kNE v v N e ne
k k

+∞ +∞
-λ -λ

= =

+ λ + λ
µ = = λ =∑ ∑   (12)

Вычислим дисперсию Z:

 { }( ) { }( )22 2 2 2 2 2
0 0ln ln { } .N E v v N E v v E v nσ = -µ - - µ  (13)

Математическое ожидание квадрата в уменьшаемом в (13) равно

 { }2 2 2 2 2 2

0 2 1

( 1)ln ln ln ln ( 1).
! ( 1)! !

k k k

k k k

e k kE v v k k e k e k
k k k

-λ+∞ +∞ +∞
-λ -λ

= = =

λ λ + λ
= = = λ +

-
∑ ∑ ∑  (14)

Отсюда с учетом (11) получаем

 

{ }( )
2

2 2 2 2 2 2
0

1 1

2
2 2

1 1

( 1) ln( 1)ln ln ( 1)
! !

( 1) ln( 1)ln ( 1) .
! !

k k

k k

k k

k k

k kN E v v N e k e
k k

k ke n k e n
k k

+∞ +∞
-λ - λ

= =

+∞ +∞
-λ - λ

= =

  + λ + λ -µ = λ + - λ =     

 + λ + λ
= + - λ  

 

∑ ∑

∑ ∑  (15)
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Рассмотрим вычитаемое в (13). Математическое ожидание произведения равно

 { }2 2

0 2 1

ln( 1)ln ln ln ( 1) .
! ( 1)! !

k k k

k k k

e kE v v k k e k k e k
k k k

-λ+∞ +∞ +∞
-λ -λ

= = =

λ λ + λ
= = = λ +

-
∑ ∑ ∑   (16)

Отсюда с учетом (11) получаем
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+ λ
= λ + - λ

∑ ∑

∑
 

Следовательно, 
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Окончательно, подставив (15) и (17) в (13), получим 
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 (18)

Из (8) следует, что статистическая оценка энтропии Шеннона является линейным преобразо-
ванием статистики Z и, значит, также асимптотически нормально распределена. Выразим мате-
матическое ожидание и дисперсию оценки (8) через математическое ожидание и дисперсию ста-
тистики Z:

 { } 1 1ˆ ( , ) ln ln { },E H n N E n Z n E Z
n n

 = - = - 
 

 (19) 

 { } 2
1 1ˆ ( , ) ln { }.D H n N D n Z D Z
n n

 = - = 
 

 (20)

Подставив (12) в (19), получим (9); подставив (18) в (20), получим (10). теорема 1 доказана.
В [7] рассмотрено поведение математического ожидания оценки энтропии Шеннона двоич-

ной последовательности, которая разбивается на фрагменты длины s, и при этом N = 2s.
Знание асимптотического распределения точечной оценки (8) позволяет построить интер-

вальную оценку энтропии Шеннона: с вероятностью 1 – ε оценка энтропии 

 
ˆ ( ) ( , ),H P H H- +∈  

1 1 ,
2H HH -

±
ε = µ ± σ Φ - 

 
 (21)

где 1( )-Φ ⋅  – квантиль стандартного нормального закона [5].
Недостатком полученной точечной оценки является наличие смещения, что продемонстри-

ровано в [7]. Поэтому далее рассмотрим построение статистических оценок функционалов эн-
тропии Реньи и тсаллиса.

Статистические оценки энтропии Реньи и тсаллиса. Будем рассматривать функционалы 
энтропии Реньи и тсаллиса с параметром {2, 3, }.r∈   Как видно из таблицы, функционалы 
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объединяет общая функция φ1(x) = xr. аргументом функции является вероятность pk. Видно так-
же, что энтропии Реньи и тсаллиса являются функциями от величины

  
1

( ) .
N

r
r k

k
P P p

=
= ∑  (22)

Следовательно, возникает задача статистического оценивания величины Pr(P). 

Известно [8], что статистическая оценка для (22) 
1 1

ˆ( ) ,
rN N kr

r k
k k

vP P p
n= =

 = =  
 

∑ ∑  построенная по 

подстановочному принципу, является смещенной. Для получения асимптотически несмещенной 
оценки определим r-ю нисходящую факториальную степень x:

 
0

!( 1) ( 1) ( , ) ,
( )!

r
r i

i

xx x x x r s r i x
x r =

= - - + = =
-

∑  (23)

где s(r, i) – число Стирлинга первого рода [9]; по определению, при x < r полагают :: 0.rx =   
В [8] предложена статистическая оценка для величины (22), которая основана на (23):

 

1
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rN
k

r r
k

v
P P

n=
= ∑ , (24)

и является асимптотически несмещенной и состоятельной [10].
Положим ( ) ,r

rf v v=
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Справедлива лемма [10] о распределении статистики (25).
л е м м а. При истинной гипотезе H* в асимптотике (3) статистика (25) имеет асимптоти-

чески нормальное распределение 1(0,1) :r r

r

Z -µ → σ 
   

 1,r r
r N n -µ = λ = λ   

 

1
2 2 1

1 0 1
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где ( , )S j k   – число Стирлинга второго рода [9].
С л е д с т в и е 1.  При r = 2 для параметров асимптотически нормального распределения ве-

роятностей случайной величины Z2 справедливы выражения 

 2 ,nµ = λ  
2
2 2 .nσ = λ  

Статистические оценки энтропии Реньи и тсаллиса выражаются через Zr [10]:

  ( )
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1 1( , ) ln ln ln ln ,
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Справедливы теоремы, доказанные автором настоящей статьи совместно с Ю. С. Хариным [10], 
об асимптотическом распределении вероятностей статистических оценок энтропии Реньи и тсал-
лиса, которые опираются на [4, 5] и позволяют построить интервальные оценки. Приведем также 
следствия из теорем для наиболее употребительного на практике случая r = 2.

те о р е м а 2.  В асимптотике (3) статистика (26) является состоятельной оценкой энтро-
пии Реньи и при истинной гипотезе H* имеет асимптотически нормальное распределение: 

 



,
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,
(0,1),r H r

H r
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 , ln ,H r Nµ =  (28) 
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 (29)

С л е д с т в и е 2.  При r = 2 для дисперсии асимптотического распределения вероятностей 
оценки (26) справедливо выражение

 2
,2

2 .H n
σ =

λ
 

Отметим, что при истинной гипотезе H* 1 , 1, , ,kp N k N= =   поэтому значение энтропии 

Реньи равно 
1 1

1 1 1( ) ln ln ln ,
1 1

N N
r

r k r
k k

H P p N
r r N= =

   
= = =   - -   

∑ ∑  что совпадает с (28).

Знание асимптотического распределения точечной состоятельной оценки (26) позволяет по-
строить интервальную оценку энтропии Реньи: с вероятностью 1 – ε энтропия

  ( ) ( , ),rH P H H- +∈  1
, , 1

2H r H rH -
±

ε = µ ± σ Φ - 
 

. (30)

те о р е м а 3.  В асимптотике (3) статистика (27) является состоятельной асимптотически 
несмещенной оценкой энтропии Тсаллиса и при истинной гипотезе H* имеет асимптотически 

нормальное распределение 
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С л е д с т в и е 3.  При r = 2 для математического ожидания и дисперсии асимптотического 
распределения оценки (27) справедливы выражения

 ,2
11 ,S N

µ = -   

 2
,2 2

2 .S
Nn

σ =  

Знание асимптотического распределения вероятностей точечной состоятельной оценки (27) 
позволяет построить интервальную оценку энтропии тсаллиса: с вероятностью 1 – ε энтропия
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  ( ) ( , ),rS P S S− +∈  
1

, , 1 .
2S r S rS −

±
ε = µ ± σ Φ − 

 
 (33)

Проверка гипотезы о «чистой случайности» последовательности на основе оценок эн-
тропии. Полученные	интервальные	оценки	(21),	(30)	и	(33)	позволяют	построить	решающее	пра-
вило	 для	 проверки	 гипотез	 о	 том,	 является	 ли	 наблюдаемая	 последовательность	 генератора	 
«чисто	случайной»,	т.	е.	РРСП:	 *H 	и	 *.H 	Пусть	 (0,1)ε∈ 	–	заданный	уровень	значимости.	Вве-
дем	обозначения:	 h 	–	статистическая	оценка	энтропии	Шеннона	(8),	Реньи	(26)	или	Тсаллиса	(27),	
μh	–	асимптотическое	математическое	ожидание	статистической	оценки	энтропии	Шеннона	(9),	
Реньи	(28)	или	Тсаллиса	(31),	 2

hσ 	–	асимптотическая	дисперсия	статистической	оценки	энтропии	
Шеннона	(10),	Реньи	(29)	или	Тсаллиса	(32)	при	истинной	гипотезе	H*.	Вычислим	для	наблюдае-
мой	последовательности	статистику	 .h 	Решающее	правило,	основанное	на	статистике	 h ,	имеет	вид

 


* 1

*

, если	 ;
1 .

2, в	противном	случае,
h h

H t h t
t

H
− + −

±

 < < ε  = µ ± σ Φ −  
 

  (34)

В	 случае	 принятия	 решения	 о	 справедливости	 гипотезы	H*	 можно	 сделать	 вывод	 о	 том,	 что	 
на	уровне	значимости	ε	исследуемый	процесс	по	своим	энтропийным	свойствам	неотличим	от	
«чисто	случайной»	последовательности	на	основе	наблюдаемой	реализации	длиной	не	более	n.

Результаты компьютерных экспериментов.	Разработанное	решающее	правило	(34)	приме-
нено	для	анализа	выходной	двоичной	последовательности	реального	физического	генератора	дво-
ичной	случайной	последовательности	[11]	{ }, 1, , ,y Tτ τ =  	длиной	T	=	125	·	225	бит.	Выходная	по-
следовательность	«нарезалась»	на	непересекающиеся	подряд	идущие	фрагменты	длины	s (s-граммы):	

( ) ( )
( 1) 1( ) ( , , ) {0,1} ,t t s
t s tsjX X y y− += = ∈  1, , [ ]t n T s= = 	.	Из	полученных	s-грамм	формирова-

лась	новая	последовательность	{xt}	из	алфавита	мощности	N	=	2
s	по	правилу	 1 ( )

1
2 1.

s
j t

t j
j

x X−

=
= +∑

На	рис.	1	представлены	значения	отклонений	оценки	энтропии	Шеннона	(8)	от	математиче-

ского	ожидания	(9),	деленных	на	границы	доверительных	интервалов:	


( )1 ,
1 2

H

H

H
−
−µ

σ Φ − ε
	на	уровне	

значимости	ε	=	0,05	в	зависимости	от	 {5, , 24}.s∈  	Выход	за	полосу	(–1;	1)	означает	непопада-

Рис.	1.	Отклонение	оценки	энтропии	Шеннона	от	математического	ожидания	для	 {5, , 24}s∈ 

Fig.	1.	Deviation	of	the	Shannon	entropy	estimate	from	expectation	for	 {5, , 24}s∈ 
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ние в доверительный интервал и отклонение гипотезы H*. Как видно, на многих значениях по-
рядка s гипотеза H* отклоняется, что свидетельствует о том, что выходная последовательность 
генератора отличается от РРСП.

На рис. 2 представлены значения отклонений оценки энтропии Реньи (26) при r = 2 от мате-

матического ожидания (28), деленных на границы доверительных интервалов: 


( )
,

1
,

,
1 2

r H r

H r

H
-
-µ

σ Φ - ε
 

на уровне значимости ε = 0,1 в зависимости от {2, , 30},s∈   и доверительная полоса (–1; 1). Как 
видно, при значениях s ≤ 25 выходная последовательность генератора согласуется с мо делью РРСП.

Вычисление оценки энтропии тсаллиса и применение решающего правила (34) на ее основе 
дает аналогичный энтропии Реньи результат. Построенный график практически не отличается 
от графика, представленного на рис. 2, поэтому в данной статье не приводится. такое поведение 
оценок энтропии Реньи и тсаллиса можно объяснить наличием зависимости от одной и той же 
величины (24).

В то же время решающие правила на основе оценок энтропии Шеннона и Реньи дали различ-
ные результаты. Это означает, что данные тесты необходимо применять в комплексе, так как 
один из них может выявить отклонения от РРСП, которые не выявил другой, и наоборот.

Заключение. Построены асимптотически нормально распределенные статистические оцен-
ки функционалов энтропии Шеннона, Реньи и тсаллиса. Получены явные формулы для момен-
тов построенных статистических оценок. Сформулировано решающее правило, основанное на 
этих оценках, для проверки гипотезы о том, является ли наблюдаемая последовательность рав-
номерно распределенной случайной последовательностью. Проведены компьютерные экспери-
менты, иллюстрирующие свойства построенных статистических оценок и решающих правил.
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УЧЕт УПРУГОЙ АНИЗОтРОПИИ  
тРИКЛИННОГО УПРУГОПЛАСтИЧЕСКОГО мАтЕРИАЛА

Рассматривается вопрос о деформационной упругой анизотропии в конкретной модели нелинейной упругопла-
стичности, который представляется важным потому, что чрезмерный рост анизотропии вызывает согласно получен-
ному критерию разрушения непредсказуемо раннее появление макротрещин вследствие пластической деформации.

Свойства материала описываются обобщенным законом упругости Мурнагана. Первоначально материал пред-
полагается изотропным и значения величин параметров анизотропии являются нулевыми. Определяющее уравне-
ние для удельной потенциальной энергии упругой деформации (потенциала напряжений) записывается при общем 
виде анизотропии – триклинной. Отыскиваются возможные ограничения на параметры для трансверсально-изо-
тропного, ортотропного и моноклинного материалов. Для триклинного материала ненулевыми могут быть все  
77 параметров, для моноклинного – 45, для остальных видов анизотропии – 29 параметров. Для трансверсально- 
изотропного материала найдены ограничения в виде однородных линейных уравнений. Получены также ограниче-
ния для кубически-изотропного материала, которые можно использовать только в теории упругости, поскольку дан-
ная анизотропия является недеформационной.

Выписывается второе определяющее уравнение в конечном виде для тензора напряжений Коши. активный 
упругопластический процесс происходит попеременным чередованием пластических и упругих состояний материа-
ла. Рост анизотропии наблюдается в пластическом состоянии (при течении). Вводятся 3 дифференциальных опреде-
ляющих уравнения при течении: для потенциала напряжений, тензора напряжений и параметров анизотропии. 
Определяется неотрицательный параметр роста анизотропии. Из системы уравнений находятся скорости меры 
упругих искажений и параметр роста, для которого реализована процедура его минимизации. Проверяется пригод-
ность последнего уравнения для описания полученных ограничений. Установлено, что все они выполняются за ис-
ключением части ограничений для трансверсально-изотропного материала, поэтому при одноосных нагружениях 
указанное уравнение следует дополнить 12 линейными однородными уравнениями.

Ключевые слова: упругопластичность, закон Мурнагана, упругая анизотропия, триклинный материал, параме-
тры анизотропии, определяющее уравнение.

O. L. Shved

United Institute of Informatics Problems of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus 

CONSIDERING THE INCREASE IN ELASTIC ANISOTROPY  
OF TRICLINIC ELASTIC-PLASTIC MATERIAL

The task of deformation of elastic anisotropy in a specific nonlinear elastic-plastic model is considered. According  
to a given criterion, the excessive growth of anisotropy causes the unexpectably early appearance of macrocracks due to 
plastic deformation. 

The elastic properties of material are described by the generalized Murnaghan law of elasticity. Initially, the material is 
assumed to be isotropic, and the values of anisotropy parameters are zero. The defining equation for the potential energy 
density of elastic deformation (stress potential) is written in the general form of anisotropy – triclinic. Possible restrictions for 
transversely isotropic, orthotropic and monoclinic materials were under search. For triclinic material, all seventy seven 
parameters can be nonzero. For monoclinic material, forty five parameters can be nonzero, and for other types of anisotropy – 
twenty nine. For transversely isotropic material, the restrictions in the form of homogeneous linear equations are found. Also, 
the restrictions on cubic-isotropic materials are found, which can be used only in the theory of elasticity, as this anisotropy  
is nondeformation.

The second defining equation in finite form for the Cauchy stress tensor is written. An active elastic-plastic process takes 
place through an alternate alternation of plastic and elastic material states. The growth of anisotropy occurs in the plastic state 
(in flow). We introduce three differential equations in flow: for voltage potential, stress tensor and anisotropy parameters.  
The nonnegative parameter of the anisotropy growth is determined. The system of equations yields the measure speed  
of elastic distortions and the growth parameter to implement the minimization procedure. The suitability of the last equation 
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to describe the derived constraints is checked. It is found that all of them are performed, but for the part of restrictions for 
transversely isotropic material. Therefore, for uniaxial loadings this equation should be complemented by twelve homogeneous 
linear equations.

Keywords: elastic-plastic, Murnaghan law, elastic anisotropy, triclinic material, anisotropic parameters, defining 
equation.

теоретическое описание роста упругой анизотропии в результате пластической деформации 
является сложной проблемой и не имеет удовлетворительного решения для нелинейных моделей 
упругопластичности [1]. Модель материала, предложенная в [2], использует закон упругости 
Мурнагана [3, 4], который позволяет учитывать рост упругой анизотропии. Критерий разруше-
ния не требует введения параметра повреждаемости [5] и вытекает из сути математической мо-
дели [2]. Причиной разрушения является рост упругой анизотропии [6], поэтому правильное его 
описание имеет важное значение. Возрастающую по сложности анизотропии иерархию моделей 
упругопластичности удобно представить виде последовательности трансверсально-изотропного, 
ортотропного, моноклинного и триклинного материалов. Причем переход от изотропии к более 
сложной анизотропии может осуществляться и непоследовательно. Будем исходить из общих за-
висимостей для триклинного материала при получении возможных ограничений на параметры 
анизотропии в частных случаях. Они будут несколько отличаться от соотношений, где часть 
параметров не учитывалась [6]. Поскольку модель упругопластичности связана с конкретным 
сложным анизотропным законом, то может проявляться неустойчивость при расчете упругопла-
стического процесса. Целью настоящей работы является рациональный учет деформационного 
роста упругой анизотропии в модели материала [2]. требуется установить возможные ограниче-
ния на параметры, постулировать определяющее уравнение для параметров анизотропии, про-
верить пригодность уравнения для их описания, а также минимизировать рост анизотропии.

Подход Мурнагана заключается в представлении удельной потенциальной энергии упругой 
деформации полиномом по степеням компонент тензора Коши – Грина C:
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где э2, э3 – анизотропные структуры второй и третьей степени; c – минимальная постоянная, обе-
спечивающая условие э ≥ 0; начальные значения параметров анизотропии δj = 0 ( j = 1,2,…,77),  
и тогда э с точностью до постоянной переходит в изотропный потенциал э0 [3], i = 1,2,3.

+
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В покомпонентном представлении тензора C и полученного его ортогональным преобразо-
ванием тензора C′ в неподвижном ортонормированным базисе c1,c2,c3 имеем

 
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 1 2 2 1 5 1 3 3 1 6 2 3 3 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 1 2 2 1 5 1 3 3 1 6 2 3 3 2

( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),

x x x x x x
y y y y y y

= + + + + + + + +
′ = + + + + + + + +

C c c c c c c c c c c c c c c c c c c
C c c c c c c c c c c c c c c c c c c

 (4)

где xi, yi – компоненты в тензорном представлении C, C′, а тензоры cicj – базисные диады [3].  
Из (2), (4) и (3), (4) получаем соответственно
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Скаляр инвариантный в группе симметрии трансверсальной изотропии остается неизмен-
ным при преобразовании поворота на любой угол φ вокруг направления ее оси c [3]:

 э( ) э( ) 0,′- =C C  
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Скаляр инвариантный в группе симметрии изотропии остается неизменным при преобразова-
нии поворота на любой угол для любого направления: 0 0э ( ) э ( ) 0.′- =C C   Обозначим sin , cos ;a b= ϕ = ϕ  

{ }1 3,7 11,15,22 34,41,51 53,57 59 .N = - - - - -  Полагая c = c1,c2,c3 из (4), (7) находим 
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y x x ab x b a y x b x a y x b x a

= - + = + + =

= - + - = - = +
  (10)

ле м м а 1. Для трансверсальной изотропности материала (1)–(3) с направлением оси c = c1 
необходимо и достаточно, чтобы имели место соотношения 0 ( )j j Nδ = ∉  и 

 
3 2 8 10 24 23 26 25 29 27 30 28

11 7 41 34 33 51 32 53 33 52 34

, , , , , ,
, 2( ), , , ,

δ = δ δ = δ δ = δ δ = δ δ = δ δ = δ
δ = δ δ = δ - δ δ = δ δ = δ δ = δ

  (11) 
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 15 2 9 59 58 23 28 57 27 312 , 3 , 2 .δ = δ - δ δ = δ = δ - δ δ = δ - δ  (12)

До к а з а т е л ь с т в о. Полагаем последовательно в (8) , / 2, / 4.ϕ = π π π  Приравнивая нулю ко-
эффициенты при xn,xm и xn,xm,xk форм (5), (6), получаем (11), (12) и 0 ( ).j j Nδ = ∉  Необходимые 
условия трансверсальной изотропности материала с учетом нулевых значений δj являются и до-
статочными, как следует из тождеств, полученных из (5), (6), (8), (11), (12):

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 6 7 4 5 9 2 3 6 10 1 2 3э ( ) э ( ) (1 )(2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )) 0,a b x x x x x x x x x x x′- = - - δ + + + δ + + δ - + δ + =C C    

 

2 2 2 2 2 2
3 3 23 2 3 2 2 3 6 3 25 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2
27 1 2 3 6 28 2 3 2 3 6 31 1 6 2 3 32 1 4 5

2 2 2 2
33 5 2 4 3 4 5 6 34 4 2 5 3 4 5 6

э ( ) э ( ) (1 )(3 ( )( 3 ) ( )

2 ( 2 ) 3 ( )( ) ( ) ( )

2 ( 2 ) 2 ( 2 )) 0.

a b x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

′- = - - δ + - + + + δ + +

+ δ + + + δ + - + δ - + δ + +

+ δ + - + δ + + =

C C

 

 ле м м а 2. Для трансверсальной изотропности материала (1)–(3) с направлением оси c = c2 
необходимо и достаточно, чтобы имели место соотношения 0 ( )j j Nδ = ∉  и

 
1 3 9 8 22 24 28 27 29 26 30 25

7 15 41 51 57 52 58 53 57 59 51

, , , , , ,
, 2( ), , , ,

δ = δ δ = δ δ = δ δ = δ δ = δ δ = δ
δ = δ δ = δ - δ δ = δ δ = δ δ = δ

  (13) 

 11 3 10 34 32 24 26 33 25 312 , 3 , 2 .δ = δ - δ δ = δ = δ - δ δ = δ - δ   (14)

С использованием (9) рассуждения здесь аналогичны, как и в лемме 1 с учетом тождеств

 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 3 5 8 2 1 3 10 1 3 5 15 4 6

2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 24 1 3 1 1 3 5 3 25 2 1 3 5

2 2
26 1 3 1 3 5 27 2 1 3 31

э ( ) э ( ) (1 )(2 ( 2 ) ( ) 2 ( ) ( )) 0,

э ( ) э ( ) (1 )(3 ( )( 3 ) 2 ( 2 )

3 ( )( ) 2 ( )

a b x x x x x x x x x x x

a b x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

′- = - - δ + + + δ + + δ - + δ + =

′- = - - δ + - + + + δ + + +

+ δ + - + δ + + δ

C C

C C
2 2 2

2 1 3 5 51 4 1 6 3 4 5 6
2 2 2 2

57 6 1 4 3 4 5 6 58 2 4 6

2 ( ) 2 ( 2 )

2 ( 2 ) 2 ( )) 0.

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

- + δ + + +

+ δ + - + δ + =

 

ле м м а 3. Для трансверсальной изотропности материала (1)–(3) с направлением оси c = c3  
необходимо и достаточно, чтобы имели место соотношения 0 ( )j j Nδ = ∉  и

 
2 1 10 9 23 22 27 25 28 26 30 29

15 11 41 32 33 57 33 58 32 59 34

, , , ,   , ,
, 2( ), , , .

δ = δ δ = δ δ = δ δ = δ δ = δ δ = δ
δ = δ δ = δ - δ δ = δ δ = δ δ = δ

  (15) 

 7 1 8 52 51 22 25 53 26 312 , 3 , 2 .δ = δ - δ δ = δ = δ - δ δ = δ - δ  (16)

С использованием (10) рассуждения здесь аналогичны, как в и лемме 1 с учетом тождеств

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 2 4 8 1 2 1 9 3 1 2 11 5 6э ( ) э ( ) (1 )(2 ( 2 ) 2 ( ) 2 ( ) ( )) 0,a b x x x x x x x x x x x′- = - - δ + + + δ - + δ + + δ + =C C  
  

 

2 2 2 2 2 2
3 3 22 1 2 1 1 2 4 2 25 1 2 1 2 4

2 2 2 2 2 2 2
26 3 1 2 4 29 3 1 2 31 3 1 2 4 32 5 1 6 2 4 5 6

2 2 2 2
33 6 1 5 2 4 5 6 34 3 5 6

э ( ) э ( ) (1 )(3 ( )( 3 ) 3 ( )( )

2 ( 2 ) ( ) 2 ( ) 2 ( 2 )

2 ( 2 ) ( )) 0.

a b x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

′- = - - δ + - + + + δ + - +

+ δ + + + δ + + δ - + δ + + +

+ δ + - + δ + =

C C

 

 ле м м а 4. Для ортотропного и моноклинного материалов (1)–(3) ограничения типа соотно-
шений (11)–(16) отсутствуют.

До к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим моноклинный материал. Скаляр инвариантный в данной 
группе симметрии остается неизменным при преобразовании поворота на угол φ = π вокруг на-
правления одной из осей, пусть для определенности это будет c1. Подставляя в (8) значения a = 0, 
b = –1 и приравнивая нулю, коэффициенты при xn,xm и xn,xm,xk находим в (5), (6) 2 2э ( ) э ( ) 0,′- =C C   

4 5 6 12 13 14 20 21 0;δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ =  3 3э ( ) э ( ) 0,′- =C C   35 37 39 40 42 43 45δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = 
46 48 49 54 55 60 61 63 64 66 67 70 71 73 74 76 77 0.= δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ =
Ненулевых параметров второй и третьей степени может быть 13 и 32.
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Пусть материал является ортотропным и векторы c1,c2,c3 определяют оси симметрии материала. 
Скаляр инвариантный в рассматриваемой группе симметрии остается неизменным при преобра-
зовании поворота на угол φ = π вокруг направления осей c1 и c2. Заменяя соотношения (8) на (9), 
дальше таким же образом дополнительно получаем: 2 2э ( ) э ( ) 0,′- =C C   16 17 18 19 0;δ = δ = δ = δ =  

3 3э ( ) э ( ) 0,′- =C C   36 38 44 47 50 56 62 65 68 69 72 75 0.δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ = δ =  теперь ненуле-
вых параметров второй и третьей степени может быть 9 и 20. При других выборах осей число 
параметров не изменится. Ограничения типа (11)–(16) отсутствуют, как и для моноклинного ма-
териала. 

 Ограничений для триклинного материала по его определению нет. Ненулевых параметров 
второй и третьей степени (2), (3) может быть 21 и 56.

З а м е ч а н и е 1. При переходе от изотропного материала к активному процессу нагружения 
для трансверсально-изотропного, ортотропного, моноклинного и триклинного материалов вы-
полняется 0 ,nm n mt= +∑T T c c  где соответственно одна компонента tnn ≠ 0; более одной tnn ≠ 0; еще 
дополнительно одна компонента tnm ≠ 0 (n ≠ m) и более одной tnm ≠ 0 (n,m = 1,2,3). Примерами та-
ких нагружений являются одноосное растяжение, двухосное сжатие, простой сдвиг и осадка  
с кручением.

В соотношениях (1)–(3), переходим к мере G = 2C + E, поскольку представления через тензор 

деформации C более громоздкие. Используя формулу 12 ( ),n m
n m n m

-∂ ⋅ ⋅
= +

∂
c G c c c c c

G
 получаем опре-

деляющее уравнение для тензора напряжений Коши [2]:

 

0 2 31 1 1
3 0 0 3 3

э э (э э )2 2 ,  2 ,e e j j e e j e e
j

L L L- - -∂ ∂ ∂ + = ⋅ ⋅ = + δ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂ 
∑T T TT F F T T T F F T F F

G G G
  (17)

где e e= ⋅TG F F , неособенный тензор e = ⋅ TF V O  (согласно полярному разложению [3]) заменяет де-
формационный градиент, OT = O–1, O – собственно ортогональный тензор поворота, сопровож-
дающий упругую деформацию, L3 – третий главный инвариант меры упругих искажений V. 
Соотношения (1), (17) являются определяющими уравнениями в конечном виде, которые всегда 
имеют место. Материалы и данные по ним об упругих постоянных для закона Мурнагана, вхо-
дящих в выражение для T0, представлены в [3, с. 157–159]. В численных экспериментах использо-
ван рекристаллизованный вольфрам. Напряжение текучести при растяжении и сжатии, по кото-
рому определяется переход материала в пластическое состояние в остальных случаях нагруже-
ний, составляет 450 МПа.

В модели [2] активный упругопластический процесс осуществляется путем попеременных 
чередований пластических и упругих состояний элементов деформируемого твердого тела, по-
этому рост анизотропии происходит только при течении (в пластическом состоянии). Введем 
дифференциальные определяющие уравнения при течении (в упругом состоянии справедливы 
другие соотношения). Рассмотрим для упрощения основной первый случай [2], когда выполня-
ется T ∙∙ D > 0, D – тензор скорости деформаций.

Уравнение для тензора напряжений Коши имеет вид

 ( ),K= - ⋅⋅
Ω
T Q Q NN   (18)

где 
Ω
T   – объективная производная по времени тензора T, K – малый положительный скаляр,  

не зависящий от тензора D, Q = Q(D) – девиатор, определяющий критерий течения, N – норми-
рованный вектор нормали к поверхности текучести при векторной интерпретации симметрич-
ного девиатора.

Уравнение для потенциала напряжений полагаем

 
1

3( э) (1 ) ,L - ⋅ = - α ⋅⋅T D   (19)

где α – близкая к единице относительная часть величины рассеиваемой работы деформации.
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Уравнение	для	параметров	анизотропии	запишем	несколько	иначе,	чем	в	[2,	6]:

 
1 ( 0, 0, ( 1) ( 0), ), 0 ( 0).j j j j j j j j j j j jk k k−

δ = β ⋅ ⋅ ≠ β ≥ = ± ∨ = = ⋅⋅ δ = =N T T T T T T T   	(20)

Тензоры	Tj 	 в	 первом	 случае	 (20)	 взяты	 с	 учетом	 нормировки	
1 1( 1),j j j j
− −
⋅ ⋅ =T T T T 	 по-

скольку	параметры	δj 	считаются	равноправными.	Девиатор	N	задает	направление	действия	пла-
стической	 деформации,	 порождающей	 анизотропию.	 Скаляр	 β	 характеризует	 скорость	 роста	
анизотропии,	и	его	можно	назвать	параметром	ее	роста.

Лемма	5.	Все ограничения с нулевыми значениями параметров анизотропии удовлетворя-
ются вторым случаем в уравнении (20).

Те ор ема.	Определяющие уравнения триклинного упругопластического материала (1)–(3), 
(17)–(20) позволяют описать рост упругой анизотропии, минимизировать величину	β	– параме-
тра ее роста по всем наборам kj, 1,77j = ,	и удовлетворить всем ограничениям с нулевыми зна-
чениями параметров анизотропии. В особом случае одноосных нагружений, когда первоначаль-
но изотропный материал становится трансверсально-изотропным, уравнение (20) следует до-
полнить соотношениями (12),	(14),	(16), а ограничения (11),	(13),	(15) им удовлетворяются. 

Дока з а т е л ь с т во.	Расчет	упругопластического	процесса	производится	в	квазистатическом	
режиме.	Предполагаем,	что	поле	скоростей	перемещений	известно,	т.	е.	известны	тензор	D	и	тен-
зор	упругого	спина	Ω,	использующийся	при	определении	объективной	производной	[7].	Извест-
ны	также	все	величины	в	соотношениях	(1),	(17).	Дифференцируя	эти	уравнения	и	подставляя	их	
в	соотношения	 (18),	 (19)	с	использованием	(20),	получаем	систему	одного	тензорного	и	одного	
скалярного	 уравнений	 относительно	 неизвестных	 симметричного	 тензора	

Ω
V 	 и	 скаляра	 β.	Она	

сводится	к	системе	семи	скалярных	уравнений	относительно	шести	компонент	в	базисе	c1,c2,c3 
производной	меры	упругих	искажений	и	параметра	роста	анизотропии.	Решение	системы	нахо-
дим	по	методу	Крамера.	Считаем,	что	определитель	системы	 0.∆ ≠ 	Для	β	получаем	 1 1

7( ) .− −β = ∆ ∆  
Если	 7 0,∆ = 	то	получаем	β	=	0.	Пусть	выполняется	 7 0.∆ ≠ 	Элементы	седьмого	столбца	матрицы	
системы	представляются	в	виде	 7i ij j

j
a B k= ∑ ,	а	определитель	системы	 7 7 ( 1,7),i i

i
A a i∆ = =∑ 	где	

Ai7	–	алгебраические	дополнения	элементов	седьмого	столбца.	Имеем	
1 1

7 7( ) i ij j
i j

A B k− −β = ∆ =∑ ∑  
 

1
7 7(( ) ) .i ij j

j i
A B k−= ∆∑ ∑  	Полагаем	kj = 1,	если	 1

7 7( ) 0i ij
i

A B−∆ >∑  	и	kj = –1,	если	 1
7 7( ) 0,i ij

i
A B−∆ <∑   

иначе	kj = 0. Следовательно,	величина	определителя	системы	выбрана	максимальной	по	абсолют-
ной	величине,	что	гарантирует	выполнение	условия	 0.∆ ≠ 	Значение	β	получается	минимальным	
по	всем	наборам	kj.	Кроме	того,	устойчивость	расчетов	обеспечивается	выбором	скаляров	K,	α	 
в	(18),	(19).

Согласно	лемме	5,	бóльшая	часть	ограничений	на	параметры	анизотропии	удовлетворяется.	
Согласно	 леммам	1–4,	 ограничения	другого	 вида	 возникают	 только	 в	 случае	 трансверсально-	
изотропного	 материала,	 т.	 е.	 при	 одноосных	 нагружениях.	 В	 силу	 симметрии	 соотношений	 
(11)–(16)	достаточно	рассмотреть	один	случай,	когда,	например,	c	=	c3.	Пусть	имеет	место	одно-
осное	 сжатие.	 Тогда	 выполняются	 соотношения:	 вектор	 нормали	 1

1 1 2 2 3 33 ( 2 ),−= + −N c c c c c c   
тензор	упругих	искажений	 1 1 1 2 2 3 3 3( ) ,V V= + +V c c c c c c 	мера	упругих	искажений	Коши	–	Грина	

1 1 1 2 2 3 3 3( ) ,G G= + +G c c c c c c  	собственно	ортогональный	тензор	упругого	поворота	O	=	E	и	век-
тор	Ci = O · ci =	ci. 

Начальные	значения	параметров	анизотропии	нулевые,	поэтому	параметры	δj	в	(15),	(16)	мож	но	
заменить	на	их	материальные	производные.	Согласно	второму	случаю	в	(20)	(соответствующие 
Tj	 =	 0),	 тривиально	 выполняются	 соотношения	 во	 второй	 строчке	 (15):	 15 11 41 32δ = δ = δ = δ =     

33 57 58 59 34 0.= δ = δ = δ = δ = δ =     	Аналогично	имеем	в	(16)	

 7 51 52 53 0δ = δ = δ = δ =    .	 (21)
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Величины в соотношениях первой строки (15) и в правых частях (16) находятся согласно пер-
вому случаю в (20). Конкретизируем необходимые выражения в (17):

 

1 1 1 2
3 21 3

1 1
8 3 2 2 1 1 1 1 2 2

1 1
9 3 2 2 3 3 3 3 2 2

1 1
10 3 3 3 1 1 1

( 1) , 4 3 ( 1) ( 1,2),

2 (( 1) ( 1) ) ,

2 (( 1) ( 1) ) ,

2 (( 1) (

i i i i i i i i i iL L i

L

L

L

- - -
+

- -

- -

- -

= ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ - + ⋅ ⋅ - ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ - + ⋅ ⋅ - ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ - + ⋅

T c G c V C C V T c G c V C C V

T V c G c C C c G c C C V

T V c G c C C c G c C C V

T V c G c C C c G 1 3 3
1 1 2

25 3 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2
1 1 2

26 3 1 1 3 3 1 1 1 1 3 3
1 1

27 3 1 1 2 2 2 2 2 2

1) ) ,

4 (2( 1)( 1) ( 1) ),

4 (2( 1)( 1) ( 1) ),

4 (2( 1)( 1) ( 1

L

L

L

- -

- -

- -

⋅ - ⋅

= ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ -

c C C V

T c G c c G c V C C V c G c V C C V

T c G c c G c V C C V c G c V C C V

T c G c c G c V C C V c G c 2
1 1) ),⋅ ⋅V C C V

 (22) 

 

1 1 2
28 3 2 2 3 3 2 2 2 2 3 3

1 1 2
29 3 1 1 3 3 3 3 3 3 1 1

1 1 2
30 3 2 2 3 3 3 3 3 3 2 2

3

4 (2( 1)( 1) ( 1) ),

4 (2( 1)( 1) ( 1) ),

4 (2( 1)( 1) ( 1) ),

L

L

L

- -

- -

- -
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= ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅

T c G c c G c V C C V c G c V C C V

T c G c c G c V C C V c G c V C C V

T c G c c G c V C C V c G c V C C V

T 1 1
1 3 1 1 2 2 3 3

1 1 3 3 2 2 2 2 3 3 1 1

4 (( 1)( 1)
( 1)( 1) ( 1)( 1) ).

L- -= ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ +
+ ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅

c G c c G c V C C V
c G c c G c V C C V c G c c G c V C C V

 

Проверим выполнение шести дифференциальных соотношений в первой строке (15)  
с использованием (20), (22). Вычисляем 1 2

1 3 1 1 1 1( 1) ,L G V-= -T c c   1 2
2 3 1 1 2 2( 1) ,L G V-= -T c c   

1 2
1 3 1 1 2( 1) ,L G V-= - =T T   

1 1 2
1 3 1 1 23 ( 1) .L G V- -⋅ ⋅ = - = ⋅ ⋅N T N T  Значения kj, как указано выше,  

определяются знаком величин 1
7 7( ) .i ij

i
A B-∆ ∑  Имеем 1 1 2

71 3 1 724 ( 1) ,B L G B- -= - =  значение вели-

чины 77A  на три порядка превосходит значения величин 7 .iA  (Этот факт подтверждается про-
веденными в данной работе численными экспериментами в случаях, когда аналитическая оцен-
ка была затруднена.) Значения величин B71 и Bn1, а также B72 и Bn2, являются величинами одного 
порядка ( 1,6).n =  Отсюда следует, что значения k1,k2 определяются знаками величин 1

7 77 71( ) A B-∆  
и 1

7 77 72( ) A B-∆  соответственно. Поскольку знаки последних совпадают, то получаем k1 = k2, и, 
значит, 2 1.δ = δ   Первое соотношение δ2 = δ1 выполняется. Имеем дальше 

1 1 2 2 2 2
9 3 1 3 3 1 102 ( 1) ( 1) ,L G V G V- -= - + - =T T  1 1 2 2

9 3 3 1 1 3 106 (( 1) 2( 1) ;L G V G V- -⋅ ⋅ = - - - = ⋅ ⋅N T N T
1 2 2

22 3 1 1 2312 ( 1) ,L V G-= - =T T  
1 1 2 2

22 3 1 1 234 ( 1) ;L V G- -⋅ ⋅ = - = ⋅ ⋅N T N T
1 2 2

25 3 1 1 274 ( 1) ,L V G-= - =T T  
1 1 2 2

25 3 1 1 274 ( 1) ;L V G- -⋅ ⋅ = - = ⋅ ⋅N T N T

1 1 2 2 4 4
26 3 1 3 1 3 282 ( 1) ( 1) ,L G G V V- -= - - + =T T  

1 1 2 2
26 3 1 3 1 3 2812 (( 1)( 1) 2 ) ;L G G V V- -⋅ ⋅ = - - - = ⋅ ⋅N T N T

1 1 2 2 4 4
29 3 1 3 3 1 304 4( 1) ( 1) ,L G G V V- -= - - + =T T  

1 1 2 2
29 3 1 3 3 1 3012 ( 4( 1)( 1) ) .L G G V V- -⋅ ⋅ = - - - + = ⋅⋅N T N T

Имеют место также равенства k10 = k9, k23 = k22, k27 = k25, k28 = k26, k30 = k29. Следовательно, соотно-
шения в первой строке (15) выполняются.

Вычислим величины в дифференциальной форме в правых частях соотношений (16) по первому 
случаю в (20): 1 1 2 1 1 2

8 3 1 1 8 3 1 1( 2) ( 1),   3 ( 1),L V G L V G- - - -= - ⋅ ⋅ = -T N T  1
1 8 12 (2 3 2) 0k-δ - δ = - β ≠   (k1 = k8). 

Имеем из (21) δ7 = 0. Первое соотношение в (16) не выполняется. аналогично не выполняется 
второе соотношение: 22 25 22 22 253 (9 5) 0 ( ).k k kδ - δ = - β ≠ =   Невыполнение третьего соотноше-
ния 26 312 0δ - δ ≠   не столь очевидно. Здесь также можно сослаться на данные проведенных  
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вычислительных экспериментов. Одноосные нагружения являются базовыми экспериментами, 
поэтому уравнение (20) требуется дополнить соотношениями (12), (14), (16).

З а м е ч а н и е 2. В [3] отмечен еще и кубически изотропный материал. Скаляр инвариант-
ный в группе симметрии кубической изотропии остается неизменным при преобразовании по-
ворота на угол π / 2 вокруг направления осей с1,с1,с3.. аналогично получаем возможные ненуле-
вые параметры δj, которые можно разделить на 9 групп: {1,2,3},j∈  {8,9,10},j∈  {22,23,24},j∈  

{25,26,27,28,29,30},j∈  {7,11,15},j∈   {32,34,51,52,58,59},j∈  {33,53,57},j∈  31,j =  41.j =  Зна-
чения параметров из первых 7 групп совпадают. Однако кубическая анизотропия не является 
деформационной, т. е. возникающей в результате пластической деформации первоначально 
изотропного материала. В самом деле, по определению кубическая анизотропия является разно-
видностью ортотропной. Самый благоприятный пример для удовлетворения указанным соотно-
шениям представляет собой растяжение (сжатие) по первой, второй или третьей оси и равные 
сжатия (растяжения) с учетом несжимаемости по двум другим осям. Получаются обычные одно-
осные нагружения при наложении дополнительного переменного гидростатического давления. 
Поскольку гидростатическое давление не изменяет вида анизотропии, то в результате пластиче-
ской деформации образуется трансверсально-изотропный материал. 

Выводы. В математически строгой нелинейной теории упругопластичности, в отличие от 
линейной теории, постулируемые определяющие уравнения, которые описывают поведение ма-
териала деформируемого твердого тела, должны быть справедливы во всех частных случаях. По-
этому при формулировке определяющего уравнения для параметров анизотропии рассматривался 
материал общего вида анизотропии – триклинный. Проверялась пригодность уравнения (20) для 
описания полученных ограничений. В результате для частных видов анизотропии найдены фор-
мально непротиворечивые определяющие соотношения (20), (12), (14), (16), которые подлежат 
дальнейшей экспериментальной проверке. Реализована процедура минимизации параметра роста 
анизотропии в (20).
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СтАБИЛЬНЫЕ эЛЕКтРОННО-ЯДЕРНЫЕ СПИНОВЫЕ СИСтЕмЫ NV–13C  
В АЛмАЗЕ ДЛЯ КВАНтОВЫХ тЕХНОЛОГИЙ

Методами компьютерной химии рассчитаны матрицы AKL, описывающие сверхтонкое взаимодействие (СтВ) 
электронного спина центра окраски «азот-вакансия» (NV-центра) в алмазе с ядерным спином атома 13С, который 
расположен в одном из возможных узлов решетки в пассивированном водородом углеродном кластере С510[NV]H252. 
Выполнен систематический анализ скоростей W0 переворотов ядерных спинов 13С, индуцируемых их анизотроп-
ным СтВ с электронным спином NV-центра. Показано, что в кластере имеются специфические позиции ядерного 
спина 13С, в которых он практически не испытывает таких переворотов вследствие малости недиагональных элемен-
тов в соответствующих матрицах AKL. Определено пространственное расположение найденных позиций стабильно-
сти в кластере относительно NV-центра и рассчитаны величины характерных расщеплений в спектрах оптически 
детектируемого магнитного резонанса (ОДМР) для стабильных систем NV–13C, по которым их можно идентифици-
ровать в процессе их экспериментального поиска для использования в разрабатываемых квантовых технологиях. 
Показано, что полностью стабильными (W0 = 0) являются позиции ядерного спина, расположенные на оси симме-
трии NV-центра. Найдены характеристики восьми таких «осевых» систем NV–13C. Впервые обнаружено наличие  
в кластере дополнительных «неосевых» квазистабильных систем NV–13C, имеющих малые скорости переворотов 
(W0.→0) спина 13С вследствие высокой локальной симметрии распределения спиновой плотности, обусловливающей 
малость недиагональных элементов матриц СтВ для таких систем. Пространственно «не осевые» стабильные систе-
мы NV–13C расположены в плоскости, проходящей через вакансию NV-центра перпендикулярно его оси. Выпол-
ненный анализ имеющихся литературных данных показал, что, по-видимому, некоторые из предсказанных стабиль-
ных систем NV–13C уже наблюдались экспериментально. 

Ключевые слова: квантовые технологии, кубиты, NV-центр в алмазе, спины, сверхтонкое взаимодействие, кван-
тово-химическое моделирование. 
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ROBUST ELECTRONIC-NUCLEAR NV–13C SPIN SYSTEMS IN THE DIAMOND  
FOR QUANTUM TECHNOLOGIES

Using the methods of computational chemistry, we calculated matrices AKL describing hyperfine interactions (HFI) bet-
ween the electron spin of the color ‘nitrogen-vacancy’ center (NV center) in a diamond and a 13C nuclear spin located some-
where in the Н-terminated carbon cluster C510[NV]H252 hosting the NV center. The rates W0 of the 13C spin flip-flops induced 



   Proceedings of the National academy of sciences of Belarus, рhysic and mathematics series, 2017, no. 1, pp. 98–110 99

by anisotropic HFI are calculated systematically for all possible locations of 13C in the cluster. It is shown that in the cluster, 
there are specific positions of nuclear 13C spin, in which it almost does not undergo such flip-flops due to small off-diagonal 
elements in corresponding matrices AKL. spatial locations of the 13C stability positions in the cluster are discovered and cha-
racteristic splitting values in the spectra of optically detected magnetic resonance (ODmR) for the stable NV–13C systems  
are calculated, which can be utilized to identify them during their experimental search for use in emerging quantum  
technologies. It is shown that the positions of the 13C nuclear spin located on the NV center symmetry axis are completely 
stable (W0 = 0). The characteristics of eight ‘axial’ NV–13C systems are elucidated. The presence of additional ‘non-axial’ 
near-stable NV–13C spin systems also exhibiting very low flip-flop rates (W0 → 0) due to a high local symmetry of the spin 
density distribution resulting in vanishing the off-diagonal HFI matrix AKL elements for such systems is revealed for the first 
time. Spatially, these ‘non-axial’ stable NV–13C systems are located near the plane passing through the vacancy of the NV cen ter 
and being perpendicular to the NV axis. analysis of the available publications showed that apparently, some of the predicted 
stable NV–13C systems have already been observed experimentally.

Keywords: quantum technologies, qubits, NV center in diamond, spins, hyperfine interaction, quantum-chemical simulation. 

В современном мире все более широкое применение находят квантовые технологии, осно-
ванные на использовании законов квантовой физики для практического управления квантовыми 
системами на уровне их индивидуальных компонентов – атомов, молекул, примесных центров, 
фотонов и т. п. Прогресс в разработке таких технологий уже в ближайшее время приведет к со-
зданию принципиально новых методов обработки информации и безопасной ее передачи на 
большие расстояния, созданию миниатюрных метрологических систем для потребностей нано-
технологий и биомедицинских применений (см., напр., [1, 2]). Особенно перспективным для этих 
целей явлется применение одиночных квантовых систем в твердых телах, в частности «гибрид-
ных» систем взаимодействующих электронных и ядерных спинов, где электроны играют роль 
«быстрых» кубит и могут использоваться в качестве интерфейсов с «летающими» кубитами – 
фотонами, а ядерные спины могут хранить квантовую информацию в течение долгого времени 
благодаря их исключительно высокой изоляции от окружения [3–6]. Важным преимуществом 
таких систем является возможность применения хорошо разработанных методов магнитного ре-
зонанса, а также огромного потенциала методов и технологий, накопленного в процессе миниа-
тюризации полупроводниковых устройств и интегральных схем.

Наиболее известным и активно изучаемым в последнее десятилетие представителем одиноч-
ных электронно-ядерных систем является центр окраски «азот-вакансия» (NV-центр) в алмазе, 
который состоит из замещающего атома азота (N) и вакансии (V) в соседнем узле решетки ал-
маза [7–11] (рис. 1, а). В нем электронным кубитом является спин S = 1 NV-центра в основном 
триплетном электронном состоянии, а ядерными спинами – спин I(N) = 1 атома 14N, принадлежа-
щего данному NV-центру, и потенциально – ядерные спины I(C) =1/2 изотопических атомов 13C, 
распределенных случайно в решетке алмаза и замещающих бесспиновые атомы 12C с вероятно-
стью 1,1 % (в естественных условиях). Центр обладает уникальным набором взаимосвязанных 
фотофизических и спиновых свойств, которые обеспечивают возможность оптической инициа-
лизации спинового состояния (с проекцией mS = 0) одиночного электронного спина S = 1 и его 
считывания посредством измерения интенсивности испускаемой центром флуоресценции. 
Сверхтонкие взаимодействия (СТВ) электронного спина NV-центра с ядерными спинами, ис-
пользуемыми в качестве дополнительных кубит, позволяют выполнять многокубитные опера-
ции, которые могут быть реализованы с помощью последовательности оптических, микроволно-
вых или радиочастотных импульсов для инициализации, манипулирования и считывания со-
стояний электронно-ядерных спиновых систем NV–13C. Впервые это было сделано в 2004 г.  
в работе [12], где экспериментально была реализована операция «условное НЕ» в системе двух 
кубитов, которыми являлись электронный спин NV-центра и ядерный спин атома 13С, располо-
женного в ближайшем к вакансии узле решетке алмаза. Важно отметить, что в данном исследо-
вании впервые одна из квантовых операций была реализована при комнатной температуре. 
Именно это обстоятельство предопределило резкий рост интереса к изучению одиночных  
NV-центров. Ими стали активно заниматься многие научные группы во всем мире, усилиями 
которых в последующие годы были не только детально исследованы электронные и спиновые 
свойства NV-центров, выяснены разнообразные моменты их весьма нетривиальной фотофизики 
и ее связи со спиновыми свойствами центров, но и существенно развита инженерия алмаза [13–15] 
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(синтез чистого и даже изотопически чистого алмаза, создание в нем на заданной глубине  
NV-центров имплантацией, изготовление волноводных, фотонно-кристаллических структур в ал-
мазе и т. п.). В частности, благодаря разработке динамических методов [16] подавления дефази-
ровки состояний электронного спина центра под действием флуктуирующего спинового окру-
жения удалось наблюдать одиночные NV-центры, слабо связанные с достаточно удаленными 
одиночными ядерными спинами 13С [17–20], которые также стало возможным использовать  
в качестве кубитов. В настоящее время можно считать хорошо отработанными методы инициа-
лизации, когерентного манипулирования и измерения состояний электронных и ядерных спи-
нов в системах NV–13C с целью их использования для различных целей в качестве квантовых 
регистров и квантовой памяти.

еще одной многообещающей областью применения одиночных NV-центров является их ис-
пользование в качестве сенсоров для измерения сверхслабых магнитных и электрических полей, 
а также температуры с высоким (нанометровым) пространственным разрешением (см., напр., об-
зоры [21, 22]). Физической основой метрологических применений NV-центров служит возмож-
ность измерения расщепления состояний NV-центра с проекциями электронного спина mS = ±1 
(рис. 1, b), величина которого напрямую связана с напряженностями действующих на центр по-
лей. Для биологических приложений исключительно важным является то обстоятельство, что 
такие измерения можно проводить при комнатных температурах. Дополнительным позитивным 
фактором здесь является также то, что нанокристаллы алмаза с NV-центрами нетоксичны и био-
инертны. Oценки предсказывали возможность детектирования одиночных электронных и даже 
ядерных спинов на нанометровых расстояниях, что недавно и было реализовано эксперимен-
тально. В перспективе это может привести к созданию нового направления ЯМР спектроскопии 

a                                                                b
Рис. 1. Центр окраски «азот-вакансия» (NV-центр) в алмазе: a – схематическое изображение NV-центра в решетке 
алмаза и потенциально присутствующих ядерных спинов I = 1/2 изотопических атомов 13С; b – энергетические уровни 
NV-центра и возможные переходы между ними при отcутствии и наличии внешнего магнитного поля (МП = 0 и МП ≠ 0 
соответственно), а также с учетом сверхтонкого взаимодействия электронного спина центра с ядерным спином  
атома 13С. Центр эффективно возбуждается из основного триплетного состояния 3а излучением «зеленого» лазера  
и испускает яркую «красную» флуоресценцию в триплет-триплетном оптическом переходе 3е–3а, интенсивность 
которой зависит от проекции спина S = 1 вследствие спин-селективных интеркомбинационных (ИКК) переходов  
в синглетные состояния 1а, 1е, скорости которых велики для проекций mS = ±1 и малы для проекции mS = 0. такая 
спин-селективность ИКК переходов обеспечивает оптическую инициализацию состояния mS = 0 центра, а также 

возможность оптического считывания спинового состояния центра 
Fig. 1. “Nitrogen-vacancy” color center (NV center) in the diamond: a – schematic presentation of the NV center and isotopic 
13C atoms with nuclear spin I = 1/2 potentially presenting in the diamond lattice; b – NV center energy levels and possible 
transitions between them in the absence and in the presence of the applied magnetic field (MF = 0 and MF ≠ 0) respectively, as 
well as those with the account of hyperfine interact ion of the NV center electron spin with the 13C nuclear atom spin. The center 
is excited efficiently by a “green” laser from the ground triplet state 3A and emits bright “red” fluorescence in the triplet-triplet 
optical transition 3E–3A, the intensity of which depends on the spin S = 1 projection due to the spin-selective intersystem 
crossing (ISC) transitions to the singlet states 1A, 1E, having large rates for projections mS = ± 1 and small ones for the projection 
mS = 0. Such ISC transitions spin-selectivity results in the optical initialization of the mS = 0 sub-state of the center and 

provides the opportunity of optical readout of the spin state of the center 
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наноразмерных образцов. Детальные обзоры основных результатов можно найти в работах [23, 24]. 
Следует также отметить, что в настоящее время проводится активный поиск других парамаг-
нитных центров окраски в алмазе [25] и карбиде кремния [26, 27], демонстрирующих в некото-
рых случаях даже лучшие для применений характеристики по сравнению с NV-центрами.

Для практической реализации разрабатываемых квантовых технологий на основе «гибрид-
ных» спиновых систем необходимо иметь полную информацию об их спиновых свойствах  
и характеристиках сверхтонких взаимодействий в таких системах, а также их взаимосвязях  
с оптическими характеристиками. В экспериментах с одиночными спиновыми системами для этой 
цели стандартно используются методы оптически детектируемого магнитного резонанса (ОДМР) 
(см. напр., [7]), обеспечивающие повышение чувствительности на 7 порядков по сравнению  
с обычным методом электронного парамагнитного резонанса (ЭПР), благодаря чему оказывается 
возможным наблюдать разнообразные стационарные и нестационарные явления ОДМР на оди-
ночных системах NV–13C и на основе анализа экспериментальных данных определять элементы 
матриц СтВ, в том числе и для систем с достаточно удаленными ядерными спинами 13С [17–20]. 

альтернативным способом определения характеристик сверхтонких взаимодействий являет-
ся применение современных методов компьютерного моделирования изучаемых спиновых си-
стем, которые позволяют достаточно точно рассчитать пространственные, электронные и спино-
вые характеристики наноразмерных кластеров [28–33] или суперячеек [34, 35] алмаза, содержа-
щих NV-центры, и далее – характеристики СтВ для различных систем NV–13C, отличающихся 
взаимным расположением электронного и ядерного спинов. В свою очередь последние можно 
использовать в методе спин-гамильтониана для описания экспериментально наблюдаемых зави-
симостей, а также поиска и предсказания оптимальных условий для получения нужных резуль-
татов при постановке планируемых экспериментов. В частности, нами был выполнен [36] де-
тальный теоретический анализ характеристик СтВ в пассивированном водородом кластере ал-
маза C291[NV]–H172, содержащем NV-центр. Было показано, что вследствие симметрии центра  
в нем имеются «семейства» эквивалентных положений атомов 13С, демонстрирующих одинако-
вые характеристики СтВ. Для всех них в [36] были рассчитаны полные матрицы АKL, описываю-
щие сверхтонкие взаимодействия электронного спина NV-центра с ядерными спинами 13С. 
Подставляя найденные таким образом матрицы СтВ в спин-гамильтониан центра, мы рассчита-
ли величины связанных с СтВ расщеплений (0)

i∆  (в нулевом внешнем магнитном поле) состоя-
ний с проекциями электронного спина mS = ±1 для всех возможных систем NV–13C в кластере. 
Следует отметить, что величины (0)

i∆  являются характерными для каждого семейства, что можно 
использовать для их идентификации. Действительно, если для некоторой конкретной системы 
NV–13C измерить экспериментально величину СтВ расщепления (0)

i∆  и найти подходящее значе-
ние в приведенной в [36] таблице возможных значений (0)

i∆ , то тем самым можно идентифициро-
вать ее как принадлежащую к определенному семейству и воспользоваться далее рассчитанны-
ми для данного семейства матрицами СтВ для сравнения с имеющимися экспериментальными 
данными. В [36] показано, что такой подход позволил количественно (и практически без подго-
ночных параметров) описать экспериментальные данные работы [18], где были измерены вели-
чины СтВ расщеплений (0)

i∆  для 400 различных систем NV–13C, а также изучена модификация 
спектра ОДМР в присутствии внешнего магнитного поля различной величины для одной из та-
ких систем. К настоящему времени на основе полученных ранее расчетных данных для кластера 
C291[NV]–H172 нами был выполнен аналогичный анализ ряда других экспериментальных наблю-
дений, также продемонстрировавших успешность описанного подхода. Кроме того, для анало-
гичного кластера нами были рассчитаны [37] характеристики оптических переходов, давшие 
близкие к экспериментальным результаты для частоты и силы осциллятора бесфононного опти-
ческого триплет-триплетного перехода в NV-центре. 

Вместе с тем для нахождения практически адекватных характеристик требуется увеличение 
размера моделируемого кластера. В частности, для самых разнообразных приложений необхо-
димы максимально стабильные гибридные системы NV–13C, в которых ядерный спин атома 13С 
практически не испытывает нарушающих когерентность случайных переворотов, инициируемых 
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анизотропной составляющей СтВ (недиагональными элементами матрицы AKL), наличие которой 
приводит при отсутствии внешнего магнитного поля к переворотам ядерного спина атома 13С  
со скоростями, пропорциональными величине 2 2 2 2 2( ) / ( ),ZX ZY ZX ZY ZZW A A A A A= + + +  (см. [36, 38]), 
где AKL – элементы матриц ( )iCA  сверхтонких взаимодействий. такие стабильные спиновые си-
стемы NV–13C были недавно обнаружены экспериментально в работах [38–41] в результате  
рутинного перебора большого количества различных систем NV–13C (напр., в [39] исследовано 
около 3300 различных систем NV–13C в изотопически очищенном алмазе с содержанием 0,2 % 13С). 
теория предсказывает [17, 36], что указанная стохастическая динамика ядерного спина 13С от-
сутствует в тех специфических гибридных системах NV–13C, в которых атом 13С расположен на 
оси NV-центра, поскольку для указанных систем матрица СтВ является диагональной и ось 
квантования ядерного спина всегда параллельна оси NV-центра. Очевидно, для целенаправлен-
ного экспериментального поиска таких систем желательно заранее знать их спиновые характери-
стики, в частности измеряемую экспериментально величину связанного с СтВ расщепления (0)

i∆  
линий в спектрах ОДМР. Для систем NV–13C c «осевым» расположением атома 13С впервые такая 
информация была получена в нашей работе [36], где был рассмотрен только случай системы 
NV–13С с ближайшим к вакансии «осевым» положением атома 13С, и для данной конкретной си-
стемы предсказана величина (0)

i∆  = 187,4 кГц.
В настоящей статье излагаются аналогичные результаты, полученные посредством модели-

рования бóльшего кластера C510[NV]–H252 при различном расположении в нем NV-центра,, что дало 
возможность рассчитать характеристики СтВ для восьми спиновых систем NV–«осевой 13C»,  
в которых ядерный спин расположен существенно дальше от NV-центра как со стороны вакан-
сии, так и со стороны атома азота. анализ имеющихся экспериментальных данных, выполнен-
ный на основе полученных результатов, позволил сделать вывод о том, что ряд предсказанных 
систем NV–«осевой 13C» уже наблюдался экспериментально в работах [38–41].

Для моделирования сверхтонких взаимодействий NV-центра в алмазе с различным образом 
расположенными в решетке ядерными спинами атомов 13С здесь используется пассивированный 
водородом углеродный кластер C510[NV]–H252 с NV-центром, расположенным в центральной ча-
сти кластера (рис. 2). Оптимизация геометрической структуры кластера и расчет распределения 

Рис. 2. Кластер C510[NV]–H252с центральным расположением в нем NV-центра:  
положения 4, 5 и 6 нумеруют узлы решетки алмаза, ближайшие к вакансии, положения 7–10 лежат на оси NV-центра; 

пассивирующие поверхность атомы водорода не показаны 
Fig. 2. Cluster C510[NV]–H252 with the central location of the NV center: Positions 4, 5 and 6 numerate the diamond lattice sites 

being the nearest neighbors of the vacancy, positions 7–10 are located on the NV center axis;  
the hydrogen atoms passivating the surface are not shown
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спиновой плотности выполнялись методом функционала плотности (DFT) с функционалом 
B3LYP1 и базисом MINI/3-21G. Расчеты проводились в удаленном режиме на компьютерном 
кластере научно-технического комплекса «Институт монокристаллов» НаН Украины (г. Харь-
ков). Вычисление матриц сверхтонких взаимодействий A(i) для всех возможных положений  
(i = 1÷510) атома 13C в кластере производилось с использованием программных пакетов PC 
GAMESS (US) и ORCA. Для всех систем NV–13C это делалось в одной и той же системе коорди-
нат, являющейся системой главных осей (СГО) NV-центра, в которой начало координат было 
расположено на атоме азота NV-центра, ось Z совпадала с осью его симметрии, а оси X и Y выби-
рались произвольно. Как известно, рассчитанные таким образом матрицы могут быть преобра-
зованы к диагональному виду Ā = U–1AU посредством соответствующего унитарного преобразо-
вания U, описывающего переход от СГО NV-центра к СГО ядерного спина 13С. Элементы матри-
цы U при этом имеют смысл направляющих косинусов между различными осями в этих двух 
системах главных осей. В частности, элемент U33 = UZz есть косинус угла между осью Z  
NV-центра и осью z в СГО соответствующего ядерного спина 13C. 

Найденные матрицы ( )iCA  СтВ подставлялись в стандартный спин-гамильтониан системы 
14NV–13C (подробнее см. в [36]), численной диагонализацией которого рассчитывались энергии  
и спиновые волновые функции данной трехспиновой системы аналогично тому, как это было 
сделано в [36]. В частности, как и в [36], для всех 510 возможных положений ядерного спина 13С  
в данном кластере были рассчитаны величины сверхтонкого расщепления (0)

i∆  в нулевом внеш-
нем магнитном поле состояний с проекциями электронного спина mS = ±1 (при фиксированной 
проекции ядерного спина 14N), по которым можно идентифицировать конкретные связанные си-
стемы NV–13C. Поскольку основной целью настоящей статьи является поиск максимально ста-
бильных систем NV–13C, мы также рассчитали для всех возможных положений 13С в кластере 
значения параметра 2 2 2 2 2

0 ( ) / ( ),ZX ZY ZX ZY ZZW A A A A A= + + +  где AKL – элементы матриц ( )iCA  СтВ, 
которому пропорциональны (см. [36, 38]) индуцированные сверхтонкие взаимодействия скорости 
переворотов ядерных спинов 13С в нулевом магнитном поле. Отметим, что приведенное анали-
тическое выражение W0 через элементы матрицы СтВ получено в так называемом секулярном 
приближении (подробнее см. в [36]), которое вследствие большой величины тонкого расщепле-
ния (D = 2870 МГц) основного триплетного состояния NV-центра хорошо выполняется практи-
чески для всех систем NV–13C в кластере. 

Результаты расчетов параметров W0 для различных положений атома 13С в решетке алмаза 
приведены на рис. 3, причем на рис. 3, b они представлены в виде, отсортированном по мере уве-
личения рассчитанных значений параметра W0, а на рис. 3, c в увеличенном виде показаны толь-
ко выделенные на рис. 3, b значения скорости переворотов W0, являющиеся наименьшими для 
исследованного кластера (W0 < 0,015). Из рис. 3, b видно, что в кластере C510[NV]–H252 с централь-
ным расположением NV-центра имеется четыре положения атома 13С, для которых скорости 
переворотов ядерного спина являются практически нулевыми. анализ показал, что эти четыре 
положения – «осевые», т. е. лежат на оси NV-центра. Из рис. 3, b также следует, что в кла стере 
имеется еще 18 других положений, для которых скорости переворотов также чрезвычайно малы 
W0 < 10–3. анализ пространственного расположения этих позиций показал, что 9 из них нахо-
дятся на границе кластера и лежат в плоскости, перпендикулярной оси NV-центра и прохо-
дя щей приблизительно через вакансию NV-центра, поэтому был сделан вывод, что эти поло-
жения обусловлены краевыми эффектами. Заметим, что аналогичные «краевые» положения 
стабильности присутствуют также в меньшем кластере C291[NV]–H172. Другие 9 положений ста-
бильности отличались от остальных тем, что для них были практически равны нулю косинусы 
углов между осью Z NV-центра и осями z систем главных осей ядерных спинов 13C в этих поло-
жениях стабильности. Соответствующие матрицы СтВ для таких положений, как и для «осе-
вых», являлись почти диагональными. анализ показал, что 9 новых положений стабильности 
относятся к семействам К2 и Y, приведенным в табл. 1 работы [36]. В соответствии с нашими 
расчетными данными для трех положений семейства К2 величина обусловленного СтВ расщеп-
ления (0)

i∆  составляла примерно 1 МГц, а сами эти узлы были расположены в плоскости, 
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Рис. 3. Индуцированные СтВ скорости W0 переворотов ядерных спинов атомов 13С, расположенных в различных 
местах в кластере C510[NV]–H252 с центральным расположением NV-центра, представленного на рис. 2: a – в зависи-
мости от номера положения атома 13С в кластере; b – отсортированные по принципу увеличения скорости переворотов 
значения рассчитанного параметра W0 для различных положений атома 13С в кластере; c – значения параметра W0 

для 36 положений атома 13С в кластере, имеющих наименьшие скорости W0 < 0,015
Fig. 3. HFI-induced rates W0 of the 13C nuclear spin flip-flops for the 13C atoms located in different positions in the cluster  
C510 [NV]–H252 with the central location of the NV center shown in Fig. 2: a – vs. the assigned position number of the 13C atoms 
in the cluster; b – sorted in the ascending order of the parameter W0; c – W0 parameter values for 36 locations of the 13C atoms 

in the cluster having lowest rates W0 < 0.015
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перпендикулярной оси Z NV-центра, на расстоянии примерно 4,45 Å от нее, и имели координату 
Z~1,73 Å. Другие 6 положений, относящихся к семейству Y, характеризуются величиной 
расщепления (0)

i∆  порядка 205 кГц и также расположены в плоскости, перпендикулярной оси Z 
NV-центра, на расстояниях 5,36 Å от нее, при координате Z порядка 2,25 Å. Наконец, следующими 
относительно стабильными положениями, характеризующимися уже существенно бóльшими 
скоростями переворотов W0 > 10–2, являются положения, расположенные вблизи вакансии  
NV-центра. Они относятся к семействам A, C и I, характеристики которых приведены в табл. 1 
работы [36]. Как следует из рис. 3, b, для других положений атомов 13С в решетке алмаза значения 
параметра W0 постепенно растут вплоть до 1. 

Для практических целей наибольший интерес представляют характеристики «осевых» поло-
жений атома 13С. Как уже отмечалось, в представленном на рис. 1 кластере таких атомов четыре 
и они имеют номера 7–10. Матрицы СтВ ( )iCA , рассчитанные для осевых положений ядерных 
спинов 13C, были практически диагональными, и эти диагональные элементы приведены в пер-
вых четырех строках таблицы. Видно, что ядерный спин С7, являющийся пятым соседом вакан-
сии, наиболее сильно взаимодействует с электронным спином NV-центра. Рассчитанная для него 
величина СтВ расщепления (0)

i∆  составляет 183,1 кГц, что близко к значению 187,4 кГц, полу-
ченному ранее в [36] для этого же положения атома 13С в меньшем кластере C291[NV]–H172. Для 
трех других «осевых» положений атома 13C, более удаленных от NV-центра, рассчитанные вели-
чины СтB расщеплений в нулевом магнитном поле составляли 85,1, 99,9 и 58,7 кГц для положе-
ний C8, C9 и C10 соответственно. 

Из рис. 2 видно, что положение С10 находится вблизи поверхности данного кластера, так что 
последняя могла оказывать влияние на рассчитанные значения характеристик СтВ. Чтобы про-
верить степень такого влияния, а также получить данные о характеристиках сверхтонких взаи-
модействий для еще более удаленных «осевых» положений, были выполнены расчеты характе-
ристик СтВ для двух других, показанных на рис. 4 a, b, кластеров C510[NV]–H252, в которых  
NV-центр был сдвинут вверх или вниз по сравнению с предыдущим кластером. аналогичные 
расчеты, выполненные для этих двух кластеров, дали дополнительные данные о характеристи-
ках СтВ для еще четырех положений С11–С14 «осевых» атомов 13С, расположенных как со сто-
роны вакансии NV-центра, так и со стороны атома азота. Полученные для таких кластеров дан-

      

a                                                                                    b
Рис. 4. Кластеры C510[NV]–H252, отличающиеся от представленного на рис. 2 кластера сдвигом NV-центра  

вниз (a) и вверх (b)
Fig. 4. Clusters C510[NV]–H252 differing from thаt shown in Fig. 2 by the shift of the NV center down (a) and up (b)
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ные приведены в четырех нижних строках таблицы, а в первых четырех строках в скобках ука-
заны вновь рассчитанные данные для «осевых» атомов 13С в положениях С7–С10.

Для всех дополнительных «аксиальных» положений атома 13С в кластере характеристики 
СТВ убывают по мере увеличения их расстояния от NV-центра. Кроме того, из сравнения харак-
теристик сверхтонких взаимодействий, полученных для положения С10 при моделировании раз-
личных кластеров, следует, что влияние пассивированной водородом поверхности кластера при-
водит к некоторому росту величины обусловленного СТВ расщепления в нулевом внешнем маг-
нитном поле.

Диагональные элементы матриц СТВ для спиновых систем NV–13C c «осевым» расположением атома 13С  
в кластере C510[NV]–H252, а также рассчитанные расстояния таких атомов 13С от атома азота NV-центра

Diagonal elements of the HFI matrices for the NV–13C spin systems with the “axial” location of the 13C atom  
in the C510[NV]–H252 cluster as well as the calculated distances of such atoms from the nitrogen atom of the NV center

Положение AXX (кГц) AYY (кГц) AZZ (кГц) NCr (Ǻ)

C7 –268,6 (–273,2) –268,7 (–274,7) 183,1 (177,2) 6,47 (6,51)
C8 –128,0 (–126,0) –127,9 (–126,3) 85,1 (88,8) 8,05 (8,08)
C9 –59,0 (–57,8) –58,9 (–58,0) 99,9 (98,4) 4,58 (4,61)
C10 –30,6 (–30,3) –30,6 (–30,3) 58,7 (57,7) 6,15 (6,17)
C11 –15,6 –15,6 31,4 12,80
C12 –10,6 –10,6 21,0 14,37
C13 –8,3 –8,3 16,6 10,89
C14 –6,0 –6,0 12,0 12,46

Исходя из полученных расчетных данных для положений стабильности различных систем 
NV–13C, можно идентифицировать системы, экспериментально исследованные в работах [38–41]. 
Так, в [38], где при комнатной температуре были выполнены прямые наблюдения динамики сла-
бо связанных с одиночным NV-центром ядерных спинов 13С, в числе прочих была эксперимен-
тально исследована система NV–13C с большим временем релаксации ТR, для которой при време-
нах наблюдения Тm<< ТR во временной эволюции ядерного спина 13С по двум возможным состоя-
ниям были зафиксированы два отстоящих друг от друга на 201 ± 3 кГц пика, соответствующих 
вызванному СТВ расщеплению. Учитывая величину этого расщепления, можно предположить, 
что в данной работе наблюдалась система NV–13C, в которой атом 13С был либо «осевым», рас-
положенным в ближайшем к вакансии положении (предсказываемая величина расщепления  

(0)
i∆ ~183,1 кГц), либо принадлежал к семейству Y (предсказываемая величина (0)

i∆ ~205 кГц). 
Далее в работах [39, 40] была найдена и использована для квантовой коррекции ошибок в гиб-
рид ном регистре на электронно-ядерных спинах чрезвычайно стабильная спиновая система NV–13C, 
для которой величина вызванного СТВ расщепления (0)

i∆  составляла 89 кГц. Для нее при ком-
натной температуре было продемонстрировано отсутствие переворотов спина 13С на временах 
порядка десятков секунд. Вновь, исходя их расчетных данных, можно предположить, что в этих 
работах была найдена система NV–13C, где атом 13С занимал одно из «осевых» положений С8 или 
С9 (см. рис. 2 или 4), для которых предсказываемые величины (0)

i∆  составляют 85,1 и 99,9 кГц 
соответственно. Наконец в работе [41] коррекция ошибок в квантовой метрологии была проде-
монстрирована с использованием стабильной системы NV–13C c (0)

i∆ ~ 50 кГц, которой, по-види-
мому, является «осевая» система с расположением ядерного спина 13С в положении С10 (предска-
зываемая величина (0)

i∆  составляет 58,7 кГц). Таким образом, представленный анализ предска-
зываемых характеристик стабильных систем NV–13C и его сопоставленние с имеющимися 
эксперименатальными данными позволяет сделать вывод о том, что примененные методы ком-
пьютерного моделирования обеспечивают количественное соответствие расчетных данных экс-
периментальным результатам, и, следовательно, их можно использовать для прогнозирования 
новых планируемых экспериментов на системах типа NV–13C. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАЧАЛЬНОЙ ИОНИЗАЦИИ  
В РАБОЧЕм ОБЪЕмЕ ИОНИЗАЦИОННОЙ КАмЕРЫ1

Рассмотрен вопрос о пространственном распределении пар ионов в рабочем объеме цилиндрической ионизаци-
онной камеры деления. Предложена формула для пространственного распределения начальной ионизации в цилин-
дрической камере деления, в которой слой делящегося вещества нанесен на внутреннюю сторону внешнего электрода. 
Формула выведена двумя способами: путем подсчета числа пар ионов, генерированных в бесконечно малом объеме 
внутри рабочего объема камеры всеми треками, исходящими из радиатора. В первом случае бесконечно малый объем 
имеет форму сферы, во втором – произвольную форму. Формула, полученная без всяких ограничений на направление 
вылета осколков деления, дает правильное поведение пространственного распределения начальной ионизации как 
вблизи поверхности радиатора, так и вдали от него. Исследована зависимость начальной плотности ионизации от 
радиального расстояния до радиатора, создаваемой типичным фрагментом деления – ионом Sr в центре камеры. 
Исследовано также пространственное распределение начальной плотности ионизации вдоль камеры.

Ключевые слова: ионизационная камера деления, радиатор, рабочий объем камеры, плотность пар ионов.
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INITIAL IONIZATION DISTRIBUTION IN THE ACTIVE VOLUME OF THE IONIZATION CHAMBER

The task of a spatial distribution of ion pairs in the active volume of the ionization fission chamber has been studied.  
The formula of a spatial distribution of ion pairs in cylindrical fission chambers, in which a fissile material layer is coated  
on the internal side of the external electrode, is derived. It is calculated in two ways: counting the number of ion pairs created 
in the infinitesimal volume inside the active volume of the chamber by all the trajectories, which emanate from a radiator.  
In the first case, the infinitesimal volume is a sphere. In the second case, it is arbitrary in shape. The formula has evaluated 
correctly the density of ion pairs at any point in the active volume of the fission chamber. The dependence of the initial density 
of ion pairs on a radial distance to a radiator created a typical fission fragment – ion Sr in the center of the chamber and  
the spatial distribution of the initial density of ion pairs along the chamber have been studied. 

Keywords: fission ionization chamber, sensitive layer, sensitive volume, density of ion pairs.

Введение. Ионизационная камера деления (ИКД) представляет собой газово-разрядный  
детектор, предназначенный для измерения нейтронных потоков в энергетических и исследова-
тельских ядерных реакторах, критических сборках [1]. В самой популярной конструкции ка меры 
деления ее внутренняя поверхность (радиатор) покрывается тонким слоем делящегося вещества, 
обычно 235U (или слои 238U, 232Th, 239Pu [2]). Осколки деления являются тяжелыми заряженными 
частицами с зарядом примерно +20 e, имеющими среднюю кинетическую энергию 60–100 МэВ [3]. 
Поскольку два осколка испускаются в противоположных направлениях, один из них остается  
в радиаторе, другой летит в рабочий объем камеры, наполненный специальным газом (обычно 
Ar с небольшой добавкой N2 или других газов) [4]. Второй осколок производит ионизацию газа  
и создает определенное число пар ионов (Ar+, e–). При наличии высокого напряжения между 
электродами возникает дрейф этих ионов и электронов к соответствующим электродам и, как 
следствие, во внешней цепи возникает электрический ток. При расчетах параметров ионизаци-
онной камеры деления (полного тока, чувствительности и др.) необходимо знать начальную 
плотность ионизации или, другими словами, плотность пар ионов, создаваемую тяжелыми заря-
женными частицами в рабочем объеме ИКД. 

© лэ тхи Зиеу Хьен, Кутень С. а., Хрущинский а. а., 2017
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Вопросу определения пространственного распределения начальной плотности ионизации  
в рабочем объеме цилиндрической камеры деления со слоем делящегося вещества, нанесенного 
на внутренний электрод, посвящены работы [5, 6]. В них получены формулы, которые суще-
ственно отличаются друг от друга. так, в [5] предполагается, что фрагменты деления покидают 
радиатор только в направлении, перпендикулярном его оси. В таком приближении получено 
правильное поведение плотности ионизации в рабочем объеме камеры вблизи радиатора, на его 
поверхности плотность ионизации является конечной величиной, определяемой характеристи-
ками слоя делящегося вещества, нанесенного на поверхность радиатора. С другой стороны, в [6] 
учтено, что угловое распределение частиц, покидающих радиатор, в действительности является 
изотропным. Однако плотность ионизации, полученная в более реалистичной модели вылета 
фрагментов деления из радиатора, оказывается логарифмически расходящейся величиной вблизи 
его поверхности, что неправильно с физической точки зрения. По этой причине вопрос опреде-
ления пространственного распределения начальной плотности ионизации для такой камеры тре-
бует дальнейшего исследования.

1. Начальная плотность ионизации в цилиндрической камере. Примером такой иониза-
ционной камеры деления, когда слой делящегося вещества нанесен на внутреннюю сторону 
внешнего электрода, могут служить камеры фирмы «Photonis» [7], которые используются для 
контроля тепловых нейтронов в ядерных реакторах (схема одной из них приведена на рис. 1). 

Выведем формулу для начальной плотности ионизации в произвольной точке P(r,θ,z) рабоче-
го объема, находящейся на расстоянии r от оси радиатора (r,θ,z – координаты точки в цилиндри-
ческой системе координат с осью z вдоль оси камеры).

Начальная плотность ионизации в данной точке в силу цилиндрической симметрии не зави-
сит от угловой переменной θ и определяется суммой вкладов, происходящих от элементарных 
площадок dS = Rdθ′dz′ на поверхности радиатора, где R – радиус радиатора, dθ′ и dz′ – угловой  
и линейный размеры площадки, расположенной в точке (θ′, z′) поверхности (см. рис 1). На каж-
дой такой площадке создается dnS осколков деления: 

 0 θ ' ',Sdn N Rd dz=    (1)

где N0 – поверхностная плотность осколков деления (число осколков деления, вылетающих с еди-
ницы площади поверхности радиатора).

Рис. 1. Схема камеры деления со слоем делящегося вещества, нанесенным на внутреннюю сторону внешнего электрода
Fig. 1. Schematic view of a fission ionization chamber, longitudinal section
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Зададим бесконечно малый объем в форме сферы с радиусом r0 с центром в точке P и подсчи-
таем число пар ионов, генерированных в этом объеме всеми треками, исходящими из элементар-
ной площадки dS радиатора. Выберем локальную сферическую систему координат с центром  
в центре площадки (см. рис. 1, 2) 

Каждый трек характеризуется своим угловыми координатами (θs,φs) в локальной системе ко-
ординат (угол θs отсчитывается от нормали к площадке ) и длиной трека rs, принадлежащей вну-
тренности шара dr (часть трека AB ). Зная линейную плотность ионизации X(s) вдоль трека (среднее 
число пар ионов, созданных продуктами деления на единицу длины пройденного в газе пути), 
нужно просто просуммировать эти величины с весом dr. При этом следует учитывать, что число 
треков пропорционально не всей площадке dS, а только ее проекции, перпендикулярной к вектору, 
который соединяет точку излучения и наблюдения. С точностью до первого порядка этот вектор 
можно заменить на вектор, соединяющий центр сферы (ρ, θn, φn) и центр площадки (см. рис 2,  
где ρ⊥  – проекция этого вектора в сечении z = const).

Тогда общее число пар ионов, создаваемых в бесконечно малой сфере объемом dV = 4πr0
3/3 

осколками деления, испущенными из элементарной площадки dS радиатора, очевидно, будет равно

 
( ) ( )cos θ φ θ .

2π
s

s n s s s
dndN X r d d dr= ∫ ∫   (2)

Здесь интегрирование по углам ведется по области, под которой видна сфера из центра элемен-
тарной площадки dS, по переменной rs – по внутреннему участку луча, пересекающего сферу  
в направлении (φs,θs). Множитель 1/(2π) соответствует изотропному вылету осколка в полусферу, 
соответствующую рабочему объему камеры.

Вычислим выражение (2) для бесконечно малой сферы. Для этого проведем плоскость φ = const, 
она пересечет сферу по окружности радиуса 

 ( )22
1 0 ρsin φ ,sr r= −   (3)

где ρ – длина трека от точки излучения до точки наблюдения. Тогда из соображений элементар-
ной геометрии следует, что луч (трек) с угловыми координатами (φs,θs) пройдет по этой плоско-
сти и будет иметь длину внутренней части, равную 

 
2 2 2 2 2 2

0 02 (ρsinθ ) 2 ρ (sin φ sin θ ).s s s sdr r r= − = − +    (4)

рис. 2. К оценке плотности ионизации внутри цилиндрической камеры деления
Fig. 2. Schematic view of a fission ionization chamber, lateral section
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С учетом выражений (3–4) упомянутый интеграл может быть записан в первом приближе-
нии по r0/ρ в виде

 
( ) ( ) 2 2 2 2

0
ρ

2 cos θ ρ (φ θ ) φ θ .
2πs n s s s s

X
dN dn r d d= - +∫ ∫    (5)

требование положительности подкоренного выражения означает, что интегрирование по θs 
выполняется в пределах (–r0/ρ, r0/ρ). Выполнив интегрирование в (5), для величины dN будем 
иметь выражение

 ( ) ( )
2

ρ cos θ
.

2π ρ
n

s
X

dN dVdn=   (6)

Это же выражение можно получить и из других соображений. Действительно, учитывая при-
веденное выше замечание о вкладе элементарной площадки dS радиатора в число пар ионов dN′s, 
которые генерированы в бесконечно малом объеме (произвольной формы, не обязательно в виде 
сферы) dV вокруг точки P (r,θ,z) в рабочем объеме камеры всеми треками, исходящими из этой 
площадки, величина dN′s будет определяться выражением

 ' cosθ ( ') ' ,
2πs s n
ddN dn X r dr Ω

=   (7)

где r′ – расстояние от точки испускания до точки наблюдения (длина трека), θn – угол между нор-
малью к площадке dS и линией трека r′, dΩ – телесный угол, под которым видна бесконечно ма-
лая сфера dV из центра элементарной площадки dS. В локальной сферической системе координат 
с центром в центре площадки dS элементарный объем dV и телесный угол dΩ, под которым он 
виден из центра площадки, записываются в виде 

 2

sin θ θ φ,

' ' .

d d d

dV r dr d

Ω =

= Ω
 
 (8)

тогда плотность пар ионов, создаваемых в объеме dV всеми треками, исходящими из элементар-
ной площадки dS радиатора, будет определяться выражением

 

'

2
cosθ ( ') ,

2π '
s n

s
dN X r dn
dV r

=   (9)

что совпадает с выражением (6). 
Из геометрии на рис. 1 следует, что величина cosθn и длина трека r′ могут быть выражены 

через координаты точек наблюдения (r,θ,z) и испускания (R,θ′,z′): 

 ( ) ( )22 2

cos(θ θ ')cosθ ,
'

' 2 cos θ θ ' ' .

n
R r

r

r r R rR z z

- -
=

= + - - + -

 
 (10)

С учетом выражений (10) начальная плотность ионизации в данной точке P, обусловленная 
фрагментами деления, исходящими из элементарной площадки dS радиатора, может быть запи-
сана в виде

 

( ) ( )

( ) ( )

'
0

3/222 2

' cos θ θ '
θ ' '.

2π 2 cos θ θ ' '

s N RX r R rdN d dz
dV r R rR z z

- -
=

 + - - + -
 

  (11)

Интегрируя выражение (11) по всей площади радиатора, видимой из точки наблюдения (r,θ,z), 
и проводя простейшие преобразования, для начальной плотности пар ионов, создаваемых оскол-
ками деления, получим искомое выражение в виде



   Proceedings of the National academy of sciences of Belarus, рhysic and mathematics series, 2017, no. 1, pp. 111–119 115

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

max 2
1

( )0
0 3

22 2

cos θ ' ' θ '
, ' ( ') ,

π '

' 2 cos θ ' ' ,

r z
sS z

R r dz dN RN r z dN X r H l r
r

r r R rR z z

θ  −  = = −

= + − + −

∫ ∫ ∫  
 (12)

где интегрирование проводится по все длине h = z2 – z1 рабочего объема камеры, Ra – радиус ано-
да. Предел интегрирования θmax по угловой переменной, соответствующий суммированию вкла-
дов от видимых с данной точки r областей поверхности радиатора, определяется геометрией 
рис. 2:

 
maxθ ( ) arccos arccos .a aR Rr

R r
   = +   
   

 
 

(13)

В (12) функция Хевисайда H(s) отражает тот факт, что длина трека u = r′ физически ограни-
чена длиной пробега l осколков деления. 

Как и следовало ожидать, начальная плотность ионизации в данной точке (r,θ,z) в силу ци-
линдрической симметрии не зависит от ее угловой переменной θ.

Наличие функции Хевисайда в подынтегральном выражении в принципе не обязательно,  
поскольку обрезание пределов интегрирования производится с помощью функции X(s) – количества 
ионных пар на единицу длины трека осколка. Эта величина определяется как отношение энергетиче-
ских потерь (stopping power) на единицу длины к энергетическим затратам на создание одной пары 
ионов. Энергетические потери могут быть рассчитаны по известной формуле Бете – Блоха [8]. 

В настоящее время ряд программ позволяют принимать во внимание более тонкие эффекты, 
не учтенные в формуле Бете – Блоха. Одной из них является программа SRIM [9], использован-
ная для оценки линейной плотности ионизации на длине трека. Для случая заполнения камеры 
чистым Ar под давлением 1 атм количество ионных пар на единицу длины трека осколка X(s), 
рассчитанное в программе SRIM, приведено на рис. 3 для иона Sr – одного из наиболее вероят-
ных осколков деления U235 .

Для выяснения поведения начальной плотности ионизации вблизи и вдали от поверхности 
радиатора и сравнения ее с аналогичным поведением для цилиндрической ИКД со слоем деля-
щегося вещества, нанесенного на внутренний электрод, представим (12), следуя работе [6], в виде

 
( ) ( )0 0, , ,

2π
N RXN r z F r z=   (14)

рис. 3. Линейная плотность ионизации, создаваемая осколком деления – ионом Sr – вдоль трека
Fig. 3. Linear density of ion pairs created by fission fragment Sr along the trajectory
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где X0 = X(r′ = 0) – линейная плотность ионизации вдоль трека, взятая в самом его начале. 
Величину X0 можно использовать как характеристику коротких камер, длина h которых меньше 
свободного пробега фрагмента деления в рабочем объеме камеры h < l. Функция F(r,z), которую 
можно рассматривать как нормированную плотность ионизации, для камер с делящимся веще-
ством, нанесенным на внутренний электрод, приведена в работе [6], а в нашем случае определя-
ется выражением
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1
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0
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cos θ ' ' θ '2, ' ( ') ,
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r z z
z z
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X r

r r R rR z
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+

 −  = −

= + − +

∫ ∫  

 (15)

На рис. 4 представлена нормированная плотность ионизации F(r) = F(r,0), создаваемая 
осколком деления – ионом Sr – в центре камеры (z = 0) и рассчитанная по формуле (15) для пара-
метров h = 10 cм, Ra = 0,8 см и R = 2,5 см для двух случаев: 

1) с учетом зависимости линейной плотности ионизации от координаты вдоль трека Х(r′);
2) пренебрегая такой зависимостью: Х(r′) = X0. 
Самые крайние точки справа на рис. 4 соответствуют поведению величины F(r) вблизи по-

верхности радиатора.
Условие Х(r′) = X0 = Х(r′ = 0) является условием на поверхности радиатора. Казалось бы, для 

второго случая при стремлении точки наблюдения к поверхности радиатора r→R соответствую-
щая величина F(r) должна стремиться к своему поверхностному значению, как это должно иметь 
место для камер с делящимся веществом на внутреннем электроде. Внимательный анализ, одна-
ко, показывает, что в этом отношении существует принципиальное различие между ИКД с деля-
щимся веществом на внутреннем и на внешнем электроде. Для ИКД с делящимся веществом на 
внутреннем электроде вклад в плотность ионизации в данной точке r рабочего объема определя-
ется ее локальным окружением, и при стремлении ее к поверхности внутреннего электрода нор-
мированная плотность ионизации будет стремиться к своему поверхностному значению. Для 
ИКД с делящимся веществом на внешнем электроде вклад в плотность ионизации в данной точке 

рис. 4. Зависимость начальной плотности ионизации от радиального расстояния до радиатора, создаваемой ионом Sr  
в центре камеры деления: Х(r′) – учет зависимости линейной плотности ионизации от координаты вдоль трека (a);  

Х(r′ = 0) = X(0) – линейная плотность ионизации вдоль трека постоянна (b)
Fig. 4. Dependence of the initial density of ion pairs on a radial distance to a radiator created by fission fragment Sr  
in the center of the fission chamber: Х(r′) – taking into account the dependence of the linear ionization density  

on the coordinates along the trajectory (a); Х(r′ = 0) = X(0) – linear ionization density along the trajectory is constant (b)
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наблюдения r рабочего объема определяется не только ее локальным окружением, но и удален-
ными, видимыми с данной точки областями внутренней стороны внешнего электрода, покрытой 
делящимся веществом (см. рис. 1). Поэтому при стремлении точки наблюдения к поверхности 
внешнего электрода нормированная плотность ионизации, кроме своего поверхностного вклада, 
будет иметь также дополнительный вклад от удаленных областей внутренней стороны внешне-
го электрода. 

Условие Х(r′) = X0  также означает, что линейная плотность ионизации постоянна во всех точ-
ках рабочего объема. В действительности же она имеет короткую область действия (см. рис. 2). 
Это означает, что нормированная плотность ионизации F(r), рассчитанная для первого случая  
с учетом конечной области действия функции Х(r′) вдоль трека, будет меньше по сравнению  
с аналогичной величиной, вычисленной в приближении Х(r′) = X0, что и показано на рис 4. 
Отличие величин F(r) для этих двух случаев при стремлении точки наблюдения к поверхности 
внешнего электрода связано с обозначенным выше дополнительным вкладом от удаленных об-
ластей его внутренней стороны, видимых с точки r. 

Пространственное распределение нормированной начальной плотности ионизации вдоль ка-
меры представлено на рис. 5 в форме изолиний. Следует отметить слабую зависимость началь-
ной плотности ионизации от координаты вдоль камеры, исключая концевые точки. 

Радиальная зависимость плотности ионизации, соответствующая нижней кривой на рис. 4, 
которая приведена на рис. 6 в разных точках –h/2 < z < h/2 по длине камеры, тоже практически 
не зависит от координаты z вдоль камеры. 

Эти особенности поведения пространственного распределения начальной плотности иониза-
ции в цилиндрической камере, когда распределение практически однородно по ее длине, объяс-
няют неплохую точность формулы из работы [5], выведенную в предположении ортогонально-
сти вылета фрагментов к оси камеры деления со слоем делящегося вещества, нанесенного на 
внутренний электрод.

Заключение. В работе предложена формула пространственного распределения начальной 
ионизации в рабочем объеме цилиндрической ионизационной камеры деления, в которой радиа-
тор находится во внешнем электроде, с учетом испускания осколков деления поверхностью ра-
диатора в любом направлении. Эта формула дает правильное поведение плотности пар ионов  
в любой точке внутри рабочего объема не только для миниатюрных, но и нормальных камер. 

Вблизи поверхности радиатора рассматриваемой камеры распределение начальной ионизации 
не стремится к своему поверхностному значению, как это имеет место для камер с делящимся 

Рис. 5. Изолинии пространственного распределения начальной плотности ионизации вдоль камеры
Fig. 5. Isolines of the spatial distribution of the initial density of ion pairs along the chamber
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веществом на внутреннем электроде. Природа этой особенности геометрическая, т. е. вклад ра-
диатора в плотность ионизации в заданной точке рабочего объема определяется не только ее ло-
кальным окружением, но и удаленными, видимыми с данной точки областями внутренней сто-
роны внешнего электрода, покрытой делящимся веществом.
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АЛГОРИтм СЖАтИЯ ГИПЕРСПЕКтРАЛЬНЫХ ДАННЫХ  
ДИСтАНЦИОННОГО ЗОНДИРОВАНИЯ ЗЕмЛИ1

Представлены результаты оценки корреляции гиперспектральных данных в пространственной и спектральной обла-
стях на примере гиперкуба AVIRIS Moffett Field. На их основе сформулированы ключевые особенности гиперспектраль-
ных данных. Приведены основные подходы к сжатию без потерь, выделены алгоритмы, относящиеся к тому или иному 
классу и применяемые в области дистанционного зондирования, показаны достоинства и недостатки конкретных реали-
заций на основе предсказания (linear prediction, fast lossless, spectral oriented least squares, correlation-based сonditional 
аverage рrediction, M-CALIC), поиска по таблице (lookup table, locally averaged interband scaling lookup tables) и вей-
влет-преобразования (3D-SPECK). С учетом выявленных недостатков разработан алгоритм сжатия гиперспектральных 
данных, включающий следующие этапы обработки: предобработка (для каждого спектрального канала выполняется не-
зависимо), понижение степени корреляции в спектральной области и энтропийный кодер. Приведены результаты тести-
рования предложенного алгоритма в сравнении с альтернативными кодеками. В качестве тестовых данных использова-
лись гиперкубы, входящие в тестовый набор AVIRIS (Cuprite, Jasper Ridge, Low Altitude, Moffet Field), который является 
общепризнанным стандартом при исследовании гиперспектральных данных. Полученные результаты свидетельствуют  
о соответствии разработанного алгоритма альтернативным подходам к сжатию без потерь, применяемым в дистанцион-
ном зондировании Земли. Достоинствами указанного алгоритма являются обеспечение параллельной обработки, вычис-
лительная простота (отсутствие операций с высокой латентностью, например, умножения и деления), минимальные тре-
бования к объему оперативной памяти (память используется только для хранения гиперкуба и соответствует его объему). 
С учетом всего вышесказанного допускается схемотехническая реализация алгоритма на борту летательного аппарата.

Ключевые слова: гиперспектральные данные, AVIRIS, сжатие без потерь, спектральная корреляция, простран-
ственная корреляция.
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COMPRESSION ALGORITHM OF THE HYPERSPECTRAL DATA OF EARTH REMOTE SENSING

The evaluation results of hyperspectral data correlation in spatial and spectral domains are presented by the example of 
the hypercube AVIRIS Moffett Field, and the key features of hyperspectral data are formulated. The basic approaches to loss-
less compression and the algorithms, which can be applied in Earth remote sensing, are considerеd. They are the prediction 
(linear prediction, fast lossless, spectral oriented least squares, correlation-based conditional average prediction, M-CALIC), 
the lookup tables (lookup table, locally averaged interband scaling lookup tables), the 3D wavelets (3D-SPECK). A compres-
sion algorithm of hyperspectral data is proposed with regard to the advantages and disadvantages of specific implementations 
of the analyzed algorithms in remote sensing. The main algorithm stages are the preprocessing (for each spectral channel,  
it is executed independently), the reduction of a correlation level in the spectral area and the entropy coder. The test results  
of the developed algorithm are given in comparison to the alternative codecs on the AVIRIS test set (Cuprite, Jasper Ridge, 
Low Altitude, Moffet Field) that prove the efficiency of the proposed algorithm: parallel processing, low computing cost  
(low latency instructions are used, no division and multiplication), small random access memory requirements (the memory  
is used only for storage of the hypercube). In the context of the above advantages, the hardware implementation of the algo-
rithm is allowed for on board the aircraft.

Keywords: hyperspectral compression, AVIRIS, spectral correlation, spatial correlation.
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Введение. Дистанционное зондирование Земли – это способ получения информации об объ-
екте без непосредственного физического контакта с ним. На борту летательного аппарата (на-
пример, спутника либо самолета) устанавливается спектрометр, задачей которого является фик-
сация излучения с поверхности, затем бортовая система осуществляет предобработку получен-
ных данных и передает их в центр приема информации. При этом в зависимости от типа 
спектрометра рабочий диапазон длин волн, фиксируемый аппаратурой, может составлять от до-
лей микрометра (видимое оптическое излучение) до метров (радиоволны).

В зависимости от типа спектрометра различают мультиспектральные (например, IKONOS, 
Rapid Eye и т. д.) и гиперспектральные (например, AVIRIS). Основное отличие заключается в том, 
что гиперспектральные спектрометры фиксируют данные в виде непрерывного диапазона спек-
тра с определенным шагом (например, диапазон от 500 до 700 нм с шагом 10 нм, всего 20 спек-
тральных каналов), в то время как мультиспектральные данные могут иметь те же 20 спектраль-
ных каналов, но распределенных в спектральном диапазоне неравномерно (например, 5 каналов 
в диапазоне от 500 до 600 нм и 15 – в диапазоне от 600 до 700 нм).

Проблемы развития систем дистанционного зондирования Земли. тенденции развития 
дистанционного зондирования показывают, что акцент в исследованиях смещается в область ги-
перспектральной съемки. Однако широкому практическому применению для аэрокосмического 
мониторинга препятствует отсутствие достаточного количества спутников и воздушных судов, 
оборудованных соответствующими спектрометрами; сложности, связанные с обработкой и ин-
терпретацией больших потоков информации, формируемой этими приборами. В связи с этим 
одним из актуальных направлений в развитии систем дистанционного зондирования Земли яв-
ляется создание спутниковой гиперспектральной аппаратуры и технологий обработки получае-
мой с помощью нее информации на борту летательного аппарата.

Данные, которые передаются в центр приема, представляют собой трехмерный куб (рис. 1), 
характеризующийся следующими разрешениями: пространственным (определяет площадь по-
верхности); спектральным (определяет охватываемый спектральный диапазон); радиометриче-
ским (определяет число уровней сигнала, которые сенсор может зарегистрировать).

Подобная структура, с учетом непрерывности спектрального диапазона, приводит к форми-
рованию существенного объема передаваемых на Землю данных и актуализации задачи сжатия. 
Например, данные спектрометра AVIRIS [1], которые используются для разработки алгоритмов 
и программного обеспечения для обработки гиперспектральных снимков, имеют следующие ха-
рактеристики: ширина изображения 677 пикселов, 224 спектральных канала, 12 бит на канал, 
что в общем случае приводит к 222,1 Кб данных на одну строку. С учетом характеристик совре-
менных радиоканалов связи и того, что съемка объекта осуществляется непрерывно, важнейши-
ми требованиями к алгоритмам сжатия данных являются высокий коэффициент сжатия и низ-
кая вычислительная сложность алгоритма, что связано с ограниченными схемотехническими 
возможностями летательного аппарата.

Рис. 1. Структура данных дистанционного зондирования Земли
Fig. 1. Structure of the Earth remote sensing data 
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Корреляция гиперспектральных данных. При	разработке	алгоритма	сжатия	было	прове-
дено	исследование	корреляции	гиперспектральных	данных,	позволяющей	оценить	степень	сход-
ства	между	ними.	Спектральная	корреляция	между	каналами	u	и	v	определяется	по	формуле	(1),	
пространственная	корреляция	для	канала	k	в	некоторой	точке	(i,	j) на	изображении	определяется	
по	формуле	(2).	Обе	формулы	были	представлены	в	[2]:
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где	u,v,k	–	номер	спектрального	канала,	 , , , , ,i j k i j k kx x x= −  kjix ,, 	–	значение	пиксела	с	координата-
ми	(i,	j)	на	изображении	в	спектральном	канале	k,	 kx 	–	математическое	ожидание	в	канале	k,	M  
и	N	–	ширина	и	высота	канала	в	пространственной	области,	 cov( )k kC img= 	–	матрица	ковариаций,	
полученная	при	обработке	изображения	imgk	спектрального	канала	k,	 ( , ),kC i j ),( iiCk 	и	 ),( jjCk 	–	
значения	в	матрице	ковариаций	Ck	с	координатами	(i,	j),	(i,	i)	и	( j,	j)	соответственно.

Результат	вычисления	спектральной	корреляции	между	каналами	для	гиперкуба	Moffett	Field	
представлен	на	рис.	2,	a.	Пространственная	корреляция	между	двумя	произвольными	точками	(i,	j)	
изображения	проиллюстрирована	на	рис.	2,	b	 (для	примера	выбран	канал	43	этого	гиперкуба).	
Изменение	значений	корреляции	представлено	визуально	полутоновым	изображением	(справа	при-
ведена	легенда).	Можно	сделать	следующие	выводы	об	особенностях	гиперспектральных	данных:

–	спектральная	корреляция	между	двумя	соседними	каналами	стремится	к	единице;
–	несмотря	на	сильную	спектральную	корреляцию	между	близкими	каналами,	в	наборе	воз-

можно	наличие	каналов,	корреляция	между	которыми	небольшая,	что	объясняется	погодными	
условиями	(например,	часть	дальнего	инфракрасного	излучения	поглощается	парами	воды	и	угле-
кислым	газом,	поэтому	если	спектрометр	охватывает	данный	диапазон	длин	волн,	могут	фикси-
роваться	«впадины»).

Обзор алгоритмов сжатия. На	 основе	 проведенного	 анализа	 литературы	 были	 выделены	
два	подхода	к	сжатию	гиперспектральных	данных:	с	применением	общеизвестных	методик	сжа-
тия	и	с	адаптацией	алгоритма	под	заданные	условия.

В	рамках	первого подхода	чаще	всего	используются	алгоритмы	сжатия	без	потерь	и	почти	без	
потерь	(когда	потери	информации	не	превышают	уровень	шума,	вносимого	используемым	спек-
трометром).	Они	разделяются	на	следующие	основные	классы,	главное	различие	между	которыми	
сводится	к	имеющимся	аппаратным	ресурсам:	на	основе	предсказания	(linear	prediction	(LP)	[3],	

    
а                                                                          b

Рис.	2.	Матрица	корреляции	для	гиперкуба	Moffett	Field:	a	–	спектральная;	b	–	пространственная
Fig.	2.	Correlation	matrix	for	the	hypercube	Moffett	Field:	a	–	spectral;	b	–	spatial
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fast lossless (FL) [4], spectral oriented least squares (SLSQ) [5], correlation-based conditional average 
prediction (CCAP) [6], M-CALIC [7]); поиск по таблице (lookup table (LUT) [8], locally averaged in-
terband scaling lookup tables (LAIS-LUT) [9]); вейвлеты (3D-SPECK [10]).

В алгоритмах сжатия на основе предсказания выделяется некоторая окрестность, над кото-
рой выполняется математическое действие (предсказание). Результат предсказания вычитается 
из оригинального значения и формируется ошибка предсказания, которая передается на блок 
энтропийного кодирования, результатом которого является сжатый поток данных. Восстанов-
ление осуществляется в обратной последовательности. В качестве алгоритма кодирования могут 
использоваться, например, коды Голомба – Райса или любой арифметический кодек, допускаю-
щий аппаратную реализацию. 

Основным недостатком многих алгоритмов предсказания является высокая вычислительная 
нагрузка при небольшом использовании оперативной памяти. 

алгоритмы на основе поиска по таблице обеспечивают ускорение процесса вычисления, осно-
ванное на том, что корреляция между спектральными каналами существенна. Для этих целей вво-
дится таблица, по которой выполняется предсказание. Размерность таблицы – число спектраль-
ных каналов, умноженное на максимально допустимое значение при данном радиометрическом 
разрешении. По текущему значению пиксела делается запрос в таблицу, и возвращаемое значе-
ние считается предсказанным. Дальнейшая обработка эквивалентна алгоритмам предсказания.

алгоритмы на основе дискретного вейвлет-преобразования являются наиболее требователь-
ными ко всем вычислительным ресурсам. Данный класс предполагает предварительный пере-
вод спектральной плоскости в частотную область. После этого возможно организовать обработ-
ку таким образом, чтобы система кодировала в первую очередь наиболее значимые вейвлет- 
коэффициенты, постепенно смещаясь в область с наименее значимыми коэффициентами. такой 
подход позволяет реализовать как сжатие без потерь (при обработке всех вейвлет-коэффициен-
тов), так и управляемое сжатие с потерями. Главный недостаток алгоритмов этого класса – вы-
числительная сложность, связанная с преобразованием в частотную область куба данных, и тре-
бования к пропускной способности памяти из-за случайных переходов в памяти от высокоча-
стотных к низкочастотным вейвлет-коэффициентам.

Второй подход основан на существенной избыточности получаемых данных и связан с боль-
шим спектральным разрешением. алгоритмы данного класса основываются на следующих 
упрощениях: 1) условия съемки заведомо известны; при таком подходе появляется возможность 
на борту летательного аппарата удалить неинформативные каналы (например, учесть влияние 
атмосферы) либо, наоборот, выделить наиболее информативные, т. е. в любом случае получить 
мультиспектральные данные; 

2) выполнение полного либо частичного анализа полученных данных и передача результата, 
а не самих данных. 

Достоинством алгоритмов, реализующих данный подход, является передача только необхо-
димых данных и существенное понижение объема передаваемых данных. тем не менее алгорит-
мы практически не реализуемы на борту летательного аппарата из-за их вычислительной слож-
ности.

Разработанный алгоритм сжатия. С учетом представленных выше особенностей гипер-
спектральных данных разработан алгоритм сжатия, основными компонентами которого являют-
ся: предобработка (для каждого спектрального канала), понижение степени корреляции в спек-
тральной области и энтропийный кодер (арифметический кодек). На рис. 3 приведен пример для 
трех каналов. 

Общее число спектральных каналов N делится на подмножества фиксированного размера n, 
которые передаются на вход алгоритма сжатия. При этом на n накладывается следующее огра-
ничение: 1 .n N< ≤  Рекомендуемое значение n – 20–25 каналов. Это связано со следующими 
утверждениями: маленькое значение n приводит к формированию большого числа опорных кадров 
(первый канал из подмножества), что в дальнейшем ухудшает декорреляцию в спектральной обла-
сти; предлагаемый алгоритм допускает параллельную обработку нескольких подмножеств, од-
нако при большом значении n общее число подмножеств снижается, что может привести к неэф-
фективному использованию вычислительных ресурсов.
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В качестве этапа предварительной обработки используется разработанная авторами данной 
статьи версия вейвлет-разложения. В кадре вычитается по два соседних столбца. Полученная 
дельта сохраняется в первой половине столбцов кадра в качестве результата. Во второй половине 
кадра сохраняются опорные значения (в качестве опорных выбран первый столбец из каждой 
дельты). После получения промежуточного результата аналогичное действие применяется к стро-
кам. В результате формируется кадр, по структуре схожий с вейвлет-разложением Хаара, однако 
допускающий возможность полного восстановления. если число уровней разложения больше 
единицы, описанные выше действия повторяются для нижней правой четверти кадра.

В общем случае применение вейвлет-разложения позволяет понизить избыточность данных 
в пространственной области и добавляет возможность управления процессом сжатия (адаптация 
модели для сжатия с потерями).

Для понижения степени спектральной корреляции может применяться один из следующих 
подходов: использование алгоритмов предсказания, работающих в спектральной области,  
и вычитание соседних каналов. Изучение алгоритмов предсказания не выявило каких-либо пре-
имуществ по сравнению с вычитанием соседних каналов. При этом аппаратная реализация по-
следнего подхода оказывается существенно проще. В качестве алгоритмов предсказания исполь-
зовались среднее арифметическое и  медиана области 2×2 пиксела.

Финальным этапом предлагаемого алгоритма служит энтропийное кодирование, задачей ко-
торого является формирование результирующего сжатого потока.

тестирование алгоритма сжатия. Для тестирования алгоритма сжатия использовался те-
стовый набор AVIRIS [1] (Cuprite, Jasper Ridge, Lunar Lake, Moffer Field), который считается об-
щепризнанным стандартом при проведении исследований в области дистанционного зондирова-
ния. Данный сенсор позволяет фиксировать изображения с пространственным разрешением 
20×20 метров на один пиксел в спектральной области от 400 до 2500 нм с шагом 10 нм (при этом 
обеспечивается 224 спектральных канала). тестовые данные имеют следующие характеристики:

– радиометрическое разрешение – 16-битное целое число;
– число спектральных каналов – 224;
– пространственное разрешение изображения:

– Cuprite – 614 строк, 512 столбцов (суммарный объем – 134,3 МБ);
– Jasper Ridge – 614 строк, 2586 столбцов (суммарный объем – 678,4 МБ);
– Low Altitude – 614 строк, 1087 столбцов (суммарный объем – 285,2 МБ);
– Moffet Field – 753 строк, 1924 столбцов (суммарный объем – 619,0 МБ).

тестирование проводилось на оригинальных тестовых наборах без предварительной обработ-
ки. При тестировании разработанного алгоритма сжатия использовались следующие параметры:  

Рис. 3. алгоритм сжатия гиперспектральных данных
Fig. 3. Compression algorithm of hyperspectral data
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в качестве алгоритма понижения степени спектральной корреляции использовалось вычитание со-
седних каналов; в качестве энтропийного кодека применялся оптимизированный для аппаратной 
реализации арифметический кодек, для чего было выполнено преобразование кода в целочислен-
ную арифметику, а операции умножения и деления заменены на операции логического сдвига.

В проведенном эксперименте оценивался коэффициент сжатия разработанного алгоритма 
(таблица). Для сравнения в данной таблице показаны также результаты работы основных алго-
ритмов на основе предсказания, поиска по таблице и вейвлет-преобразования. Для этих алгорит-
мов приведены коэффициенты сжатия, полученные авторами указанных алгоритмов. 

Коэффициент сжатия / Compression factor

алгоритм сжатия 
Compression algorithm

тестовое множество / Test set Среднее значение 
Average valueCuprite Jasper Ridge Low Altitude Moffet Field

LP 3,03 2,94 2,76 2,88 2,90
FL 3,23 3,16 3,00 3,16 3,14
SLSQ 3,19 3,19 3,09 3,17 3,16
CCAP 3,16 3,15 2,94 – 3,08
M-CALIC 3,22 3,17 3,01 3,38 3,20
LUT 3,44 3,23 3,35 3,17 3,30
LAIS-LUT 3,58 3,42 3,50 3,36 3,47
3D-SPECK – 2,39 – 2,33 2,36
Разработанный алгоритм / Developed algorithm 2,70 2,90 3,10 3,00 2,93

Преимуществами разработанного алгоритма по сравнению с рассматриваемыми являются:
– по сравнению с LP и 3D-SPECK – коэффициент сжатия;
– возможность применения к любому типу сенсора без предварительного анализа характери-

стик и условий съемок; алгоритмы SLSQ, CCAP и M-CALIC предполагают предварительную 
настройку статистических коэффициентов с учетом параметров сенсора либо решение системы 
уравнений при съемке, что существенно усложняет аппаратную реализацию;

– алгоритм FL предполагает выделение памяти для хранения трех предыдущих спектраль-
ных каналов для формирования вектора с весовыми коэффициентами;

– при тестировании алгоритмов LP, FL и SLSQ авторы выделяют множество спектральных 
каналов с низкой корреляцией между соседями и в дальнейшем либо не сжимают данные кана-
лы (получают мультиспектральные данные) либо обрабатывают их отдельно; недостатком тако-
го подхода является необходимость анализа коэффициента корреляции и принятия решения  
о выборе алгоритма, что существенно усложняет аппаратную реализацию, либо формирование 
данного множества заранее, что накладывает ограничения на условия съемки;

– алгоритмы на основе поиска по таблице требуют дополнительного объема оперативной па-
мяти для хранения всей истории предсказаний и установки микросхем с низкой латентностью 
доступа; кроме того, алгоритм LAIS-LUT при расчете весового коэффициента предполагает 
применение операции умножения и трех операций деления, обладающих существенной латент-
ностью по сравнению с остальными арифметическими операциями.

Заключение. В рамках статьи рассмотрены различные подходы к сжатию гиперспектраль-
ных данных, выявлены их достоинства и недостатки. Выполнен анализ недостатков конкретных 
реализаций. С учетом полученных данных представлен алгоритм сжатия без потерь, примени-
мый к классическому гиперкубу. Достоинствами алгоритма сжатия являются: возможность па-
раллельной обработки, так как множества n спектральных каналов могут обрабатываться неза-
висимо; вычислительная простота (отсутствие арифметических операций с высокой латентно-
стью, например, умножение или деление); минимальные требования к объему ОЗУ – память 
используется только для хранения гиперкуба и соответствует его объему (например, для тесто-
вого набора Low Altitude – 285,2 Мб); универсальность подхода без зависимости по типу исполь-
зуемого сенсора; возможность реализации на борту летательного аппарата. В дальнейшем пла-
нируется тестирование предложенного алгоритма сжатия на гиперспектральных данных, полу-
ченных с применением Фурье-интерферометра, а также разработка 3D-версии контекстной 
модели для бинарной версии арифметического кодирования.
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УЧенЫе БеЛарУси
sCientists of BeLarUs

ВАЛЕНтИН АНтОНОВИЧ ОРЛОВИЧ

(К 70-летию со дня рождения)

2 января 2017 г. исполнилось 70 лет со дня рождения акаде-
мика Валентина антоновича Орловича — известного ученого  
в области лазерной физики, нелинейной оптики, спектроскопии, 
лазерно-оптического приборостроения.

Валентин антонович родился 2 января 1947 г. в д. Красное 
Молодечненского района Минской области. В 1964 г. окончил  
с золотой медалью среднюю школу и поступил на физический 
факультет (отделение радиофизики) Белорусского государствен-
ного университета, после окончания которого был распределен 
в Институт физики аН БССР. В 1969–1994 гг. – стажер-исследо-
ватель, младший, старший, ведущий, главный научный сотруд-
ник, с 1994 г. – заведующий лабораторией, с 1998 г. – замести-
тель директора Института физики им. Б. И. Степанова НаН Бе-
ларуси. С 2003 г. – председатель Научного совета – директор 
Исполни тельной дирекции Белорусского республиканского фон-

да фундаментальных исследований. С 2014 г. – академик-секретарь Отделения физики, матема-
тики и информатики НаН Беларуси.

Первый цикл исследований В. а. Орловича, завершившийся защитой кандидатской диссер-
тации в 1976 г., был посвящен изучению закономерностей развития вынужденного комбинационно-
го рассеяния (ВКР) в жидких средах и разработке методов измерения коэффициентов ВКР-усиления, 
а также сечений комбинационного рассеяния (КР). В дальнейшем разнообразие исследуемых нели-
нейно-оптических явлений, рассеивающих сред и вариантов постановки эксперимента были су-
щественно расширены. При этом большое внимание уделялось как познанию физической сущ-
ности изучаемых явлений, так и выяснению возможностей их практического применения. С ис-
пользованием ВКР-преобразования и лазеров на растворах красителей уже в средине 1970-х гг.  
в Институте была создана уникальная лазерная система, позволяющая получать когерентное  
излучение на длинах волн, плавно перестраиваемых в диапазоне 0,3–8,1 мкм. За этот цикл работ 
В. а. Орловичу (в составе коллектива сотрудников других лабораторий института) присуждена 
премия ленинского комсомола Беларуси (1978). 

В 1980-е гг. В. а. Орловичем с коллегами выполнен большой цикл работ по спектроскопии 
когерентного антистоксового рассеяния света (КаРС) и развитию методов спектроскопии резо-
нансного комбинационного рассеяния. Одним из результатов этих исследований явилось созда-
ние (с мировым приоритетом) в Институте лабораторной установки невырожденного КаРС, по-
зволяющей измерять все компоненты тензора кубической восприимчивости и другие характери-
стики колебаний молекул в основном и возбужденных электронных состояниях. Был также 
разработан и практически реализован метод спектроскопии насыщения КР, что, совместно с ме-
тодами наведенного поглощения и спонтанного КР, позволило обнаружить и объяснить ряд эф-
фектов и фотохимических реакций, возникающих при взаимодействии молекул металлопорфи-
ринов с молекулами растворителей, ДНК и ДНК-моделирующих соединений. 

Валентин антонович всегда уделял большое внимание вопросам совершенствования и со-
здания новых источников когерентного излучения. В частности им предложен и практически 



128     Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 1. С. 127–128 

реализован в лазерах различного типа новый метод повышения яркости генерируемых световых 
пучков путем использования неустойчивого телескопического резонатора с поляризационным вы-
водом излучения. Применение данного метода в эксимерном лазере позволило получить потоки 
УФ-излучения с расходимостью порядка 0,1 мрад, что дало возможность эффективно преобразо-
вывать это излучение с помощью ВКР в большое число стоксовых компонент. В. а. Орлович внес 
большой вклад в разработку и создание ряда других ВКР-преобразователей и мощных лазерных 
источников, часть из которых была доведена до мелкосерийного выпуска. Результаты работ уче-
ного по исследованию и применениям КаРС и ВКР-преобразователей лазерного излучения легли 
в основу его докторской диссертации, защищенной в 1990 г. В дальнейшем значительное место  
в научной деятельности В. а. Орловича и возглавляемой им лаборатории заняли исследования 
макроскопических проявлений квантовых шумов в энергии, интенсивности и спектре ВКР-пре-
образованного излучения и накачки. Важным результатом этих работ стало открытие возможно-
сти получения с помощью ВКР-преобразования излучения с супергауссовой статистикой и до-
казательство того факта, что при ВКР-преобразовании лазерных импульсов могут быть получе-
ны солитоноподобные волны разных типов, в том числе с детерминированной возможностью 
генерации солитонов определенного типа. 

В последние годы внимание ученого сосредоточено на исследованиях ВКР в кристалличе-
ских средах, на решении проблем создания высокотехнологичных полностью твердотельных,  
в том числе и малогабаритных, лазерных систем, позволяющих получать мощное когерентное 
излучение в широком диапазоне длин волн. В этом направлении им совместно с учениками пред-
ложена и реализована концепция создания полностью твердотельной лазерной системы, позволя-
ющей получать мощное высокомонохроматическое излучение на любой из длин волн, в том числе 
плавно перестраиваемое, в диапазоне 0,188–1,8 мкм; обнаружен и исследован эффект ВКР-само пре-
образования частоты в мини- и микрочип-лазерах на различных кристаллах; получено ВКР-пре-
образование частоты фемтосекундных лазерных импульсов в кристаллических средах в условиях, 
когда длительность импульсов сравнима или меньше периода колебаний рассеивающей среды; 
получено ВКР-преобразование непрерывного лазерного излучения в кристаллических средах; 
реализовано многокомпонентное ВКР-преобразование на кристаллах в резонаторе; предсказана 
и впервые реализована генерация на ряде новых перспективных кристаллах, созданы новые ти-
пы лазеров и нелинейно-оптических преобразователей частоты для специальных применений.

Научные результаты В. а. Орловича изложены более чем в 600 публикациях, отмечены 
Государственной премией Республики Беларусь (2000). Он награжден медалью Международного 
оптического общества им. Д. С. Рождественского (Россия), Золотой медалью академии наук 
Монголии и др.; в 2016 г. удостоен звания «Заслуженный деятель науки Республики Беларусь». 

В настоящее время как академик-секретарь Отделения физики математики и информатики 
НаН Беларуси Валентин антонович проводит большую научно-организационную работу, пред-
лагает новые формы развития Отделения, перспективные направления фундаментальных иссле-
дований. Имя В. а. Орловича широко известно мировой научной общественности. Он принима-
ет активное участие в международных конгрессах, конференциях, школах, сотрудничает с фи-
зическими центрами многих стран, является директором Международного научного центра 
Центральной европейской инициативы в г. Минске.

Глубокие творческие идеи, энергия ученого и высокие моральные качества позволили  
В. а. Орловичу снискать авторитет чуткого и доброжелательного человека, мудрого руководите-
ля. Сердечно поздравляем Валентина антоновича с юбилеем, желаем ему крепкого здоровья  
и дальнейших творческих успехов. 

Отделение физики, математики и информатики НАН Беларуси,  
Институт физики им. Б. И. Степанова НАН Беларуси, Белорусское физическое общество
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