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Л. А. Янович¹, М. В. Игнатенко²1

¹Институт математики Национальной академии наук Беларуси, Минск, Беларусь 
²Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь

К ТЕОРИИ ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ ЭРМИТА – БИРКГОФА 
НЕЛИНЕЙНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Данная статья посвящена задаче построения и исследования обобщенных интерполяционных формул Эрми
та – Биркгофа для операторов, заданных на функциональных пространствах. Построение операторных интерполя-
ционных формул основано на интерполяционных полиномах для скалярных функций относительно произвольной 
чебышевской системы. Приведенные формулы содержат интегралы Стилтьеса и дифференциалы Гато интерполиру-
емого оператора и являются инвариантными для операторных многочленов специального класса. Получено явное 
представление погрешности операторного интерполирования обобщенными многочленами Эрмита  –  Биркгофа.  
На основе обобщенных интерполяционных формул Эрмита – Биркгофа построены интерполяционные многочлены 
для обыкновенных дифференциальных операторов произвольного порядка, заданных в пространстве непрерывно 
дифференцируемых функций. Рассмотрены также некоторые частные случаи формул Эрмита – Биркгофа такого 
вида для различных чебышевских систем скалярных функций. Полученные результаты могут быть использованы  
в теоретических исследованиях как основа построения приближенных методов решения некоторых нелинейных 
операторных уравнений, встречающихся в нелинейной динамике, математической физике.

Ключевые слова: операторный многочлен, операторное интерполирование, обобщенное интерполирование типа 
Эрмита – Биркгофа, дифференциальный оператор, дифференциал Гато, интеграл Стилтьеса, погрешность интерполяции

L. A. Yanovich¹, M. V. Ignatenko²

¹Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus 
²Belarusian State University, Minsk, Belarus

TO THE THEORY OF HERMITE – BIRKHOFF INTERPOLATION  
OF NONLINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL OPERATORS

This article is devoted to the problem of construction and research of generalized interpolation formulas of Hermite –
Birkhoff type for operators given on the function spaces. The construction of operator interpolation formulas is based on in-
terpolation polynomials for scalar functions with respect to the arbitrary Chebyshev system of functions. The given formulas 
contain the Stieltjes integrals and the Gateaux differentials of an interpolated operator and are invariant for the special-class 
operator polynomials. An explicit representation of the error of the generalized Hermite – Birkhoff operator interpolation  
is obtained. On the basis of the generalized interpolation Hermite – Birkhoff formulas the interpolation polynomials for ordi-
nary differential operators of arbitrary order given in the space of continuously differentiable functions are constructed. Some 
special cases of the Hermite – Birkhoff formulas of this type for various Chebyshev systems of scalar functions are also con-
sidered. The obtained results can be used in theoretical research as a basis for constructing approximate methods of solving 
some nonlinear operator equations that occur in nonlinear dynamics, mathematical physics.

Keywords: operator polynomial, operator interpolation, generalized Hermite – Birkhoff-type interpolation, differential 
operator, differential of Gateaux, integral of Stieltjes, interpolation error

Введение. Рассмотрим на числовом множестве ⊆T   произвольную чебышевскую систему 
непрерывно дифференцируемых на T необходимое число раз функций =0{ ( )}ϕ q

k kt  и соответству-
ющие многочлены вида 

	
=0

( ) = ( ),ϕ∑
q

q k k
k

P t c t  	 (1)

где ck – комплексные или действительные числа (k = 0,1,…,q; q = 0,1,2,…). 

© Янович Л. А., Игнатенко М. В., 2017
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Пусть ( ) ,
, , 0=
= ε

m n
m n ij i jI  – матрица размерности (m + 1) × (n + 1), элементы εij (i = 0,1,…,m;  

j = 0,1,…n) которой 0 или 1. Через Nm,n обозначим множество пар чисел (i, j), которые определяют 
индексы ненулевых элементов этой матрицы, т. е. , = {( , ) : = 1,  0 ,  0 },ε ≤ ≤ ≤ ≤m n ijN i j i m j n  в том 
числе ,0 0= {( ,0) : = 1,  0 },ε ≤ ≤m iN i i m  а через , , ,0= \m n m n mM N N  – множество всех пар чисел (i, j), 
соответствующих εij = 1 (0 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Обобщенная интерполяционная задача Эрмита – Биркгофа для функции f(t) ( )∈t T  состоит  
в построении многочлена , ,( ) ( ; )≡m n m nB t B f t  вида (1), удовлетворяющего условиям 

	 , ,( ) = ( ), ( , ) ,∈j m n i j i m nD B t D f t i j N  	 (2)

где узлы ( = 0,1,..., )it i m  – различные точки из T; линейные дифференциальные операторы 

( )

=1
( ) = ( ),ν

ν
ν
∑

j
j jD f t a f t ( = 1,2, , );   ν jj n a  – заданные числа,  f ( ν)(t) – производная ν-го порядка функ

ции f(t), D0  f(t) = f(t). В обычной постановке этой интерполяционной задачи оператор Dj f(t) = f ( j)(t). 
Отметим, что даже в частных случаях задача Эрмита – Биркгофа не всегда разрешима [1, 2]. 

Исследование регулярности интерполирования типа Эрмита – Биркгофа, различные постановки 
этой задачи и некоторые ее применения имеются в монографии [3] и работах [4,  5]. Поэтому  
для данного общего случая предположим, что указанный интерполяционный многочлен Bm,n( f;t)  
существует и записан в виде 

	 ( )
,

( , ) ,
( ; ) = ( ) ( ).

∈
∑ m

m n j iij
i j Nm n

B f t H t D f t 	 (3)

Здесь ( ) ( )m
ijH t  – многочлены класса (1), удовлетворяющие условиям ( ) ( ) = ,ν νδ δm

k ik jijD H t  где 
δij – символ Кронекера ( )0 , ;  0 , .≤ ≤ ≤ ν ≤i k m j n  В верхнем индексе (m) обозначения ( ) ( )m

ijH t  ука-
зан номер последней строки в соответствующей матрице Im,n.

Для отдельных чебышевских систем функций в случае задачи Абеля – Гончарова интерпо-
ляционные многочлены вида (3), для которых справедливы равенства (2), ранее получены в [6], 
а для алгебраической системы функций и задачи Эрмита – Биркгофа специального вида –  
в работах [7–9].

Пусть X = X(T) – заданное пространство гладких на T функций, на котором определен опера-
тор F : X → Y, где Y – также некоторое функциональное пространство. Далее будем рассматри-
вать только те операторы, для которых ν-е дифференциалы Гато 1 2[ ; , ,..., ]ν

νδ F x h h h  содержат 
произведение функций 1 2( ), ( ),..., ( )νh t h t h t ( )( ) .= ∈i ih h t X  Предположим, что если в качестве 
аргумента t функций φk(t) и f(t) и узлов интерполирования tk взять соответственно x ≡ x(t)  
и xk ≡ xk(t) ( )∈t T  – элементы пространства X (причем такие, что значения функций x(t), xk(t) 
принадлежат ⊆T  ), то формулы вида (3) существуют и для них выполняются условия, ана-
логичные условиям (2).

Будем рассматривать также операторные многочлены , :ν →qP X Y  вида 

	 ,
=0

( ( ))( ) = ( ; , ) ( = 0,1,2,...),
( ( ))

ν

ν ν
ϕ

ν ν
σ

∑ ∫
q

k
q k

mk T

d x tP x a s t dt
x tdt

	 (4)

где ( ; , )νka s t  – фиксированные функции ( ,   ),∈ ∈s t T  а сумма фундаментальных многочленов 
( )
0

( ,0) ,0
( ( )) = ( ( ))

∈
σ ∑ m

m i
i Nm

x t H x t  – постоянная или некоторая переменная на T функция. Предпола

гается также, что интегралы, входящие в формулу (4), существуют, а необходимые в дальней-
шем преобразования допустимы.
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Рассмотрим следующие операторно-дифференциальные выражения вида 

	 1 2
=1

( ) = [ ; ... ],ν
ν

ν
δ∑

j
j j jD F x a F x h h h 	 (5)

где 1 2[ ; ... ]νδ jF x h h h  – дифференциал Гато ν-го порядка оператора F в точке x, когда первые (ν – 1) 
направления ( ) 1= ≡i ih h t ( )1,2,..., 1 ,= ν −i  а последнее ν-е направление является произведением 
вида 1 2...ν = jh h h h ( )= ( ) .ν ν ∈h h t X  Далее считаем, что 0 ( ) = ( ).D F x F x  В частном случае при 

=ν νδj ja  будем иметь 1 2( ) = [ ; ... ].δ

j
j jD F x F x h h h  Аналогично, через [ ; ] jD F x h  обозначим опера-

тор вида (5), когда ( ) 1ν ≡h t  для = 1,2,..., 1,ν −j  а j-е направление равно h(t). 
Если ( ) = ( ( )),F x f x t  где f(u) – числовая функция, имеющая производную порядка j в точке  

u = x(t), тогда справедливо равенство 1 2( ) = ( ) ( ) ( )... ( ), j j jD F x D f x h t h t h t  в котором все направле-
ния hi(t) (i = 1,2,…,j) входят в виде их произведения.

Заметим, что условия интерполирования требуют, как правило, совпадения значений интер-
поляционного и приближаемого оператора, а также их производных в заданных точках (узлах 
интерполирования). В приведенных далее формулах используются значения интерполируемого 
оператора на более широком множестве, чем совокупность узлов.

Интерполяционные формулы Эрмита  –  Биркгофа, содержащие дифференциалы ин- 
терполируемого оператора. Рассмотрим обыкновенные дифференциальные операторы 

( ): ( ) →sF C T Y  общего вида

	 ( )( )( ) , ( ), ( ), ( ),..., ( ) ,′ ′′= sF x f t x t x t x t x t 	 (6)

где ( ) ( )( ) =
k

k
k

d x tx t
dt

( 0,1,..., ),=k s ( ) ( )sC T  – пространство s раз непрерывно дифференцируемых 

на ⊆T R  функций x(t), функция 0 1( , , ,..., )= sy f t u u u  переменных t, 0 1, , ..., su u u  задана на прямо-
угольнике 0 1 ,Ω = × × × × sT T T T  где   ( 0,1,..., ),⊆ =iT R i s  а Y – некоторое функциональное 
пространство. 

Ранее в работе [10] на основе формул вида (3) были построены обобщенные интерполяцион-
ные операторные многочлены, заданные в функциональных пространствах, которые содержат 
дифференциалы интерполируемого оператора и являются инвариантными относительно мно-
гочленов вида (4). Доказана [10] следующая

Т е о р е м а  1. Для операторного многочлена 

, ( ; ) = ( ) +m n pB F x F x

	
( )( )1

0

( ,0) ( , )0,0 ,

( )( )
( ); ( ) ; ( ) ,

( ) ( )∈ ∈

  
 + δ + τ − − τ + σ 

σ σ     
∑ ∑∫ 

mm
iji

p i p i p j i m i
m mi N i j Mm m n

H xH x
F x x x x x d D F x x

x x
	 (7)

где xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 множества Nm,0, выполняются ин-
терполяционные условия 

	 , ,0 , ,( ; ) = ( ), ( ,0) ;     ( ; ) = ( ), ( , ) .∈ ∈ m n i i m j m n i j i m nB F x F x i N D B F x D F x i j M 	 (8)

(Когда множество Nm,0 пустое, то 

	

( )
,

( , ) ,
( ; ) = ; ( )

∈

 
 ∑ 

m
m n j i ij

i j M m n
B F x D F x H x

и первая группа равенств в (8) отсутствует.) Если формула (3) точна для обобщенных много
членов (1) при некотором фиксированном значении q и любых различных узлах ∈it T  ( = 0,1,..., ),i m  
то интерполяционная формула (7) будет инвариантна относительно операторных многочленов 
вида (4) с таким же значением q.
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Частный случай формулы (7) для ( ) 1σ ≡m x  получен в работе [11].
Заметим, что в интерполяционной задаче Эрмита – Биркгофа при добавлении узла xm+1 к сис

теме узловых точек x0, x1, … xm размерность матрицы Im,n увеличивается: добавляется одна строка 
и k столбцов, где k может принимать значения 0,1,2… . В частности, для задачи Эрмита с дву-
кратными узлами k = 0, а для задачи Абеля – Гончарова k = 1. При этом размерность новой ма-
трицы 1,+ +m n kI  становится равной ( 2) ( 1 ),+ × + +m n k  а множества Nm,0, Nm,n, Mm,n преобразуются 
к виду Nm+1,0, Nm+1,n+k, Mm+1,n+k соответственно. Отметим, что для одной и той же системы уз- 
лов x0,x1,…xm множества Mm,n и Mm,n+k (k = 0,1,2,…) – пары чисел (i, j), соответствующих 

( )= 1  0 ,  1 ,ε ≤ ≤ ≤ ≤ +ij i m j n k  совпадают.
В данной работе получим представление погрешности , ,( ) ( ) ( ; )= −m n m nr x F x B F x  интерполи-

рования оператора F(x) полиномом , ( ; )m nB F x  вида (7).
Т е о р е м а  2. Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),= −m n m nr x F x B F x  где , ( ; )m nB F x  – интерполяцион-

ный полином (7), имеет место представление
( 1) ( )1
0 0

,
1( ,0) 01,0

( ) ( )
( ) ( ); ( )

( ) ( )

+

+∈ +

   = δ + τ − − − τ +  
σ σ    

∑ ∫
m m

i i
m n p i p i p

m mi Nm

H x H x
r x F x x x x x d

x x

	
( 1) ( )

1
1( , ) 1,

( ) ( )
; ( ) ( ) ,

( ) ( )

+

+
+∈ + +

 
 + σ − σ

σ σ  
∑ 

m m
ij ij

j i m i m i
m mi j M m n k

H x H x
D F x x x

x x
	 (9)

где xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 множества Nm,0; xm+1 = x; k – раз-
ность числа столбцов матриц Im+1,n+k и Im,n; ( )( )

1, ( ) 0  0,1,2,... .+ ≡ =m
m jH x j

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, погрешность , ( ) = 0νm nr x  для ,0( ,0) .ν ∈ mN  При ν = m + 1 
с учетом тождества ( ), ,   0,1,2,...+≡ =m n m n kM M k  получим 

( 1)1
10

, 1
1 1( ,0) 01,0

( )
( ) = ( ); ( )

( )

+
+

+
+ +∈ +

 
δ + τ − − τ + 

σ  
∑ ∫

m
mi

m n m p i p i p
m mi Nm

H x
r x F x x x x x d

x

( 1)
1

1
1 1( , ) 1,

( )
; ( )

( )

+
+

+
+ +∈ + +

 
 + σ −

σ  
∑ 

m
mij

j i m i
m mi j M m n k

H x
D F x x

x

( )1
10

1( ,0) 01,0

( )
( ); ( )

( )
+

+∈ +

 
− δ + τ − − τ − 

σ  
∑ ∫

m
mi

p i p i p
m mi Nm

H x
F x x x x x d

x

( )
1

1
1( , ) 1,

( )
; ( ) ( )

( )
+

+
+∈ + +

 
 − − σ = −

σ  
∑ 

m
mij

j i m i m
m mi j M m n k

H x
D F x x F x

x

( )( )1 110

1 1( ,0) ( , )0,0 ,

( )( )
( ); ( ) ; ( )

( ) ( )
++

+ +∈ ∈

     − δ + τ − − τ + σ =  
σ σ       

∑ ∑∫ 

mm
mijmi

p i p i p j i m i
m m m mi N i j Mm m n

H xH x
F x x x x x d D F x x

x x

1 , 1= ( ) ( ; ).+ +−m m n mF x B F x

Таким образом, справедливо равенство , ,( ) = ( ) ( ; ),−m n m nr x F x B F x  т. е. выражение (9) дей-
ствительно представляет погрешность интерполирования оператора F(x) полиномом , ( ; )m nB F x  
вида (7). Теорема 2 доказана.

Далее, на основе формулы (7), построим интерполяционный многочлен для обыкновенного 
дифференциального оператора (6). Дифференциальный оператор (6) зависит от одной функцио-
нальной переменной x(t), для него дифференциал Гато [ ; ]δF x h  в точке x = x(t) по направлению  
h = h(t) ( )( ), ( )∈ sx h C T  вычисляется по правилу 
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( )
( )[ ; ] ( ) ( ) ( )∂ ∂ ∂′δ = + + +

′∂ ∂ ∂


s
s

f f fF x h h t h t h t
x x x

 ( )( ) ( )
( )

0
, ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ).

=

∂ ′ ′′=
∂

∑
s s q

q
q

f t x t x t x t x t h t
x

 

Дифференциал Гато второго порядка 2
1 2[ ; , ]δ F x h h  оператора F в точке x по направлениям 

h1, h2 равен

	
( )

2
( ) ( )2 ( )

1 2 1 2( ) ( )
0 0

[ ; , ] , ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ) ( ).
= =

∂ ′ ′′δ =
∂ ∂

∑ ∑
s s j qs

j q
q j

F x h h f t x t x t x t x t h t h t
x x

Обозначим ( )1, 1 2...   2,3,... .= =j jh h h h j   Тогда

	
( )

2
( )2 2 ( )

1, 2 1,2 1,2( )
0

[ ; ] [ ;1, ] , ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ).
=

∂ ′ ′′δ ≡ δ =
∂ ∂

∑
s qs

q
q

F x h F x h f t x t x t x t x t h t
x x

Аналогично получим, что 

	
1, 1,

1

[ ; ] [ ;1,1,...,1, ]ν ν
ν ν

ν−

δ ≡ δ


F x h F x h ( ) ( )( )
1,1 ( )

0
, ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ).

ν

νν−
=

∂ ′ ′′=
∂ ∂

∑
s qs

q
q

f t x t x t x t x t h t
x x

Следовательно, 

	 ( ) ( )( )
1, 1,1 ( )

=1 0
; , ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ),

ν

ν ν−
ν =

∂ ′ ′′=   ∂ ∂
∑ ∑

j s qs
j j j jq

q
D F x h a f t x t x t x t x t h t

x x
	 (10)

и для операторов (6) формула (7) преобразуется к виду 

	 ( )( )
, ( , ) = , ( ), ( ), ( ),..., ( )′ ′′ +s

m n p p p pB F x f t x t x t x t x t
	

	

( )1
0

( )
( ,0) 00,0

( ( ))
, ( , ), ( , ),..., ( , ) ( ( ) ( ))

( ( ))

ν

ν ν
∈ ν=

  ∂ ∂ ∂ ∂  + υ τ υ τ υ τ − τ +    ∂ σ∂ ∂∂υ     
∑ ∑∫

mss
i

i i i i ps
mi Nm i

H x t
f t t t t x t x t d

t x tt t

	 ( )
( )

( )
( )1

( , ) =1 0,

( ( ))
, ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ( )) ,

( ( ))

ν

ν ν−
∈ ν =

 ∂ ∂  ′ ′′+ σ 
σ∂∂ ∂   

∑ ∑ ∑
mqj s ijs

j i i i m iiq q
mi j M q im n i

H x t
a f t x t x t x t x t x t

x ttx x
	 (11)

где функция  ( ) ( ) ( ) ,0( , ) ( ) ( ) ( ) ,   ,   ,0 .i
i i p i p mit x t x t x t i N

t

ν
ν

ν
∂ υ

υ = υ τ = + τ − υ = ∈
∂

 
Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),= −m n m nr x F x B F x  где F(x) – обыкновенный дифференциальный 

оператор вида (6), а , ( ; )m nB F x  – интерполяционный полином (11), представление (9) примет вид

1

, ( )
( ,0) 001,0

( ) , ( , ), ( , ),..., ( , )ν
∈ ν=+

 ∂ ∂ ∂
= υ τ υ τ υ τ ×  ∂ ∂∂υ  

∑ ∑∫
ss

m n i i is
i Nm i

r x f t t t t
t t

( 1) ( )
0 0

1

( ( )) ( ( ))
( ( ) ( ))

( ( )) ( ( ))

+ν

ν
+

  ∂  × − − τ +   σ σ∂    

m m
i i

i p
m m

H x t H x t
x t x t d

x t x tt

	
( )( )

( )1
( , ) =1 01,

, ( ), ( ), ( ),..., ( )
ν

ν ν−
∈ ν =+ +

∂ ′ ′′+ ×
∂ ∂

∑ ∑ ∑
j s s

j i i i iq
i j M q im n k i

a f t x t x t x t x t
x x

	

( 1) ( )

1
1

( ( )) ( ( ))
( ( )) ( ( )) ,

( ( )) ( ( ))

+

+
+

 ∂  × σ − σ 
σ σ∂   

m mq
ij ij

m i m iq
m m

H x t H x t
x t x t

x t x tt

где, как и ранее, xm+1 = x, k – разность числа столбцов матриц Im+1,n+k и Im,n, ( )( )
1, ( ) 0  0,1,2,... .+ ≡ =m

m jH x j
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В частности, если через , ( )m kh x  и , ( )m kq x  обозначить фундаментальные многочлены 
Эрмита в случае двукратных узлов x0,x1,…xm относительно чебышевской системы функ- 
ций { }2 1

0
( ) ,+

=
ϕ

m
q qt  для которых , ,( ) ( ) ,′= = δm k j m k j kjh x q x , ,( ) ( ) 0′ = =m k j m k jh x q x ( , 0,1,..., ),=k j m  

,
0

( ) ( ) 1,
=

σ = ≡∑
m

m m k
k

x h x  то при p = 0 формула (7) принимает вид

	
,1 0 ,

0
( ; ) ( ) [ ; ( )]

=
= + δ +∑

m
m k m k

k
B F x F x F x q x

1

0 0 , 0
10

[ ( ); ( )( )] .
=

δ + τ − − τ∑ ∫
m

k m k k
k

F x x x h x x x d 	 (12)

В работе [12] для обыкновенного дифференциального оператора (6) на основе операторного 
многочлена (12) построен интерполяционный многочлен 

	 ( )( )
,1 0 0 0 0( ; ) , ( ), ( ), ( ),..., ( )′ ′′= +s

mB F x f t x t x t x t x t

	
( )( )

,( )
0 0

, ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ( ))
ν

ν ν
= ν=

∂ ∂′ ′′+ +
∂∂

∑ ∑
m s s

k k k k m k
k k

f t x t x t x t x t q x t
tx

	
1

( )
1 00

, ( , ), ( , ),..., ( , )ν
= ν=

 ∂ ∂ ∂
+ υ τ υ τ υ τ  ∂ ∂∂υ  
∑ ∑∫

sm s
k k ks

k k

f t t t t
t t

{ }, 0( ( ))( ( ) ( )) ,
ν

ν
∂

− τ
∂

m k kh x t x t x t d
t

	 (13)

где ( ) ( )
0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ,  ,   1,2,..., .k

k k k kt x t x t x t k m
t

ν
ν

ν
∂ υ

υ = υ τ = + τ − υ = =
∂

 

Погрешность интерполирования многочленом (13) представима [12] в виде

,1( )mr x  
11

( )
1 00

, ( , ), ( , ),..., ( , )
+

ν
= ν=

 ∂ ∂ ∂
= υ τ υ τ υ τ ×  ∂ ∂∂υ  
∑ ∑∫

sm s
k k ks

k k

f t t t t
t t

( ){ }1, , 0( ) ( ) ( ( ) ( ))
ν

+ν
∂

× − − τ +
∂

m k m k kh x h x x t x t d
t

( )1
( )

( )
0 0

, ( ), ( ), ( ),..., ( )
+

ν
= ν=

∂ ′ ′′+
∂

∑ ∑
m s s

k k k k
k k

f t x t x t x t x t
x

{ }1, ,( ( )) ( ( )) ,
ν

+ν
∂

−
∂

m k m kq x t q x t
t

где 1 , 1 , 1,   ( ) ( ) 0.+ + += = ≡m m m m mx x h x q x

П р и м е р. Построим интерполяционный многочлен 1,1( ; )B F x  вида (13) для дифференциаль-
ного оператора 

	 ( )( ) , ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),′ ′′ ′′ ′= = + α +β + γpF x f t x t x t x t x t x t x t x t 	 (14)

где p – целое фиксированное неотрицательное число. Матрица второго порядка I1,1, соответству-

ющая случаю m = 1, n = 1, имеет вид 1,1
1 1

= .
1 1
 
 
 

I  В качестве фундаментальных многочленов 

интерполирования 1, ( )kh x  и 1, ( ),kq x  k = 0,1, выберем алгебраические многочлены

( )2
1, 1, 1,1( ) ( ) 1 2 ( ) ,−= +k k kh x l x l x

( )2
1, 1,( ) ( ) ,= −k k kq x l x x x

где 1
1,

1
( ) ,−

−

−
=

−
k

k
k k

x xl x
x x

 k = 0,1, а в качестве узлов интерполирования xk(t), k = 0,1, – тригонометри-

ческую систему функций 0 ( ) 2,≡x t  1( ) sin .=x t t  Тогда функция ( )1( , ) 2 sin 2 ,υ τ = + τ −t t  значение 

1( ) 1,σ ≡x  а формула (13) при m = 1 примет вид 
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	 ( )1,1( ; ) ,2,0,0= +B F x f t  ( )
1 2

1,( )
0 0

, ( ), ( ), ( ) ( ( ))
ν

ν ν
= ν=

∂ ∂′ ′′ +
∂ ∂

∑ ∑ k k k k
k k

f t x t x t x t q x t
x t

 

	
21 2

1 1 1( ) 2
00 1

, ( , ), ( , ), ( , )ν
ν=

 ∂ ∂ ∂
+ υ τ υ τ υ τ  ∂ ∂∂υ  
∑∫ f t t t t

t t
{ }1,1( ( ))(sin 2) .

ν

ν
∂

− τ
∂

h x t t d
t

	 (15)

Преобразуем равенство (15) с учетом представления (14). Имеем 

( ) ( )
11

1,1 1,0 1,
0

( ; ) 2 2 2 ( ( )) ( )−

=

∂
= β + γ + β + γ + α +

∂
∑pp

k
k

B F x p q x t q x t
t

 

( ) ( )
21 1

1, 1,12
0

( ) sin ( ( ))−

=

∂
+ + β + γ +

∂
∑ p

k
k

q x t p t q x t
t

 

( )
1

1
1,11

0
( , ) ( ( ))(sin 2)−+ β υ τ + γ −∫ pp t h x t t  { } { }

2

1,1 1,12( ( ))(sin 2) ( ( ))(sin 2) .∂ ∂
+α − + − τ

∂ ∂
h x t t h x t t d

t t
 

Далее воспользуемся равенствами 

1
1 ( , )−υ τ =p t ( )( )

11 1
1

0

(sin 2)2 sin 2 2 ,
2

−− −
−

=

τ −
+ τ − = ∑

k kpp p k
p k

k

tt C

1

0

!(sin 2)
( 1)!( 1 )!2

−

=

−
=

+ − −
∑

kp

k
k

p t
k p k

1

0

2 !(sin 2) 2 sin 21 .
(sin 2) sin 2!( )!2

−

=

 − −
− =  − −− 

∑
k p pp

k
k

p t t
t tk p k

Получим, что для оператора (14) имеет место следующая интерполяционная формула Эрмита:

1,1( ) ( ; )≈ =F x B F x ( ) ( )
11

1,0 1,
0

2 2 2 ( ( )) ( )−

=

∂
β + γ + β + γ + α +

∂
∑pp

k
k

p q x t q x t
t

( ) ( )
21 1

1, 1,12
0

( ) sin ( ( ))−

=

∂
+ + β + γ +

∂
∑ p

k
k

q x t p t q x t
t

( ) 1,1 1,1sin 2 ( ( )) (sin 2) ( ( ))+β − + γ − +p pt h x t t h x t

	 { } { }
2

1,1 1,12( ( ))(sin 2) ( ( ))(sin 2) .∂ ∂
+α − + −

∂ ∂
h x t t h x t t

t t
	 (16)

Непосредственными вычислениями убедимся в справедливости интерполяционных условий

	 ( ) ( )
1,1 ( ; ) ( )  ( , 0,1).= =j j

i iB F x F x i j 	 (17)

Действительно, в силу равенств 1,1(2) 0,=h 1,0 (2) 0=q  и 1,1(2) 0=q  получим, что 1,1( ;2)B F =  
2 2 (2).p F= β + γ =   Так как 1,1(sin ) 1,=h t 1,0 1,1(sin ) (sin ) 0,= =q t q t  то 

1,1( ;sin ) =B F t ( )2 2 sin 2 (sin 2) cos sinβ + γ +β − + γ − + α − =p p pt t t t

sin cos sin sin (sin ).= − + α +β + γ =pt t t t F t

Далее, поскольку 

1,0 1,1(2) (sin ) 1,′ ′= =q q t
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1,1 1,1(2) (2) 0,′ ′= =q h  

1,0 1,1(sin ) (sin ) 0,′ ′= =q t h t

то 
1

1,1( ;2) 2 (2),−′ ′= β + γ =pB F p F

1
1,1( ;sin ) sin (sin ).−′ ′= β + γ =pB F t p t F t

Таким образом, интерполяционная формула Эрмита (16) удовлетворяет условиям (17).
Интерполяционные формулы Эрмита – Биркгофа, содержащие дифференциалы и интеграл 

Стилтьеса интерполируемого оператора. В работе [10] на основе формул вида (3) построены обоб-
щенные интерполяционные операторные многочлены, заданные в функциональных пространствах, 
содержащие дифференциалы и интегралы Стилтьеса интерполируемого оператора. Интерполя
ционные формулы инвариантны относительно многочленов вида (4). Введем числовую функцию 

1, ;
( ,  )

0, ,
τ ≥

χ τ =  τ <

t
t

t

где 0 < τ < 1, а (0,  ) 0χ ≡t  и (1,  ) 1.χ ≡t  Для этого класса интерполяционных многочленов доказа-
на [10] следующая 

Т е о р е м а  3. Операторный многочлен 

, ( ; ) = ( ) +m n pB F x F x

	 [ ]
[ ]

( )( )1
0

( ,0) ( , )0,0 ,

( )( )
[ ( ) ( , )( ( ) ( ))] ; ( ) ,

( ) ( )

mm
iji

p i p j i m i
m mi N i j Mm m n

H xH x
d F x x x D F x x

x xτ
∈ ∈

 τ
 + ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ + σ

σ τ σ  
∑ ∑∫   	 (18)

где, как и в теореме 1, xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 матрицы Im,n, 
удовлетворяет интерполяционным условиям (8). (Когда множество Nm,0 пустое, то

( )
,

( , ) ,
( ; ) = ; ( )

∈

 
 ∑ 

m
m n j i ij

i j M m n
B F x D F x H x

и первая группа равенств в (8) отсутствует.) Если формула (3) точна для обобщенных много
членов (1) при некотором фиксированном значении q и любых различных узлах ∈it T  ( = 0,1,..., ),i m  
то интерполяционная формула (18) будет инвариантна относительно операторных многочле-
нов вида (4) с таким же значением q в случае ν = 0 и T = [0,1]. 

Отметим, что частный случай формулы (18) для ( ) 1σ ≡m x  рассмотрен в работе [13].
Далее докажем теорему о представлении погрешности , ,( ) ( ) ( ; )= −m n m nr x F x B F x  интерполи-

рования оператора F(x) полиномом , ( ; )m nB F x  вида (18).
Т е о р е м а  4. Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),= −m n m nr x F x B F x  где , ( ; )m nB F x  – интерполяцион-

ный полином (18), справедливо представление

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

( 1) ( )1
0 0

,
1( ,0) 01,0

( ) ( )
( ) [ ( ) ( , )( ( ) ( ))]

( ) ( )

+

τ
+∈ +

 τ τ = − ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ + 
σ τ σ τ  

∑ ∫
m m

i i
m n p i p

m mi Nm

H x H x
r x d F x x x

x x

	
( 1) ( )

1
1( , ) 1,

( ) ( )
; ( ) ( ) ,

( ) ( )

+

+
+∈ + +

 
 + σ − σ

σ σ  
∑ 

m m
ij ij

j i m i m i
m mi j M m n k

H x H x
D F x x x

x x
	 (19)

где xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 множества Nm,0, xm+1 = x, k – раз-
ность числа столбцов матриц Im+1,n+k и Im,n, ( )( )

1, ( ) 0  0,1,2,... .+ ≡ =m
m jH x j
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, в случае ,0( ,0)ν ∈ mN  погрешность , ( ) = 0.νm nr x  
Учитывая, что , , +≡m n m n kM M ( )0,1,2,...=k  при ν = m + 1, получим 

[ ]
[ ]

( 1)1 10
, 1

1 1( ,0) 01,0

( )
( ) = [ ( ) ( , )( ( ) ( ))]

( )

+
+

+ τ
+ +∈ +

τ
⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ +

σ τ
∑ ∫

m
mi

m n m p i p
m mi Nm

H x
r x d F x x x

x

( 1)
1

1
1 1( , ) 1,

( )
; ( )

( )

+
+

+
+ +∈ + +

 
 + σ −

σ  
∑ 

m
mij

j i m i
m mi j M m n k

H x
D F x x

x

[ ]
[ ]

( )1 10

1( ,0) 01,0

( )
[ ( ) ( , )( ( ) ( ))]

( )
+

τ
+∈ +

τ
− ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ τ −

σ τ
∑ ∫

m
mi

p i p
m mi Nm

H x
d F x x x d

x

( )
1

1
1( , ) 1,

( )
; ( ) ( )

( )
+

+
+∈ + +

 
 − − σ = −

σ  
∑ 

m
mij

j i m i m
m mi j M m n k

H x
D F x x F x

x

[ ]
[ ]

( )1 10

1( ,0) 0,0

( )
[ ( ) ( , )( ( ) ( ))]

( )
+

τ
+∈

 τ− ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ +
σ τ

∑ ∫
m

mi
p i p

m mi Nm

H x
d F x x x

x
 

( )
1

1( , ) ,

( )
; ( )

( )
+

+∈

  + σ =
σ  

∑ 

m
mij

j i m i
m mi j M m n

H x
D F x x

x 1 , 1= ( ) ( ; ).+ +−m m n mF x B F x

Таким образом, выражение (19) действительно задает погрешность , ,( ) = ( ) ( ; )−m n m nr x F x B F x  
интерполирования оператора F(x) полиномом , ( ; )m nB F x  вида (18). Теорема 4 доказана.

Для обыкновенного дифференциального оператора (6) с учетом равенства (10) формула (18) 
преобразуется к виду 

( )( )
, ( , ) = , ( ), ( ), ( ),..., ( )′ ′′ +s

m n p p p pB F x f t x t x t x t x t

[ ]
[ ]

( )1
0

( ,0) 0,0

( )
, ( , ), ( , ),..., ( , )

( ) τ
∈

 τ ∂ ∂
+ θ ξ θ τ ξ θ τ ξ θ τ +  σ τ ∂θ ∂θ 

∑ ∫
m s

i
i i is

mi Nm

H x
d f

x

	 ( )
( )

( )
( )1

( , ) =1 0,

( ( ))
, ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ( )) ,

( ( ))

ν

ν ν−
∈ ν =

 ∂ ∂  ′ ′′+ σ 
σ∂∂ ∂   

∑ ∑ ∑
mqj s ijs

j i i i m iiq q
mi j M q im n i

H x t
a f t x t x t x t x t x t

x ttx x
	 (20)

где функция ( ) ( ) ,0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,   ,0 .ξ θ τ = θ + χ τ θ θ − θ ∈i p i p mx x x i N
Погрешность , ,( ) ( ) ( ; ),= −m n m nr x F x B F x  как частный случай формулы (19), где F(x) – опера-

тор вида (6), а , ( ; )m nB F x  – интерполяционный полином (20), примет вид 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

( 1) ( )1
0 0

,
1( ,0) 01,0

( ) ( )
( ) , ( , ), ( , ),..., ( , )

( ) ( )

+

τ
+∈ +

   ∂ ∂
= − θ ξ θ τ ξ θ τ ξ θ τ +     σ σ ∂θ ∂θ  

∑ ∫
m m s

i i
m n i i is

m mi Nm

H x t H x t
r x d f

x t x t

	 ( )( )
( )1

( , ) =1 01,
, ( ), ( ), ( ),..., ( )

ν

ν ν−
∈ ν =+ +

∂ ′ ′′+ ×
∂ ∂

∑ ∑ ∑
j s s

j i i i iq
i j M q im n k i

a f t x t x t x t x t
x x

 
	

( 1) ( )

1
1

( ( )) ( ( ))
( ( )) ( ( )) ,

( ( )) ( ( ))

+

+
+

 ∂  × σ − σ 
σ σ∂   

m mq
ij ij

m i m iq
m m

H x t H x t
x t x t

x t x tt

где xm+1 = x, k – разность числа столбцов матриц Im+1,n+k и Im,n, ( )( )
1, ( ) 0  0,1,2,... .+ ≡ =m

m jH x j
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В частности, в случае двукратных узлов x0,x1,…xm относительно чебышевской системы функ-

ций { }2 1
0

( ) +
=

ϕ
m

q qt  с фундаментальными многочленами Эрмита , ( )m kh x  и , ( ),m kq x  для которых

	 , ,( ) ( ) ,′= = δm k j m k j kjh x q x 	  

	
, ,( ) ( ) 0  ( , 0,1,..., ),′ = = =m k j m k jh x q x k j m 	  

	 ,
0

( ) ( ) 1,
=

σ = ≡∑
m

m m k
k

x h x

формула (18) при p = 0 принимает более простой вид

	
,1 0 ,

0
( ; ) ( ) [ ; ( )]

=
= + δ∑

m
m k m k

k
B F x F x F x q x ( )

1

, 0 0
10

( ) [ ( ) ( , )( ( ) ( ))]τ
=

+ τ ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅∑ ∫
m

m k k
k

h x d F x x x .	  (21)

Для обыкновенного дифференциального оператора (6) интерполяционный операторный мно-
гочлен (21) преобразуется к виду

( )( )
,1 0 0 0 0( ; ) , ( ), ( ), ( ),..., ( )′ ′′= +s

mB F x f t x t x t x t x t

( )( )
,( )

0 0
, ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ( ))

ν

ν ν
= ν=

∂ ∂′ ′′+ +
∂∂

∑ ∑
m s s

k k k k m k
k k

f t x t x t x t x t q x t
tx

	 ( )
1

,
10

( ) , ( , ), ( , ),..., ( , ) ,τ
=

 ∂ ∂
+ τ θ ξ θ τ ξ θ τ ξ θ τ  ∂θ ∂θ 
∑ ∫

sm
m k k k ks

k
h x d f 	 (22)

где ( )0 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,   1,2,..., .ξ θ τ = θ + χ τ θ θ − θ =k kx x x k m
Погрешность интерполирования ,1 ,1( ) ( ) ( ; )= −m mr x F x B F x  многочленом (22) имеет пред-

ставление

( ) ( ){ }
11

,1 1, ,
1 0

( ) ( ) ( ) , ( , ), ( , ),..., ( , )
+

+ τ
=

 ∂ ∂
= τ − τ θ ξ θ τ ξ θ τ ξ θ τ +  ∂θ ∂θ 
∑ ∫

sm
m m k m k k k ks

k
r x h x h x d f

( )1
( )

( )
0 0

, ( ), ( ), ( ),..., ( )
+

ν
= ν=

∂ ′ ′′+
∂

∑ ∑
m s s

k k k k
k k

f t x t x t x t x t
x

{ }1, ,( ( )) ( ( )) ,
ν

+ν
∂

−
∂

m k m kq x t q x t
t

где 1 , 1 , 1,   ( ) ( ) 0.+ + += = ≡m m m m mx x h x q x
Частные случаи формул Эрмита  – Биркгофа. Рассмотрим интерполяционные оператор-

ные формулы Эрмита – Биркгофа, соответствующие различным матрицам Im,n.
1. Если множество ,0 = {(0,0)},mN  то ( )

00( ( )) = ( ( )).σ m
m x t H x t  В этом случае вторая группа сла-

гаемых в правой части формул (7) и (18) будет отсутствовать и соответствующий интерполя- 
ционный многочлен запишется как 

	
( ) ( )

00
, 0 ( )

( , ) , 00

( ) ( )
( ) = ( ) ; ,

( )∈

 
 +
  

∑ 

m m
iij

m n j i m
i j M m n

H x H x
B x F x D F x

H x
 	 (23)

где x0 – фиксированный узел, соответствующий ненулевому элементу ε00 матрицы Im,n.
Рассмотрим частный случай формулы (23). В качестве чебышевской системы 2

=0{ ( )}ϕk kt  
выберем экспоненциальную на   систему функций 2 3{ , , }t t te e e , а в качестве Dj – операторы 
дифференцирования: ( )( ) = ( ),ϕ ϕ j

jD t t  и, соответственно, 1 2( ) = [ ; ... ],δ

j
j jD F x F x h h h = 1,2.j  

Пусть матрица 
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1,2
1 0 0

= .
0 1 1
 
 
 

I

Тогда для многочлена Эрмита – Биркгофа вида (23), удовлетворяющего условиям 

	
2 2

1,2 0 0 1,2 1 1 1 1 1,2 1 1 2 1 1 2( ) = ( ); [ ; ] = [ ; ], [ ; ] = [ ; ],δ δ δ δB x F x B x h F x h B x h h F x h h 	

справедливо представление 

	

(1) (1)2 11 00
1,2 0 1 (1)

=1 00

( ) ( )
( ) = ( ) ; ,

( )

 
 + δ
  

∑ jj

j

H x H x
B x F x F x

H x
	

где фундаментальные многочлены интерполирования (1)
00 ( ),H x (1)

11 ( )H x  и (1)
12 ( )H x  задаются ра-

венствами 

	 ( )(1) 2 20 1 1
00 ( ) = 3 3 ,− ++ −x x x x x xH x K e e e e

	 ( )( )(1) 2 21 0 0 1 1 0
11 ( ) = 9 4 ( ) ,

2
− +− + − +x x x x x x x x x xKH x e e e e e e e e

( )( )(1) 2 21 0 0 1 1 0
12 ( ) = 3 2 ( ) ,

2
− +− − + − +x x x x x x x x x xKH x e e e e e e e e

	 ( ) 12 20 1 0 1= 3 3 .
−++ −x x x xK e e e

Указанный многочлен B1,2(x) инвариантен относительно операторных полиномов 

	

( 1) ( )2
2, (1)

=0 00

( ) = ( ; , ) ( = 0,1,2,...),
( ( ))

ν +

ν νν ν∑ ∫
k x t

k
k

d eP x a s t dt
dt H x t 	

где ( ; , )νka s t  – фиксированные функции ( , ).∈s t 
Рассмотрим еще один частный случай формулы (23). В качестве чебышевской системы 

2
=0{ ( )}ϕk kt  выберем тригонометрическую на [0,2π) систему функций {1,sin ,cos }.t t  Пусть оператор 

	
( )

1 2( ) = ( ),   ( ) = [ ; ... ]  ( = 1,2),ϕ ϕ δ

j j
j j jD t t D F x F x h h h j

а матрица 

1,3
1 0 0 0

.
0 0 1 1
 

=  
 

I

Тогда для интерполяционного многочлена Эрмита – Биркгофа (23), удовлетворяющего условиям 

	 2 2 3 3
1,3 0 0 1,3 1 1 2 1 1 2 1,3 1 1 2 3 1 1 2 3( ) = ( );  [ ; ] = [ ; ],  [ ; ] = [ ; ],δ δ δ δB x F x B x h h F x h h B x h h h F x h h h

справедливо представление 
3 (1)

1,3 0 1 1
=2

( ) = ( ) ; ( ) , + δ  ∑ j
j

j
B x F x F x H x

где (1) (1)
0 1 1 0 1 112 13( ) = cos( ) cos( ), ( ) = sin( ) sin( ).− − − − − −H x x x x x H x x x x x

Операторный многочлен B1,3(x) инвариантен относительно операторных полиномов P2,ν(x) ви-
да (4), где 2

=0= 2,{ ( )} = {1,sin ( ),cos ( )},ϕk kq t x t x t 1( ( )) 1,σ ≡x t = [0,2 ).πT
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Рассмотрим несколько интерполяционных формул для функций от случайных процессов. 
Пусть S – множество процессов вида ( )( ) ( ) ,η = ξt F t  где ξ = ξ(t) – гауссовский случайный про-
цесс со средним m = m(t) и дисперсией σ = σ(t) ( );∈ ⊆t T   случайные процессы ξ0 = ξ0(t), ξ1 = ξ1(t) 
с той же областью определения, что и ξ(t), – узлы интерполирования. 

Введем обозначения 

1 1 0 1( ) = sin( ) sin( ),ξ ξ − ξ − ξ − ξH

2 0 1 1( ) = cos( ) cos( ),ξ − ξ − ξ − ξH x

где области значений функций F(ξ), H1(ξ) и H2(ξ) совпадают. Тогда для случайного процесса 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 0 1 1 1 2′ ′′ξ = ξ + ξ ξ + ξ ξT F F H F H 	 (24)

выполняются интерполяционные условия 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 0 0 10 1 1 10 1 1,   ,   .′ ′ ′′ ′′ξ = ξ ξ = ξ ξ = ξT F T F T F

Несложно проверить, что и для случайного процесса 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 0 1 2 1 1′′ ′′′ξ = ξ + ξ ξ − ξ ξT F F H F H 	 (25)

справедливы равенства ( ) ( )11 0 0 ,ξ = ξT F ( ) ( )11 1 1 ,′′ ′′ξ = ξT F ( ) ( )11 1 1 ,′′′ ′′′ξ = ξT F  а для процесса 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(4) (5)
12 0 1 2 1 1ξ = ξ − ξ ξ + ξ ξT F F H F H 	 (26)

условия вида ( ) ( )12 0 0 ,ξ = ξT F ( ) ( )(4) (4)
1 112 ,ξ = ξT F ( ) ( )(5) (5)

1 112 .ξ = ξT F
В общем случае аналогичные интерполяционные формулы имеют вид 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 (2 ) (2 1)
0 1 2 1 1( 1) ,− − ξ = ξ + − ξ ξ + ξ ξ 

n n n
nT F F H F H 	

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 (2 ) (2 1)
0 1 2 1 1( 1) ,+ + ξ = ξ + − ξ ξ − ξ ξ 



n n n
nT F F H F H 	 (27)

для которых соответственно имеют место равенства

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2 1) (2 1) (2 ) (2 )
0 0 1 1 1 1,   ,   ;− −ξ = ξ ξ = ξ ξ = ξn n n n

n n nT F T F T F

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2 ) (2 ) (2 1) (2 1)
0 0 1 1 1 1,   ,   + +ξ = ξ ξ = ξ ξ = ξ  

n n n n
n n nT F T F T F

( )1,2,3,... .=n

Эти условия выполняются в силу соотношений 

( ) ( ) ( ) ( )(2 ) (2 1) 1cos 1 cos ,   cos 1 sin ,+ += − = −n n n nx x x x

( ) ( ) ( ) ( )(2 ) (2 1)sin 1 sin ,   sin 1 cos .+= − = −n n n nx x x x

Формулы (24)–(27) точны для любых тригонометрических многочленов первой степени вида 
( ) ( )cos sin  , , .= + + ∈F x a x b x c a b c

Приведем еще одну интерполяционную формулу такого вида для операторов ( )( )ξF t  обще-
го вида. Пусть : ,→F S Y  где Y – заданное множество детерминированных или случайных на T 
функций и для оператора F существуют дифференциалы Гато первого и второго порядка: 
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[ ]; ,δ ξF h [ ]2
1 2; ,δ ξF h h ( )1 2, , .∈h h h S  Будем считать, что в дифференциале второго порядка 

[ ]2 ;δ ξF h  первое направление 1( ) 1,≡h t  а второе направление 2 ( ) ( ).=h t h t
Тогда для интерполяционной формулы 

( ) ( ) ( ) ( )2
10 0 1 1 1 2ˆ ; ;ξ = ξ + δ ξ ξ  + δ ξ ξ    T F F H F H

выполняются условия 

( ) ( )10 0 0ˆ ,ξ = ξT F

[ ] [ ]10 1 1ˆ ; ; ,δ ξ = δ ξT h F h

[ ] [ ]2 2
10 1 1 2 1 1 2ˆ ; ; .δ ξ = δ ξT h h F h h

Эти равенства справедливы в силу соотношений [ ] ( ); ,′δ ξ = ξi iH h H h [ ] ( )2
1 2 1 2; ′′δ ξ = ξi iH h h H h h  

( )1,2 .=i
2. Пусть Im,m – квадратная диагональная матрица размерности (m + 1) × (m + 1) и рассматрива-

ется интерполяционная задача Абеля – Гончарова. Тогда множество Nm,0 состоит из нулевой па-
ры (0,0), а множество Mm,m – из элементов (k,k), k = 1,2,…,m. В этом случае ( )

00( ( )) = ( ( ))σ m
m x t H x t  

и, следовательно, формула (23) примет вид 

	
( ) ( )

00
, 0 ( )

=1 00

( ) ( )
( ) = ( ) ; .

( )

 
+  

  
∑ 

m mm kkk
m m k k m

k

H x H x
B x F x D F x

H x
	 (28)

Операторный многочлен Bm,m(x) вида (28) удовлетворяет интерполяционным условиям 

	 , 0 0 ,( ) = ( );  ( ) = ( ),  = 1,2,..., . m m k m m k k kB x F x D B x D F x k m

Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),−m m m mr x F x B x  где Bm,m(x) – интерполяционный полином вида (28), 
имеет место представление ( 1)

, 1 1 1( ) = [ ; ( )].+
+ + +



m
m m m m mr x D F x H x  Через 1 [ ; ],+mD F x h  как и ранее, обо-

значен оператор вида (5), когда направления ( ) 1ν ≡h t  для = 1,2,..., ,ν m  а 1( ) = ( ).+mh t h t  
Если формула (3) точна для обобщенных многочленов (1) при некотором фиксированном зна-

чении q и любых различных узлах ti (i = 0,1,…,m), то интерполяционная формула (28) будет инва-
риантна относительно операторных многочленов вида (4) с тем же значением q.

Если ( )( ) = ( ),ϕ ϕ j
jD t t  а 1 2( ) = [ ; ... ], = 1,2,..., ,δ

j
j jD F x F x h h h j m  то интерполяционная форму-

ла (28) примет вид 

	
( ) ( )

00
, 0 ( )

=1 00

( ) ( )
( ) = ( ) ; .

( )

 
+ δ  

  
∑

m mm kk kk
m m k m

k

H x H x
B x F x F x

H x
	 (29)

Операторный многочлен Bm,m(x), заданный формулой (29), удовлетворяет интерполяционным 
условиям 

, 0 0 , 1 2 1 2( ) = ( ),  [ ; ... ] = [ ; ... ],  = 1,2,..., .δ δk k
m m m m k k k kB x F x B x h h h F x h h h k m

Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),−m m m mr x F x B x  где Bm,m(x) – интерполяционный полином вида (29), 
имеет место представление 

	 ( 1)1
, 1 1( ) = ; ( ) .++

+ +
 δ  

mm
m m m mr x F x H x 	 (30)

Здесь, как и раньше, 1 [ ; ]+δm F x h  означает, что направления ( ) 1ν ≡h t  для = 1,2,..., ,ν m   
а 1( ) = ( ).+mh t h t
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Предположим, что X и Y – нормированные пространства. Если в точке ∈x X  для дифферен-
циалов [ ; ] jD F x h  выполняются неравенства [ ; ] ≤ jD F x h c h    (0 < ),≤ ∞c  тогда для погрешно-
сти интерполирования (30) справедлива оценка 

	 ( 1)
, 1 1( ) ( ) .+

+ +≤ m
m m m mr x c H x    	 (31)

Одна из возникающих здесь экстремальных задач состоит в нахождении узлов интерполяции 
( ) ( = 0,1, , ),kx t k m  для которых норма в правой части оценки погрешности (31) принимает наи-

меньшее значение.
Явный вид алгебраических многочленов ( ) ( ),m

kkH t  для которых выполняются условия 
( ) ( ) = δm

j j kjkkD H t ( , = 0,1,..., ),k j m  приведен в [14].
3. Пусть ,

, , =0{ } +
+ = ε m m s

m m s ij i jI  – матрица порядка ( 1) ( 1),+ × + +m m s 1,≥s  соответствующая 
следующей интерполяционной задаче: множество Nm,0 состоит из пар (k,0), а множество Mm,m+s – 
из элементов (k, m +s), k = 0,1,…m (т. е. крайние столбцы матрицы Im,m+s являются единичными,  
а остальные – нулевыми).

В этом случае ( )
0

=0
( ) = ( ),σ ∑

m m
m i

i
x H x  где ( )

0 ( )m
iH t  – многочлены класса (1), удовлетворяющие 

условиям ( )
00 ( ) = ,ν νδ δm

k ikiD H t  а δij – символ Кронекера ( )0 , ;  0 .≤ ≤ ≤ ν ≤ +i k m m s  Здесь, как  
и ранее, в верхнем индексе (m) обозначения ( )

0 ( )m
iH t  указан номер последней строки в соответ-

ствующей матрице Im,m+s. Операторный многочлен (7) примет вид 

	
, ( ) = ( )+ +m m s pB x F x

	
( )( )1

0

=0 =00

( )( )
( ); ( ) ; .

( ) ( )
+

+

  
 + δ + τ − − τ + 

σ σ     
∑ ∑∫ 

mmm m i m si
p i p i p m s i

m mi i

H xH x
F x x x x x d D F x

x x
	 (32)

Операторный многочлен (32) удовлетворяет интерполяционным условиям 

	 , ,( ) = ( );  ( ) = ( ),  = 0,1,..., .+ + + + m m s k k m s m m s k m s kB x F x D B x D F x k m 	 (33)

Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),+ +−m m s m m sr x F x B x  где , ( )+m m sB x  – интерполяционный полином 
вида (32), имеет место формула 

	
1

( 1) ( 1)
, 1,0 1

0
( ) = ( ); ( )( ) ; ( ) .+ +

+ ++ + +
   δ + τ − − τ +   ∫ 

m m
m m s p p p m sm m m sr x F x x x H x x x d D F x H x 	 (34)

Если ( )( ) = ( ),ϕ ϕ j
jD t t  а 1 2( ) = [ ; ... ], = 0, ,δ +

j
j jD F x F x h h h j m s  то равенства (32)–(34) преоб-

разуются соответственно к виду

, ( ) = ( )+m m s pB x F x
( )( )1

0

=0 =00

( )( )
( ); ( ) ; ,

( ) ( )
++

  
 + δ + τ − − τ + δ 

σ σ     
∑ ∑∫

mmm m i m sm si
p i p i p i

m mi i

H xH x
F x x x x x d F x

x x

1
( 1) ( 1)

, 1,0 1
0

( ) = ( ); ( )( ) ; ( ) ,+ ++
+ + + +

   δ + τ − − τ + δ   ∫ m mm s
m m s p p pm m m sr x F x x x H x x x d F x H x

[ ] [ ], , 1 2 1 2( ) = ( );  ; ... = ; ... ,  = 0,1,..., .+ +
+ +δ δm s m s

m m s k k m m s k k k kB x F x B x h h h F x h h h k m

Известно явное представление алгебраических многочленов ( ) ( ), = 0,1,..., ; = 0, ,+m
ijH t i m j m s  

для которых выполняются условия ( ) ( ) = , , = 0,1,..., ; , = 0, .ν νδ δ ν +m
k ik jijD H t i k m j m s  
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4. Пусть ,
, , =0{ } ,  1,+
+ = ε ≥m m s

m m s ij i jI s – прямоугольные матрицы размерности ( 1) ( 1),+ × + +m m s
соответствующие следующей интерполяционной задаче: множество Nm,0 состоит из пар (i, 0), где 
i = 0,1,2,…,m, а множество Mm,m+s – из элементов (s, j), где = 1, 2,..., ,+ + +j m m m s  а s – фиксиро-
ванный номер одного из узлов (0 ≤ s ≤ m).

В этом случае ( )
0

=0
( ) = ( ),σ ∑

m m
m i

i
x H x  а операторный многочлен (7) при p = 0 примет вид

, 0( ) = ( )+m m sB x F x 	
( )( )1

0
0 0 0

=1 = 10

( )( )
( ); ( ) ; .

( ) ( )

+

+

  
 + δ + τ − − τ + 

σ σ     
∑ ∑∫ 

mmm m s sji
i i j s

m mi j m

H xH x
F x x x x x d D F x

x x
	 (35)

Операторный многочлен (35) удовлетворяет интерполяционным условиям 

, ,( ) = ( ),  = 0,1,..., ;  ( ) = ( ),  = 1, 2,..., .+ + + + + m m s k k j m m s s j sB x F x k m D B x D F x j m m m s 	 (36)

Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),+ +−m m s m m sr x F x B x  где , ( )+m m sB x  – интерполяционный полином 
вида (35), имеет место представление 

1
( 1) ( 1)

, 0 0 0 11,0 1
0

( ) = ( ); ( )( ) ; ( ) .+ +
+ + ++ + +

   δ + τ − − τ +   ∫ 

m m
m m s m s sm s m sr x F x x x H x x x d D F x H x 	 (37)

Пусть ( )( ) = ( ),ϕ ϕ j
jD t t  а 1 2( ) = [ ; ... ], = 1,..., .δ + +

j
j jD F x F x h h h j m m s  Тогда равенства (35)–(37) 

примут соответственно вид

, 0( ) = ( )+m m sB x F x
( )( )1

0
0 0 0

=1 = 10

( )( )( ); ( ) ; ,
( ) ( )

mmm m s sjji
i i s

m mi j m

H xH xF x x x x x d F x
x x

+

+

  
+ δ + τ − − τ + δ   σ σ    
∑ ∑∫

, , 1 2 1 2( ) = ( ),  = 0,1,..., ;  ; ... = ; ... ,  = 1, 2,..., ,+ +δ δ + + +      
j j

m m s k k m m s s j s jB x F x k m B x h h h F x h h h j m m m s

1
( 1) 1 ( 1)

, 0 0 01,0 1
0

( ) = ( ); ( )( ) ; ( ) .m m s m
m m s sm s m sr x F x x x H x x x d F x H x+ + + +

+ + + +   δ + τ − − τ + δ   ∫

Явный вид алгебраических многочленов ( ) ( ), = 0,1,..., ; = 0, 1,..., ,+ +m
ijH t i m j m m s  для ко-

торых выполняются условия ( ) ( ) = , , = 0,1,..., ; , = 0, 1,..., ,ν νδ δ ν + +m
k ik jijD H t i k m j m m s  приведен 

в работе [7].
В заключение отметим, что достаточно полная теория операторного интерполирования изло-

жена в монографии [15], в которой, в частности, рассмотрены и специальные случаи интерполя-
ционной задачи Эрмита – Биркгофа.
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Брестский государственный технический университет, Брест, Беларусь 

ОДНОРОДНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА РИМАНА С МЕРОМОРФНЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ ДЛЯ БЕСКОНЕЧНО СВЯЗНЫХ ОБЛАСТЕЙ

В исследованиях эффективных свойств двумерных композиционных материалов наиболее изученным является 
случай материалов с периодической микроструктурой. Это связано с возможностью представления решений соот-
ветствующих краевых задач через значения некоторых эллиптических функций. В данной работе рассматривается 
однородная краевая задача Римана для бесконечно связных областей и мероморфных коэффициентов. В замкнутой 
форме дается решение задачи в классе кусочно-аналитических функций, допускающих мероморфное продолжение 
на всю комплексную плоскость. Как частный случай решается вопрос существования и единственности двоякоперио
дических решений задачи с эллиптическим коэффициентом. Приводится пример задачи, имеющей единственное,  
с точностью до произвольного числового множителя, решение, и пример задачи, решение которой зависит от произ-
вольных независимых параметров. Полученные результаты могут служить базой для исследования случая, когда 
коэффициенты задачи являются различными для каждого из контуров, а также при решении неоднородной задачи 
Римана с мероморфными коэффициентами и свободными членами в бесконечно связных областях.

Ключевые слова: краевая задача Римана, мероморфный коэффициент, бесконечно связная область, эллиптиче-
ские функции

M. M. Yukhimuk

Brest State Technical University, Brest, Belarus 

homogeneous RIEMANN BOUNDARY VALUE PROBLEM  
WITH MEROMORPHIC COEFFICIENTS FOR INFINITELY CONNECTED DOMAINS

Homogeneous Riemann boundary value problem with meromorphic coefficients for infinitely connected domains is con
sidered. In the closed form the problem is solved in the class of piece-wise analytic functions, possessing meromorphic 
continuation to the whole complex plane. Special attention is paid to the existence of doubly periodic solutions to the problem 
with elliptic coefficients. The example of the problem having a unique solution up to an arbitrary constant multiplier is pre
sented, as well as of the problem with a solution depending on a number of arbitrary parameters. The obtained results can be 
used for solving of an inhomogeneous Riemann boundary value problem with meromorphic coefficients in an infinitely 
connected domain in the general statement.

Keywords: Riemann boundary value problem, meromorphic coefficient, infinitely connected domain, elliptic functions

Введение. Краевая задача для бесконечно связной области впервые была рассмотрена в ра
боте [1]. В дальнейшем к этой тематике, а также к связанным с ней задачам с бесконечным 
индексом обращались многие математики (см., напр., [2] и обзор в монографии [3, § 49]). В связи 
с исследованием эффективных свойств двумерных композиционных материалов (см., напр., [4]) 
возникает интерес к решению в замкнутой форме специальных типов краевых задач для беско
нечно связных областей. При этом наиболее изученным оказался случай материалов с двояко
периодической структурой. Это связано, в частности, с возможностью представления решений 
соответствующих краевых задач в явной форме через значения эллиптических функций  
(см., напр., [5, 6]).

В настоящей работе рассматривается однородная задача Римана для случая бесконечно 
связной области и мероморфных коэффициентов. Как частный случай такой задачи исследуется 
вопрос о существовании двоякопериодических решений задачи с эллиптическим коэффициентом, 
общим для всех контуров.

1. Однородная задача Римана с мероморфными коэффициентами. В данном разделе ре
шается задача нахождения кусочно-аналитической в бесконечно связной области функции, до
пускающей мероморфное продолжение своих компонент на всю комплексную плоскость и удов
летворяющей заданному однородному граничному условию.

© Юхимук М. М., 2017
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Уточним постановку задачи. Пусть задано счетное семейство простых гладких замкнутых 
попарно непересекающихся контуров { },mL m∈N  ограничивающих непересекающиеся 
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\ .D D− +=C  Пусть также заданы мероморфные функции ( )( ) 1, ,kG z k N=   

не имеющие полюсов на множестве { }.mL m∈N  Требуется найти кусочно-аналитическую в об-

ласти D D− +
  функцию 
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компоненты которой 1( ),   ( ),  ... ,  ( )Nz z z− + +Φ Φ Φ  непрерывны вплоть до кривых ( ) ,mL m∈N  

допускают мероморфные (вообще говоря, различные) продолжения из множеств ,D −
(1) ( ),  ... , ND D+ +  

соответственно на всю комплексную плоскость и удовлетворяют на контурах граничным 
условиям

	 ( )( ) ( ) ( ), , 1, .k k kt t G t t L k N+ −Φ = Φ ⋅ ∈ = 	 (1)

Заметим, что в постановке задачи каких-либо требований на поведение решения на бесконеч-
ности не накладывается.

Для данной задачи установлено следующее утверждение.
Те о р е м а   1.  Пусть
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где ( ),ka z  ( ),kb z  ( ),kc z  ( )kd z  – целые функции, причем нули ( )ka z  содержатся в ( ) ,kD +  нули 
( )kb z  – в ( )\ ,kD +C  нули ( )kc z  – в ,D +  а нули ( )kd z  – в .D −  Тогда всякое решение задачи может 

быть представлено в виде
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где h(z) – некоторая целая функция.
До к а з а т е л ь с т в о.  Очевидно, всякая функция вида (3) является кусочно-аналитической  

в области D D− +
  и ее предельные значения удовлетворяют граничным условиям (1). Пусть 

теперь функции ( ),z−Φ 1 ( ),  ... , ( ),Nz z+ +Φ Φ  аналитичны в областях ,D −
(1) ,D +

(2) ( ),  ... , ND D+ +  со
ответственно, а их предельные значения удовлетворяют условиям (1). Тогда при фиксированном 
натуральном [1; ]k N∈  
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−Φ ⋅  аналитичны соответственно в областях ( )kD +  и ,D −  при этом 

непрерывны и совпадают на множестве L(k), то 

	
( ) ( )( ) ( ) ( ),
( ) ( )

k k
k k

k k

d z a zz z h z
b z c z

+ −Φ ⋅ = Φ ⋅ =

где hk(z) – целая функция. Таким образом, для любого натурального [1; ]k N∈  существует целая 
функция hk(z), для которой 

( )( ) ( ),
( )

k
k

k

c zz h z
a z

−Φ = ⋅

откуда следует, что 

1

1

( )
( ) ( ),

( )

N
m

m
N

m
m

c z
z h z

a z

− =

=

Φ = ⋅
∏

∏

где h(z) – некоторая целая функция. Выражая ( )k z+Φ  из соотношений 

( ) ( )( ) ( ) ,
( ) ( )

k k
k

k k

d z a zz z
b z c z

+ −Φ ⋅ = Φ ⋅

получим решение задачи в виде (3). Очевидно, представление функций Gk(z) в виде (2) не являет-
ся однозначным. Пусть

( ) ( )( ) ,
( ) ( )

k k
k

k k

A z B zG z
C z D z

⋅
=

⋅

причем нули целых функций ( ),  ( ),  ( ),  ( )k k k kA z B z C z D z  содержатся в областях ( ) ,kD +
( )\ ,kD +C  

,D + D −  соответственно. Тогда, очевидно, 

( ) ( ) expφ ( ),
( ) ( )

k k
k

k k

C z c z z
A z a z

= ⋅   
( ) ( ) exp ( ),
( ) ( )

k k
k

k k

B z b z z
D z d z

= ⋅ ϕ

где ( )φ ( ) 1,k z k N=   – некоторые целые функции, и мы снова приходим к решению вида (3). 
Теорема 1 доказана.
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Заметим, что факторизация коэффициента задачи, т. е. представление его в виде (2), является, 
вообще говоря, нетривиальной задачей для случая бесконечно связных областей. Полученный 
результат позволяет, в частности, строить примеры задач с ограниченными и исчезающими на 
бесконечности мероморфными решениями.

2. Эллиптические решения однородной задачи Римана. В этом разделе решается вопрос
существования двоякопериодических решений однородной краевой задачи Римана в бесконечно 
связной области с заданным эллиптическим коэффициентом, общим для всех контуров. 
Приводятся примеры задач, допускающих такие решения.

Пусть задано счетное семейство простых гладких замкнутых попарно непересекающих-
ся контуров { }, , ,m nL m n∈Z  ограничивающих непересекающиеся области ,m nD +  и образу-
ющих на комплексной плоскости двоякопериодическую структуру: { }1 2ω ,ω \ 0 ,m n∃ ∈ ∀ ∈C Z   

{ }2
, 1 2 0,0

1

ωIm 0 2ω 2ω .
ω m nL t m n t L > ∧ = + + ∈ 

 
  Пусть также задана эллиптическая функция 

G(z) с основными периодами 2ω1, 2ω2, не имеющая полюсов на множестве { }, , .m nL m n∈Z  
Обозначим ,

,
,m n

m n
D D+ +

∈
=

Z


 \ .D D− +=C   Требуется выяснить, существует ли эллиптическая 

функция Φ–(z), аналитическая в области D–, и эллиптическая функция Φ+(z), аналитическая  
в области D+, предельные значения которых непрерывны вплоть до кривых Lm,n и удовлетворяют 
на них граничным условиям

{ },( ) ( ) ( ), , .m nt t G t t L m n+ −Φ = Φ ⋅ ∈ ∈Z (4)

Методы решения краевых задач для абстрактной римановой поверхности описаны в [7]. 
Параллелограмм с попарно отождествленными противоположными сторонами топологически 
эквивалентен тору, т. е. римановой поверхности рода 1. Задача Римана на торе рассматривалась, 
например, в работах [8, 9]. Здесь же мы решим поставленную задачу как частный случай задачи, 
рассмотренной в предыдущем разделе.

Выберем некоторый параллелограмм периодов функции G(z), например, параллелограмм П 
с вершинами в точках 0, 2ω1, 2ω2 и 2ω1+2ω2 (для определенности будем считать, что отрезки, 
соединяющие точку 2ω1+2ω2 с точками 2ω1 и 2ω2, этому параллелограмму не принадлежат). 
Обозначим через aj нули G(z) кратности kj, принадлежащие множеству ( )  1, ,D j N+ +Π =

через bj – нули кратности lj, принадлежащие множеству ( )  1, ,D j N− −Π =  через cj – полю

сы G(z) кратности mj, принадлежащие множеству ( )  1, ,D j P+ +Π =  через dj – полюсы кратно-

сти nj, принадлежащие множеству ( )  1, .D j P− −Π =  Тогда, согласно [10, с. 18], число указанных
нулей и полюсов совпадает:

1 1 1 1
,

N N P P
j j j j

j j j j
k l m n

+ − + −

= = = =
+ = +∑ ∑ ∑ ∑

причем их суммы конгруэнтны друг другу относительно периодов 2ω1, 2ω2: 

( )( )1 2
1 1 1 1

mod 2ω ,2ω .
N N P P

j j j j j j j j
j j j j

k a l b m c n d
+ − + −

= = = =
+ ≡ +∑ ∑ ∑ ∑  

Заменяя, если потребуется, один из нулей или полюсов конгруэнтной величиной (обозначая его 
тем же символом), можно добиться равенства 

1 1 1 1
.

N N P P
j j j j j j j j

j j j j
k a l b m c n d

+ − + −

= = = =
+ = +∑ ∑ ∑ ∑
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Так как функция G(z) является эллиптической, то, согласно [10, с. 56], ее можно выразить че-
рез сигма-функцию Вейерштрасса 

	
( )

2

, 1 2
, , ,,

( ; ) (0;0)

1σ( ) 1 exp   2ω 2ω
2 m n

m n m n m nm n
m n

z z zz z m n
∈
≠

       = ⋅ − ⋅ + Ω = +    Ω  Ω Ω      
∏

Z
 

с теми же основными периодами 2ω1, 2ω2:

	

( ) ( )

( ) ( )
( )1 1

1 1

σ σ
( ) const 0 .

σ σ

j j

j j

N Nk l
j j

j j

P Pm n
j j

j j

z a z b
G z C C

z c z d

+ −

+ −
= =

= =

− ⋅ −
= ⋅ = ≠

− ⋅ −

∏ ∏

∏ ∏
 	 (5)

Поскольку в любом параллелограмме периодов эллиптической функции содержится конечное 
число нулей и полюсов, то каждое из произведений в равенстве (5) также является конечным.

В случае если область D+ не содержит нулей функции G(z), будем полагать N+ = 0, 

1 1
0,

N N
j j j

j j
k k a

+ +

= =
= =∑ ∑  

 
( )

1
σ 1.j

N k
j

j
z a

+

=
− =∏   Подобные допущения примем и для остальных случаев, 

когда одна из областей не содержит нулей либо полюсов функции G(z). Будем называть ненулевое 
решение задачи кусочно-эллиптическим, если каждая из его компонент Φ+(z) и Φ–(z) является 
двоякопериодической функцией в области D+ и D– соответственно (наша постановка задачи 
согласуется с этим термином). Условимся также называть решение задачи единственным, если 
любые два решения задачи отличаются лишь постоянным множителем.

Обозначим символом χ алгебраическую сумму порядков нулей и полюсов функции G(z), 
принадлежащих области 0,0.D +

Те о р е м а   2 .  Пусть 
1 1

χ
+ +

= =
= −∑ ∑

N P
j j

j j
k m  . Тогда

1) если χ ˃ 0, то однородная задача Римана с коэффициентом (5) и краевым условием (4) имеет 
кусочно-эллиптические решения, причем

1а) при χ = 1 решение единственно,
1б) при χ ˃ 1 решение зависит от χ – 1 произвольных независимых параметров;

2)  если χ = 0, то кусочно-эллиптическое решение существует лишь при выполнении условия 

1 1
,

N P
j j j j

j j
k a m c

+ +

= =
=∑ ∑  при этом данное решение является единственным;

3) если χ < 0, то кусочно-эллиптических решений задача не имеет.
До к а з а т е л ь с т в о.  Согласно утверждению теоремы 1 для случая N = 1, кусочно-аналити-

ческое решение задачи с граничным условием (4) запишется в виде (3): 

	

1

1

1

1

( ) ( ), ,
( )

( )
( ) ( ), ,
( )

c z h z z D
a z

z
b z h z z D
d z

−

+

 ⋅ ∈Φ = 
 ⋅ ∈


или

	

( )

( )

( )

( )

1 1

1 1

σ σ
( ) ( ); ( ) ( ),

σ σ

j j

j j

P Nm l
j j

j j

N Pk n
j j

j j

z c C z b
z h z z h z

z a z d

+ −

+ −
= =− +

= =

− ⋅ −
Φ = ⋅ Φ = ⋅

− −

∏ ∏

∏ ∏
 	 (6)

где C = const, а h(z) – произвольная целая функция. Рассмотрим возможные случаи.
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1. Пусть 

1 1
χ 0.

N P
j j

j j
k m

+ +

= =
= − >∑ ∑  

Из равенства 

1 1 1 1

N N P P
j j j j

j j j j
k l m n

+ − + −

= = = =
+ = +∑ ∑ ∑ ∑

следует, что и 

1 1
χ 0.

P N
j j

j j
n l

− −

= =
− = >∑ ∑  

При χ ˃ 1 (случай 1б)) выберем произвольный вектор ( ) χ 1
1 2 χ 1; ;...;H h h h −

−= ∈C   и построим 

целую функцию ( )
χ

1
1

( ) σ ,j
j

h z C z h
=

= ⋅ −∏   где C = const, а hχ – пока неизвестное число. Для того 

чтобы функция Φ–(z) в (6) являлась эллиптической, необходимо и достаточно, чтобы вы
полнялось условие 

χ

1 1 1
,

P N
j j j j j

j j j
m c h k a

+ +

= = =
+ =∑ ∑ ∑   

откуда 

	
χ 1

χ
1 1 1

.
N P

j j j j j
j j j

h k a m c h
+ + −

= = =
= − −∑ ∑ ∑  

В этом случае обе компоненты решения (6) будут эллиптическими функциями, зависящими от 
произвольных независимых параметров h1, h2, … , hχ–1. При χ = 1 (случай 1а)) получим един

ственную функцию ( )1 1( ) σ ,h z C z h= ⋅ −   где C1 = const и 1
1 1

.
N P

j j j j
j j

h k a m c
+ +

= =
= −∑ ∑

2. Пусть 

1 1
,

N P
j j

j j
k m

+ +

= =
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т. е. χ = 0. В этом случае решения (6) будут кусочно-эллиптическими лишь тогда, когда 

1
1 1

,   ( ) const.
N P

j j j j
j j

k a m c h z C
+ +

= =
= ≡ =∑ ∑

При этом также имеют место равенства 

1 1 1 1
,   ,

N P N P
j j j j j j

j j j j
l n l b n d

− − − −

= = = =
= =∑ ∑ ∑ ∑



30	        Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 2. С. 24–35	

откуда следует, что функция G(z) представима в виде отношения двух эллиптических функций, 
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имеющей нули на множестве D −  и полюсы в области D –, и 
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имеющей нули и полюсы лишь в области D+. В частности, при P+ = N + = 0 либо P – = N – = 0  
решение (6) задачи запишется в виде 
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либо соответственно
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σ
( ), ,
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N k
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При 1( ) consth z C≡ =  (и только в этом случае) получим единственное кусочно-эллиптиче- 
ское решение 

1

1

, ,
( )

( ),

C z D
z

C G z z D

−

+

 ∈Φ = 
⋅ ∈

либо 

1

1

, ,
( )( )
, ,

C z D
G zz
C z D

−

+

 ∈Φ = 
 ∈

одна из компонент которого является эллиптической дробно-рациональной функцией, а дру-
гая – постоянной.



    Proceedings of the National academy of sciences of Belarus, рhysics and mathematics series, 2017, no. 2, pp. 24–35	 31

3. Пусть χ < 0, откуда 

1 1 1 1
,   .

P N N P
j j j j

j j j j
m k l n

+ + − −

= = = =
> >∑ ∑ ∑ ∑

Тогда при любом выборе целой функции h(z) компоненты Φ+(z) и Φ–(z) решения (6) не являются 
эллиптическими функциями, поскольку в любом параллелограмме периодов число нулей этих 
компонент заведомо больше числа полюсов (с учетом порядка). В частности, если N+ = 0, P+ ˃ 0 
либо P– = 0, N – ˃ 0, то одна из компонент решения является целой функцией, отличной  
от постоянной. Теорема 2 доказана.

Заметим, что в случае 1б) параметры h1, h2, …, hχ–1, являющиеся нулями «компенсирующей» 
функции h(z), могут принимать любые, в том числе и повторяющиеся значения. Укажем,  
в частности, способ построения функции h(z), имеющей в любом параллелограмме периодов 
функции G(z) лишь один нуль порядка χ. Пусть ( )χ

1 0( ) σ .h z C z h= ⋅ −   Для того чтобы функция 
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 Φ =

−

∏

∏
 

являлась эллиптической, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

0
1 1
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j j

m c h k a
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откуда 
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При этом получим решение 
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∏

 

не зависящее явно от параметров.
П р и м е р   1.  Построим соответствующие случаю 1а) эллиптическую функцию G(z) и се- 

мейство контуров { }, , .m nL m n∈Z  Пусть основные периоды функции G(z) равны 4 и 4i, ее про-
стые нули находятся в точках a1 = 1, a2 = 2, b1 = 3i, а ее простые полюсы – в точках c1 = i, d1 = 2i, 
d2 = 3. Пусть также внутри контуров Lm,n ( ),m n∈Z  находятся точки a1, a2, c1 и им конгруэнтные, 
а вне их – точки b1, d1, d2 и им конгруэнтные (относительно периодов 4, 4i). Учитывая, что 

1 2 1 1 1 2 ,a a b c d d+ + = + +  построим функцию G(z) в виде (5):

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1

1 1 2
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( )   const 0 .

σ σ σ
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G z C C
z c z d z d
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= ⋅ = ≠
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Тогда кусочно-аналитическое решение задачи с краевым условием (4) запишется в виде (6): 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1

1 2

1

1 2

σ
( ) ( ), ;

σ σ
( )

σ
( ) ( ), .

σ σ

z c
z h z z D

z a z a
z

C z b
z h z z D

z d z d

− −

+ +

 −
Φ = ⋅ ∈ − ⋅ −Φ = 

⋅ −Φ = ⋅ ∈ − ⋅ −

Подберем целую функцию ( ) ( )1 1 1( ) σ    consth z C z h C= ⋅ − =   таким образом, чтобы функция

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1

1 2

σ σ
( )

σ σ
z c z h

z C
z a z a

− − ⋅ −
Φ = ⋅

− ⋅ −
 

была эллиптической: 1 1 1 2 1 1 2 1 3 .c h a a h a a c i+ = + ⇔ = + − = −  Тогда кусочно-эллиптическое 
решение задачи запишется в виде 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

1

σ σ (3 )
, ,

σ 1 σ 2
( )

σ 3 σ (3 )
, ,

σ 2 σ 3

z i z i
C z D

z z
z

z i z i
CC z D

z i z

−

+

 − ⋅ − −
⋅ ∈ − ⋅ −Φ = 

− ⋅ − − ⋅ ∈ − ⋅ −

и, очевидно, будет единственным с точностью до постоянного множителя.
Рассмотрим теперь соответствующий случаю 1б) пример, когда выбор «компенсирующей» 

целой функции уже не является определенным.
Пример   2 .  Пусть коэффициентом однородной задачи является ℘ -функция Вейерштрасса

2 2 2
, , ,

( ; ) (0;0)

1 1 1( ) ,
( )m n m n m n

m n

z
z z∈

≠

 
℘ = + − 

−Ω Ω  
∑

Z

параллелограммы периодов которой являются прямоугольниками со сторонами, параллельными 
действительной и мнимой оси. В этом случаеее простые нули находятся в точках вида 

.ω α(2 1) γ β(2 1)m n m n i± = + ± + +   ( )0 γ α ,< <   а полюсы второго порядка – в точках , 2α 2βm n m niΩ = +  
( )α,β , , .m n+∈ ∈R Z   Поскольку сумма простых нулей 0,0ω α γ βi− = − +   и 1, 1ω α γ βi+

− − = − + −   есть 
полюс второго порядка Ω0,0 = 0, то имеет место следующее представление ℘ -функции Вейер
штрасса в виде (5):

( ) ( )
2

σ (α γ β ) σ (α γ β )
( ) ,

σ ( )
z i z i

z C
z

− − + ⋅ + − +
℘ = ⋅  

где постоянная С зависит от чисел α и β. Рассмотрим всевозможные варианты расположения 
контуров { }, , ,m nL m n∈Z  при которых ограничиваемые ими области ,m nD +  образуют двояко
периодическую структуру на плоскости, согласованную с решеткой периодов функции ( ) :z℘  

{ }( ), 0,0, 2α 2β .m nm n L t m ni t L∀ ∈ = + + ∈Z   Для каждого варианта рассмотрим вопрос о суще
ствовании двоякопериодических (как постоянных, так и дробно-рациональных) решений.

1. Пусть область 0,0D +  не содержит нулей и полюсов функции ( ),z℘  т. е. P+ = N+ = 0 (случай χ = 0).
Тогда, согласно (3), мероморфное решение задачи запишется в виде 

( ) ( )
2

( ), ,
( ) σ (α γ β ) σ (α γ β )

( ), .
σ ( )

h z z D
z C z i z i

h z z D
z

−

+

 ∈


Φ = ⋅ − − + ⋅ + − +
⋅ ∈


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При 1( ) consth z C≡ =  получим единственное кусочно-эллиптическое решение 

1

1

, ,
( )

( ), .

C z D
z

C z z D

−

+

 ∈Φ = 
⋅℘ ∈

2. Пусть область 0,0D +  содержит оба нуля функции ( )z℘  в прямоугольнике периодов, а ее 
полюс принадлежит области D–. Тогда, используя разложение (2), приведем равенство (3) к виду

( ) ( )

2

( ) , ,
σ (α γ β ) σ (α γ β )

( )
( ) , .

σ ( )

h z z D
z i z i

z
C h z z D

z

−

+

 ∈ − − + ⋅ + − +Φ =  ⋅ ∈


 

Следуя случаю 1б) теоремы 2, построим целую функцию ( ) ( ) ( )1 1 2 1( ) σ σ  const ,h z C z h z h C= ⋅ − ⋅ − =   
для которой функция Φ(z) будет эллиптической в обеих областях D+ и D–. Так как 
( ) ( )α γ β α γ β 0,i i− + + − + − =   то h1 + h2 = 0, откуда h2 = –h1 и ( ) ( )1 1 1( ) σ σ .h z C z h z h= ⋅ − ⋅ +   Таким 
образом, получим бесконечное множество кусочно-эллиптических решений вида 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1
1

1 1
1 2

σ σ
, ,

σ (α γ β ) σ (α γ β )
( )

σ σ
, ,

σ ( )

z h z h
C z D

z i z i
z

z h z h
CC z D

z

−

+

 − ⋅ +
⋅ ∈ − − + ⋅ + − +Φ = 

− ⋅ + ⋅ ∈

 

зависящее от параметра 1 .h ∈C   При h1 = 0, 1 α γ βh i= − +   или 1 α γ βh i= − + −   одна из компонент 
решения будет постоянной, а в остальных случаях обе компоненты будут эллиптическими дробно- 
рациональными функциями.

3. Пусть область 0,0D +  содержит полюс z = 0 функции ( ),z℘  а оба нуля ( )z℘  лежат в области 

,D −  что соответствует случаю N+ = 0, P+ ˃ 0 (χ < 0). Тогда равенство (3) принимает вид

	 ( ) ( )

2σ ( ) ( ), ,
( )

σ (α γ β ) σ (α γ β ) ( ), ,

z h z z D
z

C z i z i h z z D

−

+

 ⋅ ∈Φ = 
⋅ − − + ⋅ + − + ⋅ ∈

 
	

и определяет кусочно-целую в области D D− +
  функцию. Эллиптических функций среди ре

шений нет.
4.  Пусть область 0,0D +  содержит как полюс Ω0,0 = 0 функции ( ),z℘  так и оба ее нуля, т. е.  

P– = N– = 0 (χ = 0). В этом случае единственное двоякопериодическое решение задачи запишется  
в виде 

1

1

, ,
( )( )
, .

C z D
zz

C z D

−

+

 ∈℘Φ = 
 ∈

5. Пусть полюс Ω0,0 = 0 и один из нулей 0,0ω α γ βi− = − +   функции ( )z℘   принадлежат области 
0,0 ,D +   а нуль 0,0ω α γ βi+ = + +   – области D– (случай χ < 0). Тогда равенство (3) примет вид

( )
( )

2σ ( ) ( ), ,
σ (α γ β )( )

σ (α γ β ) ( ), .

z h z z D
z iz

C z i h z z D

−

+


⋅ ∈

− − +Φ = 
 ⋅ + − + ⋅ ∈

 

Очевидно, эллиптических функций среди решений нет.
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6. Один из нулей 0,0ω α γ βi− = − +   функции ( )z℘   принадлежат области 0,0 ,D +   а другой нуль 
0,0ω α γ βi+ = + +   и полюс Ω0,0 = 0 – области D– (случай χ < 0). В этом случае равенство (3) за

пишется в виде

( )
( )

2

σ (α γ β )
( ), ,

σ (α γ β )
( )

( ), .
σ ( )

z i
h z z D

z i
z

C h z z D
z

−

+

 + − +
⋅ ∈ − − +Φ = 

 ⋅ ∈

 

Поскольку α γ β α γ β ,i i− + ≠ − + −   то эллиптических функций среди решений в этом случае 
также нет.

Заключение. В данной работе в замкнутой форме было получено решение однородной крае-
вой задачи Римана с мероморфными коэффициентами для бесконечно связных областей, а также 
решен вопрос существования двоякопериодических решений задачи с эллиптическим коэффи-
циентом, общим для всех контуров. Полученные результаты могут служить базой для исследо-
вания случая, когда коэффициенты задачи являются различными для каждого из контуров 

( ) ,kL k∈N  а также при решении неоднородной задачи Римана с мероморфными коэффициента-
ми и свободными членами в бесконечно связных областях.
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Л. И. Минченко, Д. Е. Бережнов1

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники, Минск, Беларусь

О ПСЕВДОЛИПШИЦЕВОСТИ МНОЖЕСТВА РЕШЕНИЙ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ

Исследование свойств множества решений параметрических задач оптимизации представляет собой достаточно 
актуальную проблему. Значительные усилия направлены, в частности, на поиск условий различных типов обобщен-
ной липшицевости множества решений, в частности условий их устойчивости (calmness) и псевдолипшицевости 
(Aubin property) [1]. Новый интересный подход к исследованию устойчивости множества решений предложен в рабо-
те М. Кановас и др. [2] в случае параметрической задачи линейного программирования и распространен Д. Клатте  
и Б. Куммером [3] на существенно более широкий круг задач. В данном подходе устойчивость множества решений 
связывается с устойчивостью некоторой ассоциированной системы, представляющей ограничение множества уров-
ня целевой функции на множестве допустимых точек задачи. В настоящей статье предлагается расширить примене-
ние подхода [3] на исследование псевдолипшицевости множества решений; представлены некоторые достаточные 
условия псевдолипшицевости множества решений, а также обобщение леммы Хоффмана.

Ключевые слова: нелинейное программирование, множество решений, устойчивость, псевдолипшицевость

L. I. Minchenko, D. E. Berezhnov

Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk, Belarus

PSEUDO-LIPSCHITZIAN CONTINUITY OF SOLUTION MAPPINGS 
IN PARAMETRICAL OPTIMIZATION PROBLEMS

The study of the properties of solution mappings in parametrical optimization problems represents an urgent problem. 
Particularly, considerable efforts are directed to finding the conditions of different types of generalized Lipschitzian continuity  
of solution mappings, namely their calmness and pseudo-Lipschitzian continuity (also referred to as the Aubin property) [1]. 
A new interesting approach to investigating the calmness of solution mappings has recently been proposed by Canovas et al. [2] 
for parametrical linear programming problems and applied to a much wider range of problems by Klatte and Kummer [3]. In this 
approach, the calmness of solution mappings is related to the calmness of an associated system representing a constraint 
on the level set of the objective function on the domain of the problem. In our note, we propose to expand the use  
of the approach [3] for investigating the pseudo-Lipschitzian continuity of solution mappings. Several sufficient conditions  
for the pseudo-Lipschitzian continuity of solution mappings, as well as the generalization of the Hoffman lemma are presented.

Keywords: nonlinear programming, solution mapping, calmness, pseudo-Lipschitzian continuity

1. Введение и постановка задачи. В данной статье мы рассматриваем задачу параметрической
нелинейной оптимизации в конечномерных пространствах. Проблема изучения характера зависи-
мости множества решений относительно изменений параметров представляет значительный инте-
рес [1]. В частности, это касается наличия различных типов обобщенной и ослабленной липшице-
вости для многозначного отображения (solution mapping), связывающего вектор параметров с сово-
купностью всех решений задачи. (В дальнейшем для простоты будем говорить о зависимости 
множества решений от вектора параметров.) Одним из свойств ослабленной липшицевости явля-
ется так называемая устойчивость относительно параметров (calmness), изучению которой посвя-
щено достаточно много публикаций (см., напр., [1, 4–6]). Более сильной разновидностью ослаблен-
ной липшицевости является псевдолипшицевость, именуемая также свойством Обена [1]. В статьях 
[2, 3] предложен новый подход к исследованию устойчивости (calmness), а в [3] получены новые до-
статочные условия устойчивости для общей задачи оптимизации с параметрами.

Целью данного исследования является получение условий, при которых множество решений 
параметрической задачи оптимизации псевдолипшицево относительно вектора параметров. Для 
исследования псевдолипшицевости множества решений применяется подход [2, 3] и получаются 
достаточные условия псевдолипшицевости для задачи математического программирования.

© Минченко л. И., Бережнов Д. е., 2017
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Рассмотрим задачу P(x) минимизации функции f(x, y) по переменной ( ),y F x∈  где nx R∈  – 
вектор параметров, ,my R∈  F – многозначное отображение, ставящее в соответствие каждому 

nx R∈  множество допустимых точек ( ) .mF x R⊂  Множество решений данной задачи при задан-
ном значении вектора параметров nx R∈  будем обозначать через S(x).

Обозначим область определения и график отображения F через dom { | ( ) }nF x R F x= ∈ ≠∅   
и gr {( , ) | ( ), }nF x y y F x x R= ∈ ∈  соответственно. Пусть ,sv R∈  ,sC R⊂   где s = m или s = n. 
Через d(v, C) обозначим евклидово расстояние от вектора v до множества C, через v  – евклидо-
ву норму вектора v. Под нормой вектора ( , ) n mx y R R×∈  будем понимать ( , ) .x y x y= +  
Обозначим также через B открытый единичный шар, а через Vr(z) – окрестность точки z радиуса r  
в соответствующем пространстве Rn или Rm. Будем предполагать, что многозначное отображе-
ние F замкнуто (т. е. grF – замкнутое множество в Rn × Rm), 0 0( , ) grx y F∈   – заданная точка, 
функция f липшицева в окрестности (x0, y0).

Введем также функцию оптимального значения

	 ( ) inf{ ( , ) | ( )}x f x y y F xϕ = ∈

и, следуя [3], многозначное отображение L, ставящее в соответствие каждой точке ( , ) nx R Rµ ∈ ×  
множество 0 0( , ) ( , , ) { ( ) ( , ) }.L x L x x y F x f x yµ = µ = ∈ ≤ µ

Многозначное отображение F называется устойчивым (calm) в точке 0 0( , ) gr ,x y F∈  если су-
ществуют положительные числа l, ɛ и δ такие, что

	
0 0 0 0( ) ( ) ( )   ( ).F x V y F x l x x B x V xε δ∩ ⊂ + − ∀ ∈  	 (1)

Отметим, что при этом возможно 0( ) ( )F x V yε∩ =∅  при 0.x x≠
Многозначное отображение F называется псевдолипшицевым (относительно domF) в точке 

0 0( , ) grx y F∈  , если существуют положительные числа l, ɛ и δ такие, что

	 ( )0 0 0( ) ( ) ( ) ,   , ( ),   , ( ) dom .F x V y F x l x x B x x V x x x V x Fε δ δ∩ ⊂ + − ∀ ∈ ∀ ∈ ∩    	 (2)

Многозначное отображение F называется полунепрерывным снизу по Липшицу (Lipschitz 
l.s.c.) в точке 0 0( , ) gr ,x y F∈  если существуют положительные числа l и δ такие, что

	
0 0 0( , ( )) ( ).d y F x l x x x V xδ≤ − ∀ ∈ 	 (3)

Отметим, что из (3) следует, что 0( ) ( )F x V yε∩ ≠ ∅  для любого ɛ ˃  0, если 0 min{ , / }.x x l− < δ ε
Нижним топологическим пределом (Painleve-Kuratowski lower limit) многозначного  

отображения F в точке 0 domx F∈  называется множество 
0

lim inf ( ) { | km

x x
F x y R x

→
= ∈ ∀ →  

0 { } , ( ) 1,2,...}.k k k kчто приx последовательность y такая y F x и y y k→ ∃ ∈ → =  
Многозначное отображение F будем называть полунепрерывным снизу (п.н.cн.) в точке 

0 0( , ) gr ,x y F∈  если 
0

0 lim inf ( ).
x x

y F x
→

∈

Следуя [3], наряду с многозначным отображением S и функцией φ(x) будем рассматривать 
для произвольного замкнутого множества mV R⊂  отображение

( ) arg min{ ( , ) ( ) }V
y

S x f x y y F x V= ∈ ∩

и функцию
( ) min{ ( , ) ( ) }.V

y
x f x y y F x Vϕ = ∈ ∩
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В работе [3] получен следующий основной результат.
У т в е р ж д е н и е. Пусть 0 0( , ) gr .x y S∈  Тогда, если 

(i) отображение F устойчиво и полунепрерывно снизу по Липшицу в точке (x0, y0),
(ii) отображение L устойчиво в точке ( )( )0 0 0, ( ) , ,x x yϕ

то отображение S устойчиво в точке (x0, y0).
2. Основные результаты. Рассмотрим задачу P(x), относительно которой приняты предпо-

ложения о замкнутости многозначного отображения F и липшицевости целевой функции f  
в окрестности точки 0 0( , ) gr .x y S∈

Л е м м а  1. Пусть отображение F псевдолипшицево в точке 0 0( , ) grx y S∈  относительно 
domF с параметрами , , 0Flε δ >  такими, что ,Flε > δ  и функция f липшицева в окрестности 

множества 0 0( ) ( )V x V yδ ε×  с постоянной Липшица lf ˃ 0. Тогда при 0( )V clV yε=  справедливо 
( )F x V∩ ≠∅  0( ) domx V x Fδ∀ ∈ ∩  и выполняется условие

	 ( ) ( ) ,   ( ) ( )V Vx x l x x x x l x xϕ ϕϕ − ϕ ≤ − ϕ −ϕ ≤ −     	  

	
0, ( ) dom ,x x V x Fδ∀ ∈ ∩ 	 (4)

где (1 ).f Fl l lϕ = +
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что ( )F x V∩ =∅  при некотором 0( ) dom .x V x Fδ∈ ∩  

Тогда 0( , ( )) .d y F x ≥ ε  Но 0 0 0( ) ( ),y F x V yε∈ ∩  и, следовательно, 0 0( ) Fy F x l x x B∈ + −  в силу (2). 
Таким образом, ( )0 , ( ) ,Fd y F x lε ≤ < δ  что противоречит условию .Flε > δ  Следовательно, 

( )F x V∩ ≠∅  для всех 0( ) dom .x V x Fδ∈ ∩
Далее, возьмем любые 0, ( ) dom .x x V x Fδ∈ ∩  Выберем точку ( ) ( )y x F x V∈ ∩  такую, что 
( ) ( , ( )).V x f x y xϕ =  Обозначим через ( )y x   точку из ( ),F x  ближайшую к y(x). Тогда

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))Vx x f x y x f x y xϕ −ϕ ≤ − ≤   

	 ( ( ) ( ) ) ( ) .f f Fl x x y x y x l x x l x x l x xϕ≤ − + − ≤ − + − = −     

Поскольку справедливо и обратное неравенство ( ) ( ) ,Vx x l x xϕϕ − ϕ ≤ −   то получаем (4). Лемма 1 
доказана.

Т е о р е м а 1. Пусть
(i) многозначное отображение F псевдолипшицево в точке 0 0( , ) grx y S∈  относительно domF,
(ii) многозначное отображение L псевдолипшицево в точке ( )( )0 0 0, ( ) ,x x yϕ  относительно domL.
Тогда найдутся положительное число lS, окрестность U точки x0 и замкнутая окрестность V 
точки y0 такие, что

	 ( ) ( ) SS x V S x l x x B∩ ⊂ + −   	 (5)

для всех ,x x U∈  таких, что ( )S x V∩ ≠∅  и ( ) .S x V∩ ≠∅

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего покажем, что для любого замкнутого mV R⊂  справедливо

	 ( ) ( ) ( ) .VS x V S x S x V∩ ≠∅⇒ = ∩ 	 (6)

Действительно, если ( ) ,S x V∩ ≠∅  то ( ) ( ).Vx xϕ = ϕ  Следовательно,

	 ( ) ( ) { ( , ) ( )} ( ) .VS x F x V y f x y x S x V= ∩ ∩ =ϕ = ∩

Возьмем числа δ, ɛ и множество V таким образом, чтобы они удовлетворяли условиям леммы 1. 
Тогда постоянная Липшица функции f в окрестности множества 0 0( ) ( )V x V yδ ε×  будет равна lf ˃ 0.
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Положим 0 0( ).xµ = ϕ  Поскольку F и L псевдолипшицевы в точках (x0, y0) и ( )( )0 0 0, ( ) ,x x yϕ   
с постоянными липшица lf и lL соответственно, то выполняются условия

	
0 0( ) ( ) ( )   , ( ) dom ,FF x V y F x l x x B x x V x Fε δ∩ ⊂ + − ∀ ∈ ∩    

	
0( , ) ( ) ( , ) ( )LL x V y L x l x x Bεµ ∩ ⊂ µ + − + µ −µ     	 (7)

0 0, ( ), , ( )x x V x Vδ δ∀ ∈ ∀µ µ∈ µ 

 

таких, что ( , ),( , ) dom .x x Lµ µ ∈ 

Построим замкнутую окрестность 0
0( )U cl x B= + δ  точки x0 с радиусом δ0 < δ таким, что для 

всех ,x x U∈  и всех y V∈  выполняются неравенства

	 / 4,   ( , ) ( , ) / 4.fl x x f x y f x y l x xϕ − ≤ δ − ≤ − ≤ δ   	 (8)

Возьмем точки ,x x U∈  такие, что ( )S x V∩ ≠∅  и ( ) .S x V∩ ≠∅  Тогда ( ) ( ),Vx xϕ = ϕ  и с уче-
том леммы, условия которой выполнены, получим ( ) ( ) .x x l x xϕϕ − ϕ ≤ − 

Далее,

	

0 0

( ) ( ( ) ( , ) ( ))

( ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ))
( ( , ( , ))),

∈ ⇔ ∈ ≤ ϕ ⇔

⇔ ∈ ≤ ϕ + − ⇔
⇔ ∈ µ

y S x y F x и f x y x

y F x и f x y x f x y f x y
y L x x y

 

где 0( , ) ( ) ( , ) ( , ),x y x f x y f x yµ = ϕ + −  причем ( , ( , )) dom .x x y Lµ ∈
В силу (4) и (8) получаем

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0

, , ,

, , / 2,

µ −ϕ ≤ ϕ + − −ϕ ≤

≤ ϕ −ϕ + − ≤ δ

x y x x f x y f x y x

x x f x y f x y
 
	 (9)

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0

, , ,

, , / 2.

µ −ϕ ≤ ϕ + − −ϕ ≤

≤ ϕ −ϕ + − ≤ δ

  

 

x y x x f x y f x y x

x x f x y f x y
 

 
	 (10)

Следовательно, 0( , ), ( , ) ( )x y x y Vδµ µ ∈ µ  и ( , ( , )),( , ( , )) dom .x x y x x y Lµ µ ∈   С другой стороны, 
( , ( , )) ( )L x x y S xµ =  и ( , ( , )) ( ),L x x y S xµ =    а условия (9), (10) обеспечивают справедливость (7)  

в точках , .x x  Тогда, в силу (7),

	 ( ) ( )( ), ,S x V L x x y V∩ = µ ∩ ⊂

	 ( )( ) ( ) ( )( )0, , , ,LL x x y l x y x y x x B⊂ µ + µ −µ + − ⊂  

	 ( ) ( ) ( )( )0, , .LS x l x y x y x x B⊂ + µ −µ + − 

При этом

	

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0

, ,

, , , ,

, , .ϕ

µ −µ =

= ϕ + − −ϕ − + ≤

≤ ϕ −ϕ + − ≤ − + −



 

  f

x y x y

x f x y f x y x f x y f x y

x x f x y f x y l x x l x x



40	        Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 2. С. 36–43	

Следовательно, окончательно получаем

( ) ( ) ( ) 01 .L fS x V S x l l l x x Bϕ∩ ⊂ + + + −

Таким образом, (5) справедливо при (1 ).S L fl l l lϕ= + +  Теорема 1 доказана.
Условие (5) теоремы 1 можно рассматривать как ослабленное свойство псевдолипшицево-

сти множества решений S(x). Подобного рода ослабленное свойство псевдолипшицевости вво-
дилось в работе [7].

Из анализа доказательства теоремы 1 вытекает, что для утверждения о классической псевдо-
липшицевости S(x) необходимо к предположениям теоремы 1 добавить требование полунепре-
рывности отображения S снизу в точке 0 0( , ) gr .x y S∈  То есть справедливо 

С л е д с т в и е. Пусть
(i) отображение F псевдолипшицево в точке 0 0( , ) grx y S∈  относительно domF,
(ii) отображение L(x,μ) псевдолипшицево в точке ( )( )0 0 0, ( ) ,x x yϕ

 
относительно domL,

(iii) отображение S полунепрерывно снизу на domS в точке (x0, y0).
Тогда найдутся положительные числа lS, ɛ и δ такие, что

0 0( ) ( ) ( )   , ( ) dom ,SS x V y S x l x x B x x V x Sε δ∩ ⊂ + − ∀ ∈ ∩    

т. е. многозначное отображение S псевдолипшицево относительно domS в точке (x0, y0).
Достаточное условие полунепрерывности снизу отображения S дает 
Л е м м а  2. Пусть

(i) отображение S равномерно ограничено в точке x0,
(ii) функция φ полунепрерывна сверху в точке x0,
(iii) 0 0( ) { }.S x y=
Тогда отображение S полунепрерывно снизу в точке (x0, y0) относительно domS.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольную последовательность 0k xx →  в domS и рас-
смотрим любую последовательность ( ) .k ky S x∈ ≠∅  Вследствие равномерной ограниченности 
отображения S можно из { }ky  извлечь сходящуюся подпоследовательность { }lky , т. е. .lky y→   
При этом 0( )y F x∈  в силу замкнутости отображения F. С другой стороны, ( , ) ( ),l l lk k kf x y x= ϕ
откуда 0 0( , ) ( ).f x y x≤ ϕ  Таким образом, 0( )y S x∈  и, следовательно, 0.y y=  Последнее справед-
ливо для любой сходящейся подпоследовательности из { }ky , следовательно, 0.ky y→  Таким 
образом, S п.н.сн. в точке (x0, y0). Лемма 2 доказана.

Т е о р е м а 2. Пусть
(i) отображение F псевдолипшицево в точке 0 0( , ) grx y S∈  относительно domF,
(ii) отображение L(x,μ) псевдолипшицево в точке ( )( )0 0 0, ( ) ,x x yϕ  относительно domL,
(iii) S равномерно ограничено в точке x0 и 0 0( ) { }.S x y=
Тогда найдутся положительные числа lS, ɛ и δ такие, что

0 0( ) ( ) ( )   , ( ) dom ,SS x V y S x l x x B x x V x Fε δ∩ ⊂ + − ∀ ∈ ∩    

т. е. многозначное отображение S псевдолипшицево в точке (x0, y0) относительно domF.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1, условия которой можно считать выполненными, 

0 0( ) ( )Vx x l x xϕϕ − ϕ ≤ −  для всех 0( ) dom .x V x Fδ∈ ∩  Но 0 0( ) ( ),V x xϕ = ϕ  таким образом, из по-
следнего неравенства следует 

0

0

, dom
limsup ( ) ( ).

x x x F
x x

→ ∈

ϕ ≤ ϕ

Получаем, что выполнены условия леммы 2 и отображение S п.н.сн. в (x0, y0). Тогда в силу 
следствия S псевдолипшицево в точке (x0, y0) относительно domF. Теорема 2 доказана.
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З а м е ч а н и е  1. Следует отметить, что условие 0 0( ) { }S x y=  не является слишком жестким пред-
положением в теореме 2, поскольку известно (теорема 2 [8]), что отображение S может быть псевдо-
липшицевым в точке 0 0( , ) grx y S∈  только в случае, когда множество S(x0) состоит из одной точки.

3. Примеры. Рассмотрим задачу математического программирования P(x): ( , ) min,f x y →  
( ),y F x∈  где ( ) { | ( , ) 0 },m

iF x y R h x y i I= ∈ ≤ ∈  ,nx R∈  {1,..., },I p=  функции f, hi непрерывно 
дифференцируемы.

Следуя [9, 10], многозначное отображение F будем называть R-регулярным (относительно 
domF) в точке 0 0( , ) gr ,x y F∈  если найдутся число α ˃ 0 и окрестности V(y0) точки y0 и V(x0) точ-
ки x0 такие, что ( , ( )) max{0, ( , ) }id y F x h x y i I≤ α ∈  для всех 0( )y V y∈  и 0( )x V x∈  
( )0( ) dom .x V Fx∈ ∩

Следующее утверждение обобщает известную лемму Хоффмана [11]. Доказательство данно-
го утверждения представляет развитие схемы доказательства леммы Хоффмана в [9].

Л е м м а  3. Пусть ( ) { | ( , ) 0 },m
iF x y R h x y i I= ∈ ≤ ∈  где ( , ) , ( ),i i ih x y a y b x= 〈 〉 +  ai – векто-

ры, bi(x) – скалярные функции, {1,..., }.I p=  Тогда существует число const 0M = >  такое, что 
для любого вектора mv R∈  и любого domx F∈  справедливо неравенство

	 ( , ( )) max{0, , ( ) | 1,..., }i id v F x M a v b x i p≤ 〈 〉 + = .	 (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнены условия леммы. Положим }.( , ) max{ ( , ) | 1,...,ih x y h x y i p= =  
Тогда ( ) { ( , ) 0}.mF x y R h x y= ∈ ≤  Зафиксируем любую точку domx F∈ . Если ( ),v F x∈  то нера-
венство (11) выполняется при любом M ˃ 0.

Пусть y – произвольная граничная точка множества F(x). Известно (см., напр., [9, 12]), 
что нормальный конус ( ) ( )F xN y  к множеству F(x) в точке y задается условием 

( )
( , )

( ) 0 ,F x i i i
i I x y

N y a i I
∈

  = λ λ ≥ ∈ 
  

∑  где ( , ) { .( , ) 0}iI x y i I h x y= ∈ =  Соответственно, множе- 

ство точек mv R∈  таких, что ( )v F x∉  и ( , ( )) ,d v F x v y= −  совпадает с множеством 

( )( ) , ( ), 1},{ ( ) F xy t y tl l N y lv y t = + ∈ ==  причем ( ( ), ( )).t d y t F x=

Тогда, обозначив ( )( , ) { ( ), 1},m
F xN x y l R l N y l= ∈ ∈ =  для каждого ( , )l N x y∈  получим 

( , ) ( , )
( , ( )) max ( , ( )) max { , , ( )}i i

i I x y i I x y
i ih x y t h x y t a y t a l b x

∈ ∈
≥ = 〈 〉 + 〈 〉 + =

	 ( , )( , ) ( , )
max min max, , ( , ).i i

l N x yi I x y i I x y
l lt a t a t x y

∈∈ ∈
= 〈 〉 ≥ 〈 〉 = δ 	 (12)

Покажем, что δ(x,y) ˃ 0. Предположим противное, т. е. что δ(x,y) ≤ 0. Тогда найдется вектор 
0 ( , )l N x y∈  такой, что

	
0

( , )
max( , ) , 0.i

i I x y
lx y a

∈
δ = 〈 〉 ≤ 	 (13)

Так как ( , ) 0ih x y <  при ( , ),i I x y∉  то вследствие непрерывности функций ( , )ih x y  по y  
существует число t0 ˃ 0 такое, что 00( , ) , ( ) , 0i i i i lh x y tl a y b x t a+ = 〈 〉 + + 〈 〉 <  при всех ( , )i I x y∉  
для всех положительных t ≤ t0. Следовательно, поскольку 0 ( )y tl F x+ ∉  при всех t ˃ 0  
и 0 0

( , )
( , ) max ( , )i

i I x y
h x y tl h x y tl

∈
+ = +  при всех 0(0, ],t t∈  то при положительных t ≤ t0 справедливо

	
0 0

( , )
0 ( , ) max ( , )i

i I x y
h x y tl h x y tl

∈
< + = + =

	
0

( , )
max { , , ( )}i i i

i I x y
la y t a b x

∈
= 〈 〉 + 〈 〉 + =

	
0

( , )
,max ( , ) 0.i

i I x y
lt a t x y

∈
= 〈 〉 = δ ≤
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Полученное противоречие говорит о том, что δ(x,y) ˃ 0.
Положим

	 ( , )
( , ) 0 ( , ), 0 ( , ), 1 .j

p
j j j

j I x y
x y R j I x y j I x y a

∈

  λ 
  

Λ = λ∈ λ ≥ ∈ λ = ∉ =∑

Тогда

	 ( , ) ( , )
( , ) min max ,i

l N x y i I x y
lx y a

∈ ∈
δ = 〈 〉 =

( , )( , ) ( , )
min max ,i j j

i I x yx y j I x y
aa

∈λ∈Λ ∈
λ〈 〉∑



.

Так как δ(x,y) определяется множеством I(x,y) и существует лишь конечное число подмно-
жеств множества {1,..., },I p=  то ( , ) 0,x yδ ≥ δ >  когда y пробегает все граничные точки множе-
ства F(x), а x пробегает все точки domF. Поскольку любая точка ( )v F x∉  представима в виде 

,v y tl= +  где ( ) ( ), 1,F xl N y l∈ =  t ˃ 0, y – граничная точка F(x), то из (12) следует, что для любо-
го ( )v F x∉  справедливо ( , ) ( , ( )),h x v t d v F x≥ δ ≥ δ  откуда вытекает утверждение леммы. 

П р и м е р  1. Положим ( , ) ( ), , ( , ) , ( ),i i if x y c x y h x y a y b x= 〈 〉 = 〈 〉 +  где ai – векторы, c(x) – век-
торная функция, bi(x) – функции. Пусть 

0 0( , ) gr .x y S∈  Тогда отображение F R-регулярно относи-
тельно domF в силу леммы 3 и, значит, [10, 13] псевдолипшицево в точке (x0, y0) относительно 
domF. С другой стороны, 0( , ) { ( ) ( ), }L x y F x c x yµ = ∈ 〈 〉 ≤ µ  удовлетворяет условиям леммы 3,  
и в силу этой леммы отображение L является R-регулярным в ( )0 0 0( , ),x yµ  относительно domL, 
а значит, псевдолипшицевым в точке ( )0 0 0( , ),x yµ  относительно domL, где 0 0( ).xµ = ϕ  Таким 
образом, условия теоремы 1 выполнены и справедливо (5).

Если дополнительно потребовать равномерной ограниченности S(x) или F(x) в точке x0  
и 0 0( ) { },S x y=  то в силу теоремы 2 отображение S будет псевдолипшицевым в (x0, y0).

З а м е ч а н и е  2. Хотя лемма 3 играет важную роль в примере 1, тем не менее она неприме-
нима непосредственно к отображению S и сама по себе не может обеспечить псевдолипшице-
вость множества решений.

Следующий пример показывает, что для утверждения о псевдолипшицевости множества ре-
шений S(x) существенны требования равномерной ограниченности и однозначности (или полу-
непрерывности снизу) отображения S.

П р и м е р  2. Пусть 2 1 1 2min, 1, 1,y xy y y− → ≤ ≤   2, .x R y R∈ ∈  Тогда ( ) {( 1, 1)} при 0,S x x= − − <   
( ) {( 1, 1)} при 0,S x x= − − <  1 1(0) {( , 1), 1}S y y= − ≤   и ( ) {(1, 1)} при 0.S x x= − >   Многозначное отображение S  

не является псевдолипшицевым в точке (0,(0, 1)),−  в которой 0 0( ) { }S x y≠  и не выполнено усло-
вие полунепрерывности S снизу.
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О ПОЛИАДИЧЕСКОЙ ОПЕРАЦИИ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

В статье продолжается изучение полиадической операции ηs, σ, k, которая была определена ранее на декартовой 
степени Ak n-арного группоида < A, η > с помощью подстановки σ ∈ Sk и n-арной операции η. Частным случаем 
полиадической операции ηs, σ, k является l-арная операция [ ]l, σ, k, которую один из авторов определил для любых це-
лых k ≥ 2, l ≥ 2 и любой подстановки σ множества {1, …, k} на k-й декартовой степени Ak полугруппы A. В свою оче-
редь, частными случаями l-арной операции [ ]l, σ, k являются две полиадические операции Э. Поста, одну из которых 
он определил на декартовой степени симметрической группы, вторую – на декартовой степени полной линейной 
группы над полем комплексных чисел. В статье приведены новые результаты об операции ηs, σ, k. В частности, полу-
чено новое доказательство ассоциативности этой полиадической операции.

Ключевые слова: полиадическая операция, ассоциативность, подстановка, группоид, полугруппа

A. M. Gal'mak1, A. D. Rusakov2

1Mogilev State University of Food Technologies, Mogilev, Belarus 
2Francisk Scorina Gomel State University, Gomel, Belarus

POLYADIC OPERATION OF SPECIAL TYPE

In the article the authors continue to study the polyadic operation ηs, σ, k that was earlier defined at the Cartesian power Ak 
of the nth groupoid < A, η > by the substitution of σ ∈ Sk and the nth operation η. The special case of the polyadic operation 
ηs, σ, k is the lth operation [  ]l, σ, k that is defined by one of the authors for any integer k ≥ 2, l ≥ 2 and for any substitution  
of the σ set {1, …, k} at the Cartesian power Ak of the semigroup A. In turn, the special case of the lth operation [ ]l, σ, k con-
sists of two polyadic operations by E. Post, one of which he defined at the Cartesian power of the symmetric group and the 
second – at the Cartesian power of the general linear group over the field of complex numbers. The properties of the opera-
tions ηs, σ, k are studied in the article. In particular, a new proof of the associativity of the polyadic operation ηs, σ, k was obtained. 

Keywords: polyadic operation, associativity, substitution, groupoid, semi-group

Введение. Полиадическая операция ηs, σ, k была определена в [1] следующим образом.
Пусть < A, η > – n-арный группоид, n ≥ 2, s ≥ 1, l = s(n – 1) + 1, k ≥ 2, σ ∈ Sk. Определим на Ak 

вначале n-арную операцию

η1, σ, k(x1 … xn) = η1, σ, k((x11, …, x1k) … (xn1, …, xnk)) =

	
( ) ( )( )1 111 2 (1) 1 2 ( )(1) ( ) ... ,  ...,  ... ,n nk kn n kx x x x x x− −σ σσ σ= η η 	 (1)

а затем l-арную операцию

ηs, σ, k(x1 … xl) = ηs, σ, k((x11, …, x1k) … (xl1, …, xlk)) =

= η1, σ, k(x1 … xn–1η1, σ, k(xn … x2(n–1)η1, σ, k(…

	 … η1, σ, k(x(s–2)(n–1)+1 … x(s–1)(n–1)η1, σ, k(x(s–1)(n–1)+1 … xs(n–1)+1)) …))).	 (2)

При s = 1 l-арная операция ηs, σ, k совпадает с n-арной операцией η1, σ, k.
Частными случаями l-арной операции ηs, σ, k являются две полиадические операции, которые 

Э. Пост определил в [2]. Одна из них была определена им на декартовой степени симметрической 
группы, вторая – на декартовой степени полной линейной группы над полем комплексных чисел.

© Гальмак А. М., Русаков А. Д., 2017
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Конструкция, которую Э. Пост использовал при построении своих полиадических операций, 
допускает различные обобщения. Некоторые из таких обобщений реализованы в книге [3],  
где любых целых k ≥ 2, l ≥ 2 и любой подстановки σ множества {1, …, k} на k-й декартовой степе-
ни Ak полугруппы A определена l-арная операция [ ]l, σ, k, частными случаями которой являются 
отмеченные выше полиадические операции Э. Поста. Обе эти операции и почти все их обобще-
ния характеризуются тем, что в определении каждой из них присутствует бинарная операция.  
В связи с этим возникает необходимость определения и изучения обобщений, в которых бинар-
ная операция заменяется полиадической операцией арности больше двух. Такие полиадические 
операции были определены в работе [1]. В данной статье продолжается изучение полиадической 
операции ηs, σ, k. Проверка читателями приводимых далее в статье выкладок существенно упро-
стится, если элементы декартовой степени Ak  представлять столбцами.

1. Используемые результаты. Явный вид l-арной операции ηs, σ, k описывает 
Т е о р е м а  1 [1]. Если

xi = (xi1, …, xik), i = 1, 2, …, l,

ηs, σ, k(x1 … xl) = (y1, …, yk),

то для любого j ∈ {1, …, k} компонента yj находится по формуле

	
2 1 2( 1) 1( 1) ( ) ( ) (2(1 2 1)) ( )( ) ( ( .   .. ..( . n n nn j jj n jj nj x xy x xx − − − −σ − σ σ − ση η=η 

	
( 1)( 1) ( 1)(( 1)( 1) 1) ( ) ( ( 1) 1) ( )... ( ) ...))).s n s ns n j s n jx x− − −− − + σ − + ση  	 (3)

З а м е ч а н и е  1. Если n-арная операция η ассоциативна, то (3) может быть переписано сле-
дующим образом:

	
( ) ( )( 1) 11 2 1( ( 1) 1) ( ) (( ) 2 ( ) )   ... .   ... s n ls n j lj j j j jj xy x x x x x− −− + σ σσ σ=η η= 	 (4)

Если η – бинарная операция, обозначаемая символом °, то бинарная операция η1, σ, k совпадает 

с бинарной операцией 
σ
 , а l-арная операция ηs, σ, k, где l = s + 1, совпадает с (s + 1)-арной операцией 

[ ]s+1, σ, k из [4]. При этом равенства (1)–(4) принимают вид

x1 
σ


 x2 = (x11, …, x1k) 
σ


 (x21, …, x2k) = (x11x2σ(1), …, x1kx2σ(k)),

[x1x2 … xl]l, σ, k = x1 
σ


 (x2 
σ


 ( … (xl–2 
σ


 (xl–1 
σ


 xl)) … )),

( ) ( )( )( )1( ) ( 1) (1 )2   ... , ...  s ssj j j j s jy x xx x −σ + σσ=

yj = x1jx2σ( j) …  ( 1) ( )ss jx + σ  = x1jx2σ( j) …  2( 1) ( )ll jx −− σ 1( )ll jx −σ .

Для сокращения записей в правых частях последних двух равенств символ операции °  
не указан. Заметим, что именно последнее равенство использовалось в [3, определение 3.1.4]  
для определения l-арной операции [ ]l, σ, k на k-й декартовой степени полугруппы A.

Таким образом, l-арная операция [ ]l, σ, k из [3], определенная на k-й декартовой степени по-
лугруппы, является частным случаем l-арной операции [ ]l, σ, k из [4], определенной на k-й де-
картовой степени группоида. Последняя операция, в свою очередь, является частным случаем 
l-арной ηs, σ, k.

Частным случаем l-арной операции ηs, σ, k является и n-арная операция η  из [3, с. 227], совпа-
дающая с n-арной операцией η1,  (12 …  n–1),  n–1, с помощью которой, в свою очередь, определяется 
l-арная операция ηs, (12 … n – 1), n–1. Укажем явный вид этой операции.
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П р и м е р. Положим в определении l-арной операции ηs, σ, k:

k = n – 1, σ = (12 … n – 1).

В этом случае на (n – 1)-й декартовой степени An–1 n-арного группоида < A, η > определены 
n-арная операция

η1, (12 … n – 1), n–1(x1 … xn) = η1, (12 … n – 1), n–1((x11, …, x1(n–1)) … (xn1, …, xn(n–1))) =

= (η(x11x22 … x(n–1)(n–1)xn1), η(x12 … x(n–2)(n–1)x(n–1)1xn2), …, η(x1(n–1)x21 … xn(n–1)))

и l-арная операция

ηs, (12 … n – 1), n–1(x1 … xl) = (y1, …, yn–1),

где l = s(n – 1) + 1, а компонента yj, согласно теореме 1, находится по формуле

yj = η(x1jx2( j+1) … x(n–j)(n–1)x(n–j+1)1 … x(n–1)( j–1)

η(xnjx(n+1)( j+1) … x(2(n–1)–j+1)(n–1)x(2(n–1)–j+2)1 … x(2(n–1))( j–1) 

η(… η(x((s–1)(n–1)+1)j… x(s(n–1)–j+1)(n–1)x(s(n–1)–j+2)1 … x(s(n–1))( j–1)x(s(n–1)+1)j)…))).

В частности,

y1 = η(x11x22 … x(n–1)(n–1)η(xn1x(n+1)2 … x(2(n–1))(n–1)

η(… η(x((s–1)(n–1)+1)1x((s–1)(n–1)+2)2 … x(s(n–1))(n–1)x(s(n–1)+1)1)…))),

y2 = η(x12x23 … x(n–2)(n–1)x(n–1)1η(xn2x(n+1)3 … x(2(n–1)–1)(n–1)x(2(n–1))1

η(… η(x((s–1)(n–1)+1)2 … x(s(n–1)–1)(n–1)x(s(n–1))1x(s(n–1)+1)2)…))),

y3 = η(x13x24 … x(n–3)(n–1)x(n–2)1x(n–1)2η(xn3x(n+1)4 … x(2(n–1)–2)(n–1)x(2(n–1)–1)1x(2(n–1))2

η(… η(x((s–1)(n–1)+1)3 … x(s(n–1)–2)(n–1)x(s(n–1)–1)1x(s(n–1))2x(s(n–1)+1)3)…))),

……………………………………………………………………………

yn–1 = η(x1(n–1)x21 … x(n–1)(n–2)η(xn(n–1)x(n+1)1 … x(2(n–1))(n–2)

η(… η(x((s–1)(n–1)+1)(n–1)x((s–1)(n–1)+2)1… x(s(n–1)+1))(n–1))…))).

С помощью n-арной операции η n-арного группоида < A, η > можно для всякого l = s(n – 1) + 1, 
где s ≥ 1, на том же множестве A определить l-арную операцию

η(s)(x1 … xl) = η(x1 … xn–1η(xn … x(2n–1)η( … η(x(s–1)(n–1)+1 … xs(n–1)+1) … ))),

которая, согласно определению операции ηs, σ, k, позволяет определить на множестве Ak l-арную 
операцию

(η(s))1, σ, k(x1 … xl) = (η(s))1, σ, k((x11, …, x1k) … (xl1, …, xlk)) = (z1, …, zk),

где

	 zj = η(s)(x1jx2σ( j) …  1( )ll jx −σ ), j = 1, 2, …, k.

Имеет место
Т е о р е м а  2 [1]. Для n-арной операции η, определенной на множестве A, и любого s ≥ 1 l-ар-

ные операции ηs, σ, k и (η(s))1, σ, k совпадают.
Согласно следующей теореме, тождественность подстановки σl–1влечет за собой перенос ас-

социативности с n-арной операции η на l-арную операцию ηs, σ, k.
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Т е о р е м а  3 [1]. Если n-арная операция η – ассоциативна, подстановка σ ∈ Sk удовлетворя-
ет условию σl = σ, то l-арная операция ηs, σ, k ассоциативна.

Отметим, что в справедливости сформулированных выше теорем 1–3 читатель может убе-
диться самостоятельно, не обращаясь к [1].

2. Основные результаты. В доказательстве теоремы 3 существенно использовалась теорема 2 
о совпадении l-арных операциий ηs, σ, k и (η(s))1, σ, k. Докажем более общий результат, не применяя 
при этом теорему 2. Для этого нам понадобится 

Л е м м а  1. Пусть α – автоморфизм n-арного группоида < A, η >, который обладает такими 
элементами c1, …, cn–1, d1, …, dn–1, что

	 η(c1 … cn–1x) = η(d1 … dn–1x)

для любого x ∈ A. Тогда

	 η( 1cα  …  1ncα− y) = η( 1d α  …  1nd α
− y)

для любого y ∈ A.
Справедлива аналогичная
Л е м м а  2. Пусть α – автоморфизм n-арного группоида < A, η >, который обладает такими 

элементами c1, …, cn–1, d1, …, dn–1, что

	 η(xc1 … cn–1) = η(xd1 … dn–1)

для любого x ∈ A. Тогда

	 η(y 1cα  …  1ncα− ) = η(y 1d α  …  1nd α
− )

для любого y ∈ A.
Следующая теорема является полиадическим аналогом утверждения, обратного к теореме 

Поста – Глускина – Хоссу для полугрупп.
Т е о р е м а  4. Пусть n ≥ 2, s ≥ 1, l = s(n – 1) + 1, < A, η > – n-арная полугруппа; ее автомор-

физм α и элементы c1, …, cn–1 удовлетворяют условиям

	 η( 1cα  …  1ncα− x) = η(c1 … cn–1x),	 (5)

	 η(
1l

x
−α c1 … cn–1) = η(c1 … cn–1x)	 (6)

для любого x ∈ A. Тогда l-арный группоид < A, µ > c l-арной операцией

	 µ(x1 … xl) = η(x1 2xα  … 
1l

x
−α c1 … cn–1)	 (7)

является l-арной полугруппой. При этом биекция α является ее автоморфизмом.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Применив к (5) лемму 1, убеждаемся в справедливости для любого 

x ∈ A и любого целого t ≥ 2 равенства

	 η( 1
t

cα  …  1
t

ncα− x) = η(
1

1
t

c
−α  … 

1
1

t
nc

−α
− x).

Используя полученное соотношение, ассоциативность n-арной операции η, а также (5), (6) и (7), 
будем иметь для любого i ∈ {1, …, l}
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	 µ(x1 … xi–1µ(xi … xi+l–1)xi+l … x2l–1) =

	 = η(x1 2xα  … 
2

1
i

ix
−α

− µ(xi … xi+l–1

1
)

i−α i

i lxα+  … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = η(x1 … 
2

1
i

ix
−α

− η(xi 1ixα+  … 
1

1
l

i lx
−α

+ − c1 … cn–1

1
)

i−α i

i lxα+  … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = η(x1 2xα  … 
2

1
i

ix
−α

− η(
1i

ix
−α

1
i

ixα+  … 
2

1
i l

i lx
+ −α

+ −
1

1
i

c
−α  … 

1
1

i
nc

−α
− )

i

i lxα+   … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = η(x1 2xα  … 
2

1
i

ix
−α

−
1i

ix
−α

1
i

ixα+  … 
2

1
i l

i lx
+ −α

+ − η(
1

1
i

c
−α  … 

1
1

i
nc

−α
−

i

i lxα+ )
1

1
i

i lx
+α

+ +  … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = η(x1 2xα  … 
1i

ix
−α

1
i

ixα+  … 
2

1
i l

i lx
+ −α

+ − η( 1
i

cα  …  1
i

ncα−
i

i lxα+ )
1

1
i

i lx
+α

+ +  … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = η(x1 2xα  … 
1i

ix
−α

1
i

ixα+  … 
2

1
i l

i lx
+ −α

+ − η(
1

( )
i l

i lx
−α α

+ 1
i

cα  …  1
i

ncα− )
1

1
i

i lx
+α

+ +  … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = η(x1 2xα  … 
1i

ix
−α η( 1

i
ixα+  … 

2

1
i l

i lx
+ −α

+ −
1

( )
i l

i lx
−α α

+ 1
i

cα  …  1
i

ncα− )
1

1
i

i lx
+α

+ +  … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = η(x1 2xα  … 
1i

ix
−α η( 1

i
ixα+  … 

2

1
i l

i lx
+ −α

+ −
1i l

i lx
+ −α

+ 1
i

cα  …  1
i

ncα− )
1

1
i

i lx
+α

+ +  … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = η(x1 2xα  … 
1i

ix
−α η(xi+1

α
+2ix  … 

1l

i lx
−α

+ c1 … cn–1 )
iα 1

1
i

i lx
+α

+ +  … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = η(x1 2xα  … 
1i

ix
−α µ(xi+1 … xi+l )

iα 1

1
i

i lx
+α

+ +  … 
1

2 1
l

lx
−α
− c1 … cn–1) =

	 = µ(x1 … xiµ(xi+1 … xi+l)xi+l+1 … x2l–1),

т. е.

	 µ(x1 … xi–1µ(xi … xi+l–1)xi+l … x2l–1) = µ(x1 … xiµ(xi+1 … xi+l)xi+l+1 … x2l–1).

Следовательно, l-арная операция η ассоциативна.
Используя ассоциативность n-арной операции η, а также (5), (6) и (7), будем иметь

µ(x1 … xl)
α = η(x1 2xα  … 

1l

lx
−α c1 … cn–1)

α= η( 1xα
2

2xα  … 
1

1
l

lx
−α

−
l

lxα 1cα  …  1ncα− ) =

= η( 1xα
2

2xα  … 
1

1
l

lx
−α

− η(
1

( )
l

lx
−α α

1cα  …  1ncα− )) = η( 1xα
2

2xα  … 
1

1
l

lx
−α

− η( 1cα  …  1ncα− lxα )) =

= η( 1xα
2

2xα  … 
1

1
l

lx
−α

− η(c1 … cn–1 lxα )) = η( 1xα
2

2xα  … 
1

1
l

lx
−α

− η(
1

( )
l

lx
−α α  c1 … cn–1)) =

= η( 1xα 2( )xα α  … 
2

1( )
l

lx
−α α

−
1

( )
l

lx
−α α c1 … cn–1) = µ( 1xα 2xα  …  lxα ),

т. е.

	 µ(x1 … xl)
α = µ( 1xα 2xα  …  lxα ).

Следовательно, α – автоморфизм l-арной полугруппы < A, µ >. Теорема доказана.
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З а м е ч а н и е  2. Для полиадических групп результат, аналогичный теореме 4, доказан  
в статье [5].

Если в теореме 4 c1 … cn–1 – пустая последовательность, то равенство (5) выполняется три- 
виально (x = x), равенство (6) принимает вид 

1
  ,

l
xx

−α =  что равносильно тождественности под-
становки αl–1, а равенство (7) переписывается следующим образом:

	 µ(x1 … xl) = η(x1 2xα  … 
2

1
l

lx
−α

− xl).

Поэтому из теоремы 4 вытекает
С л е д с т в и е  1. Пусть n ≥ 2, s ≥ 1, l = s(n – 1) + 1, < A, η > – n-арная полугруппа, α –  

ее автоморфизм, удовлетворяющий условию αl = α. Тогда l-арный группоид < A, µ > c l-арной 
операцией

	 µ(x1 … xl) = η(x1 2xα  … 
2

1
l

lx
−α

− xl)

является l-арной полугруппой. При этом биекция α является ее автоморфизмом.
З а м е ч а н и е  3. Если в следствии 1 n-арную полугруппу заменить полугруппой, то полу-

чим лемму 2.4.3 из [3].
Нам понадобится еще одна лемма, приведенная в [3].
Л е м м а  3  [3, с. 142]. Пусть A – множество, k ≥ 2, σ – подстановка из Sk, fσ – преобразование 

декартовой степени Ak по правилу

	 fσ: (x1, x2, …, xk) → (xσ(1), xσ(2), …, xσ(k)).

Тогда:
1) fσ – биекция;

2) для любого i ≥ 2 преобразование ifσ  множества Ak осуществляется по правилу

	
ifσ : (x1, x2, …, xk) → ( (1)ixσ ,  (2)ixσ , …,  ( )i kxσ );

3)  ifσ  =  ifσ  для любого i ≥ 2;
4) если a ∈ A, a = ( , ,

k

a a



), то a fσ = a;

5) если < A, ∗ > – группоид, то fσ – автоморфизм группоида < Ak, ∗ > с операцией

	 x ∗ y = (x1, …, xk) ∗ (y1, …,yk) = (x1 ∗ y1, …, xk ∗ yk).

Утверждение 5) леммы 3 обобщается следующей леммой.
Л е м м а   4. Если в условиях леммы 3 < A, η > – n-арный группоид, то fσ – автоморфизм n-ар-

ного группоида < Ak, η > с n-арной операцией η, которая определяется покомпонентно с помо-
щью операции η:

	 η(x1 … xn) = η((x11, …, x1k) … (xn1, …, xnk)) = (η(x11 … xn1), …, η(x1k … xnk)).

Следующая теорема получается с помощью леммы 4 и следствия 1.
Т е о р е м а  5. Пусть < A, η > – n-арная полугруппа, σ – подстановка из Sk, удовлетворяющая 

условию σl = σ. Тогда l-арная операция ηs, σ, k является ассоциативной и для всех

	 xi = (xi1, xi2, …, xik) ∈ Ak, i = 1, 2, …, l
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верны равенства

	 ηs, σ, k(x1x2 … xl) = η(x1 2x fσ  … 
2

1x
lf

l
−

σ
− xl) = η(x1 2x fσ  …  2

1x lf
l

−σ
− xl),	 (8)

где отображение fσ: A
k → Ak определяется следующим образом:

	 fσ: (x1, x2, …, xk) → (xσ(1), xσ(2), …, xσ(k)).

Если σ – тождественная подстановка, то fσ – тождественное отображение. Поэтому из теоре-
мы 5 вытекает

С л е д с т в и е  2. Пусть < A, η > – n-арная полугруппа, σ – тождественная подстановка  
из Sk. Тогда l-арная операция ηs, σ, k является ассоциативной и для всех

	 xi = (xi1, xi2, …, xik) ∈ Ak, i = 1, 2, …, l

верно равенство

	 ηs, σ, k(x1x2 … xl) = η(x1x2 … xl),

т. е. l-арная операция ηs, σ, k является производной от n-арной операцией η, которая определяет-
ся покомпонентно на Ak с помощью n-арной операции η (лемма 2.4).

Полагая в теореме 5 n = 2, получим следующую теорему 3.2.2 из [3] об ассоциативности l-ар-
ной операции [ ]l, σ, k.

Т е о р е м а  6 [3, с. 144]. Пусть A – полугруппа, σ – подстановка из Sk, удовлетворяющая ус-
ловию σl = σ. Тогда l-арная операция [ ]l, σ, k является ассоциативной и для всех

	 xi = (xi1, xi2, …, xik) ∈ Ak, i = 1, 2, …, l

верны равенства

	 [x1x2 … xl]l, σ, k = x1 2x fσ  … 
2

1x
lf

l
−

σ
− xl = x1 2x fσ  …  2

1x lf
l

−σ
−  xl.
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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОТНЕСЕНИЕ РЕАЛИЗАЦИЙ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ К ЗАДАННЫМ ТРЕНДОВЫМ МОДЕЛЯМ

Исследуется проблема статистического отнесения реализаций нестационарных временных рядов к заданным 
трендовым моделям. Предлагается использовать решающее правило в пространстве коэффициентов трендов, опре-
деленных в одном и том же ортогональном базисе. В качестве меры эффективности принимаемых решений аналити-
чески вычислен риск (вероятность ошибочно определить ближайший к реализации тренд). Как пример рассмотрен 
случай двух альтернативных трендов.

Ключевые слова: нестационарный временной ряд, трендовая модель, реализация, решающее правило, риск

E. E. Zhuk

Belarusian State University, Minsk, Belarus

STATISTICAL ASSIGNMENT OF REALIZATIONS OF NON-STATIONARY TIME SERIES  
TO THE FIXED TREND MODELS

The problem of statistical assignment of realizations of non-stationary time series to the fixed trend models is investigated. 
The decision rule in a space of trend coefficients determined on the same orthogonal basis is proposed and its efficiency  
is analytically studied. As an example the case of two alternative trends is studied.

Keywords: non-stationary time series, trend model, realization, decision rule, risk

1. Статистическое описание нестационарных временных рядов моделью с трендом в ор-
тогональном базисе. Как известно  [1–3], для статистического описания нестационарных вре-
менных рядов (ВР) используются две основные вероятностные модели: а) авторегрессии и про-
интегрированного скользящего среднего; б) с трендом в ортогональном базисе. В первом случае 
пытаются подобрать порядок оператора конечной разности, приводящий исходный ВР к стацио-
нарному. Если это сделать не удается, то используется трендовая модель. Здесь остановимся на 
последней и напомним связанные с ней основные результаты [2, 3], которые понадобятся далее.

Пусть 1{ }T
t tX x ==  – реализация длительности T нестационарного ВР. Согласно трендовой 

модели [2, 3], его отсчеты ,   1, ,∈ =tx R t T  представимы в виде

	 ( ) ,t tx f t u= + 	 (1)

где ( ),   1,=f t t T  – детерминированная (неслучайная) функция, называемая трендом и завися-
щая от времени t. Случайные величины 1{ }T

t tu =  в (1) обычно считаются некоррелированными, 
имеют нулевые математические ожидания и одинаковую ограниченную дисперсию:

	
{ } { } { }2 2E 0,   D E ;= = = σ < +∞t t tu u u 	 (2)

	 { }E 0,   , 1, ,   ,= ∀ = ≠t lu u t l T l t

и трактуются как ошибки измерений (наблюдений).

© Жук Е. Е., 2017
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На практике модель (1), (2) уточняют [2, 3], представляя тренд f(·) разложением в ортого-
нальном базисе:

	 1
( ) ( ),   1, ,

=
= φ =∑

m
j j

j
f t b t t T 	 (3)

а базисные функции 1{ ( )}m
j j=φ ⋅  выбираются ортогональными в следующем смысле:

	

2
1

1

0, если ;
( ) ( )

( ) , если ,

T
Tj i

jt
t

i j
t t

t i j=
=

≠
φ φ =  φ =

∑
∑

 

	 (4)

где T – длительность реализации X.
На практике в модели (1)–(4) количество используемых базисных функций m (порядок трен-

да [2, 3]) определяется требуемой точностью «подгонки», а коэффициенты 1{ }m
j jb =  неизвестны  

и подлежат оцениванию по имеющейся реализации 1{ }T
t tX x == . В качестве статистических оце-

нок 1ˆ{ }m
j jb =  для 1{ }m

j jb =  обычно используют так называемые МНК-оценки [2, 3]:

	

1

2

1

( )
ˆ ,   1, ,

( )

=

=

φ
= =

φ

∑

∑

T
t j

t
j T

j
t

x t
b j m

t
	 (5)

которые обладают следующими свойствами [2, 3].
Те о р е м а 1. В условиях модели (1)–(4) МНК-оценки (5) несмещенные:

	 { }ˆE ,   ,   1, ,= ∀ =j jb b T j m 	 (6)

и некоррелированы ( ), 1, :=i j m

	
{ } { }

2

2

1

0, если ;

ˆ ˆ ˆ ˆCov , E ( )( ) , если .
( )

i j i i j j T
j

t

i j

b b b b b b i j
t

=

≠
 σ= − − = =
 φ
∑

 
	 (7)

С л е д с т в и е 1. Пусть в условиях модели (1)–(4) случайные величины 1{ }T
t tu =  одинаково рас-

пределены по нормальному закону: 2
1L{ } (0, ),= σtu N  1, ,=t T  тогда оценки 1ˆ{ }m

j jb =  из (5) незави-
симы в совокупности и имеют следующие нормальные законы распределения:

	

{ }
2

1
2

1

ˆL , ,   ,   1, .
( )

=

 
 σ = ∀ =
 φ 
 

∑
j j T

j
t

b N b T j m
t

	 (8)
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Отметим, что базисные функции в (3), (4) следует выбирать так, чтобы они удовлетворяли 
асимптотике

	
2

1
( ) ,   ,   1, .

=
φ → +∞ → +∞ =∑

T
j

t
t T j m 	 (9)

В этом случае оценки (5) будут, исходя из (7), состоятельными в среднеквадратическом смысле  
и по вероятности, поскольку

	

{ } ( ){ } 22

2

1

ˆ ˆD E 0,   ,   1, .
( )

=

σ
= − = → →+∞ =

φ∑
j j j T

j
t

b b b T j m
t

	 (10)

Требованию (9), в частности, удовлетворяют так называемые полиномиальные тренды [2, 3], ког-
да базисная функция ( )j tφ  – полином степени j по t, сам тренд f(t) из (3) – полином степени m по t. 
Коэффициенты полиномов 1{ ( )}m

j jt =φ  (базисных функций) при этом выбираются исходя из усло-
вия ортогональности (4).

2. Постановка задачи отнесения и ее содержательный смысл. Пусть заданы L ≥ 2 различ-
ных трендов ( ),   1, ,   ,= ∈lf t t T l S  где {1, , }S L=   – множество их номеров. Наблюдается реали-

зация 1{ }T
t tX x ==  длительности T, описываемая моделью (1), (2) с трендом f(t), 1, ,=t T  вообще 

говоря, отличным от трендов { ( )} .∈⋅l l Sf  Необходимо отнести данную реализацию X к той из за-
данных своими трендами { ( )}l l Sf ∈⋅  моделей, к которой она «ближе». При этом необходимо 
определить критерий (принцип), по которому будет производиться отнесение, уточнив поня-
тие «близости» [4, 5].

По своему содержательному смыслу данная задача встречается, например, в экономике, ког-
да необходимо определить, к какому известному статистическому типу ближе исследуемый фи-
нансовый рынок (по поведению цены) [6].

Если тренд f(·) для реализации X был бы известен, то в качестве меры близости f(·) и { ( )}l l Sf ∈⋅  
можно было бы определить евклидово расстояние: 

	
( )2

1
( , ) ( ) ( ) ,   ,

=
ρ = − ∈∑

T
l l

t
f f f t f t l S 	 (11)

а саму реализацию отнести к одной из моделей с номером из множества

	
{ }: ( , ) min ( , ) ,

∈
= ρ = ρo

k l
l S

D k f f f f 	 (12)

где учтено, что могут быть совпадающие по значению расстояния из (11) ( ).⊆oD S  Если таких 
совпадений нет (множество Do состоит из одного элемента: { }o oD d= ), то истинный номер 

od S∈  ближайшего к реализации X заданного тренда определяется как

	
arg min ( , ).

∈
= ρo

l
l S

d f f 	 (13)
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На практике же, поскольку тренд f(·) неизвестен, для решения задачи отнесения реализа-
ции X в качестве статистической оценки для do необходимо построить решающее пра- 
вило (РП) [2, 4, 5]: ( ) ,= ∈d d X S  в качестве меры эффективности которого, по аналогии с [4, 5], 
можно предложить риск

	 P{ ( ) },= ∉ o
Tr d X D 	 (14)

где Do – множество из (12). Если { }o oD d=  – один ближайший тренд в (13), то риск (14) – 

	 P{ ( ) }.= ≠ o
Tr d X d 	 (15)

Риск rT из (14), (15) имеет простой содержательный смысл – это вероятность не отнести при 

помощи РП d = d(X) реализацию X к тому из заданных трендов { ( )} ,∈⋅l l Sf  к которому ближе ее 
тренд f(·) в смысле расстояний (11). Чем меньше (ближе к нулю) значения риска rT (0 ≤ rT ≤ 1), тем 
эффективнее РП d = d(X).

3. Решающее правило в пространстве коэффициентов трендов. Пусть тренды { ( )}l l Sf ∈⋅  
заданы в виде разложений в одном и том же базисе 1{ ( )}m

j j=φ ⋅  из (4): 

	

( )

1
( ) ( ),   1, ,   ,

=
= φ = ∈∑

m l
l jj

j
f t b t t T l S 	 (16)

где ( )
1{ }l m

jjb =  – коэффициенты, определяющие l-й тренд (l-ю заданную модель, l S∈ ). Подлежащая 
отнесению реализация 1{ }T

t tX x ==  при этом описывается определенной ранее моделью (1)–(4)  
в том же базисе 1{ ( )} .=φ ⋅ m

j j
С учетом условия ортогональности (4) вычислим расстояния (11) (для удобства – их квадраты): 

	
( ) ( ) ( )

2
22 ( ) ( )2 2

1 1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ,   ,

= = = =

 
ρ = − = − φ = − φ ∈  

 
∑ ∑ ∑ ∑
T T m ml l

l l j j j jj j
t t j j

f f f t f t b b t T b b l S 	 (17) 

где обозначено:

	
2 2

1

1 ( ),   1, .
=

φ = φ =∑
T

j j
t

t j m
T

	 (18)

Для построения РП воспользуемся подстановочным принципом [2, 4, 5] и оценим od S∈  

из (13), заменив в (17) неизвестные коэффициенты 1{ }m
j jb =  на их МНК-оценки 1ˆ{ }m

j jb =  из (5), 
построенные по реализации X. Получим следующую статистическую оценку (подстановоч- 
ное РП [2, 4, 5]):

	
( )2( )2

1

ˆ( ) arg min ,
∈ =

= = φ −∑
m l

j j j
l S j

d d X b b 	 (19)

где 2
1{ }m

j j=φ  – величины из (18), играющие роль так называемых «весов», а само РП (19) имеет про-
стой содержательный смысл: оно относит реализацию X к той трендовой модели, к коэффициентам 
которой ближе оценки 1ˆ{ }m

j jb =  в смысле «взвешенного» евклидова расстояния (точнее, его  
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квадрата в (19)). Отметим, что использование РП (19) корректно, поскольку учтено, что статисти-

ческие оценки коэффициентов 1ˆ{ }m
j jb =  имеют абсолютно непрерывные распределения вероятно-

стей [7], поэтому вероятность совпадения расстояний между 1ˆ{ }m
j jb =  и ( )

1{ } ,   ,= ∈l m
jjb l S  в (19)  

равна нулю и принимаемое решение однозначно.
4. Аналитическое вычисление риска. Вычислим риск rT РП (19) в случае, когда к подлежа-

щей отнесению реализации X наиболее близок в смысле (11) лишь один из заданных трендов 
{ ( )} .∈⋅l l Sf

Те о р е м а 2. Пусть реализация 1{ }T
t tX x ==  описывается моделью (1)–(4), в которой случай-

ные величины 1{ }T
t tu =  независимы в совокупности и одинаково распределены по нормальному за-

кону ( ) ( )2 2
1 0,   0 .σ < σ < +∞N  Тогда в предположении { }o oD d=  (do – истинный номер (13) бли-

жайшего к X тренда) риск rT из (15) для РП (19) удовлетворяет соотношению

	

( )
22 ( )( )2

1

2
( )( )2

1

1 E
2

o

o
o

m dl
j j jj j

j
T l

l S m dl
i i il d

i

b b b b
Tr U z

b b

=

∈

≠
=

       φ − − −        = − + ⋅ 
σ    φ −       

∑
∏

∑

 ,	 (20)

где ( ) {1, 0;0, 0}= ≥ <U y если y если y   – единичная функция Хэвисайда, 2 ,σ = σ  а стандартные 
нормальные случайные величины zl, { } 1L (0,1),=lz N  ,∈l S  ,≠ ol d  имеют совместное многомер-
ное нормальное распределение  [2, 7] с ковариациями

	

{ } { }Cov , El k l kz z z z= = 	

 

	

( ) ( )( ) ( )2

1

2 2
( ) ( )( ) ( )2 2

1 1

,

o o

o o

m d dl k
j j j j j

j

m md dl k
j ij j i i

j i

b b b b

b b b b

=

= =

  
φ − −  

  =
   

φ − ⋅ φ −   
   

∑

∑ ∑

 

	  

	 , ,   ,   .∈ ≠ ≠o ol k S l d k d 	

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для риска rT из (15) с учетом вида РП (19) будем иметь:

   	

P{ ( ) } 1 P{ ( ) }o o
Tr d X d d X d= ≠ = − = = 

	

( )
22 ( )( )2

1

ˆ ˆ1 P 0 .
o

o

m dl
j j jj j

l S j

l d

b b b b
∈ =

≠

 
       = − φ − − − ≥         
  

∑

 	 (21)

Преобразуем встречающиеся в (21) случайные величины:

	

( )
22 ( )( )2

1

ˆ ˆ
om dl

l j j jj j
j

b b b b
=

   ξ = φ − − − =    
∑  
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( ) ( )
( ) ( )2

1

ˆ2 ,   ,   .
2

o
o

d lm dj j l o
j j j j

j
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Из (22) видно, что они линейны по статистическим оценкам 1ˆ{ } ,=
m

j jb  которые, согласно след-
ствию 1 к теореме 1, независимы в совокупности и распределены по нормальным законам со-
гласно (8). Поэтому сами случайные величины (22) совместно нормально распределены  [2,  7]  
с характеристиками
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где наряду с (8) использованы обозначения (18).
Справедливость (20) непосредственно следует из записи риска (21) через случайные вели

чины (22)
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с последующей их нормировкой [7] до стандартного нормального закона N1(0,1) с учетом найден-
ных значений их характеристик из (23).

Практическая значимость полученного соотношения (20) заключается в том, что оно 
позволяет аналитически вычислить риск rT и оценить эффективность принимаемых при 
помощи РП (19) решений. Однако простой вид выражение для риска (20) имеет только  
при L = 2 (S = {1,2}).

5. Случай двух альтернативных трендов. Пусть теперь заданы два (L = 2, S = {1,2}) различ-
ных, альтернативных друг другу, тренда f1(t) и f2(t), 1, .=t T  При помощи РП (19) необходимо 
определить, к какому из них ближе наблюдаемая реализация 1{ }T

t tX x ==  с неизвестным трендом 
f(t), 1, ,=t T  оценив при этом эффективность принимаемых решений.

В случае L = 2 РП (19) упрощается и через функцию Хэвисайда может быть записано как
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Воспользуемся доказанной выше теоремой 2 и вычислим риск РП (24). 
С л е д с т в и е 2. Пусть L = 2, тогда в условиях теоремы 2 риск rT РП (24) имеет вид

	

( ) ( )2 2(2) (1)2

1 ,
2

=

  φ − − −  
  = Φ − σ∆ 

 
 

∑
m

j j jj j
j

T

b b b b
r T 	 (25)



58	   Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 2. С. 52–59

где ( )21
22

( ) exp ,   ,−∞π
Φ = − ∈∫

z wz dw z R  – функция распределения вероятностей стандартного 

нормального закона N1(0,1), а величина 
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откуда и получаем (25), (26). 
Воспользуемся полученным в следствии 2 выражением для риска и проанализируем эф-

фективность РП (24). Из (25) видно, что с ростом длительности T относимой при помощи РП (24) 

реализации 1{ }T
t tX x ==  (асимптотика (9)) эффективность решений может быть повышена так, 

чтобы 0,→Tr  .→+∞T  Увеличивается она также и с ростом отличия друг от друга заданных 
альтернативных трендов f1(·) и f2(·), что определяется различием между собой коэффициентов 

(1)
1{ }m

jjb =  и (2)
1{ }m

jjb =  соответственно (значение модуля в (25) увеличивается, а риск rT умень
шается). 

Отметим, что в случае, когда тренд f(·), соответствующий относимой реализации X, совпадает 

с одним из заданных трендов: ( )(1)
1( ) ( )  ,   1,⋅ ≡ ⋅ = =j jf f b b j m  или ( )(2)

2( ) ( )  ,   1, ,⋅ ≡ ⋅ = =j jf f b b j m  

то выражение для риска rT из (25), (26) упрощается:
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где величина Δ из (26) имеет смысл «взвешенного» евклидова расстояния между коэффициента-

ми (1)
1{ }m

jjb =  и (2)
1{ }m

jjb =  трендов f1(·) и f2(·). Чем больше это расстояние Δ, тем эффективнее прини-

маемые решения (меньше риск (27)).
Отметим также, что если тренд f(·) подлежащей отнесению реализации равноудален от за-

данных трендов f1(·) и f2(·): 1 2( , ) ( , ),ρ = ρf f f f  то {1,2} ,= =oD S  а риск РП ( )d d X S= ∈  заведомо 

равен нулю: P{ ( ) } P{ ( ) } 0,= ∉ = ∉ =o
Tr d X D d X S  и принимаемое решение не принципиально,  
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но соотношение (25) приводит к неверному результату: rT = Φ(0) = ½ (модуль в (25) равен нулю), 

поскольку оно получено в предположении ( )1 2{ }  ( , ) ( , ) .= ρ ≠ ρo oD d f f f f
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О СТАБИЛИЗАЦИИ КОЛИЧЕСТВА ОРБИТ  
КЭМЕРОНОВСКИХ МАТРИЦ БОЛЬШОГО РАНГА

Назовем квадратную (0,1)-матрицу порядка n, среди элементов которой ровно n единиц, кэмероновской матри-
цей. Рассматриваются орбиты естественного действия группы n nS S×   (квадрат симметрической группы степени n) 
на множестве кэмероновских матриц порядка n (независимое действие на строках и столбцах матриц). Установлено, 
что для фиксированного d < n число таких орбит для матриц ранга n – d постоянно при n ≥ 3d и растет с ростом n  при 
n < 3d. Для каждой орбиты указан ее представитель в квазижордановой форме. 

Ключевые слова: бинарная матрица, класс эквивалентности, орбита, двудольный граф, компонента связности

V. А. Lipnitski1, A. I. Sergey2

1Military Academy of the Republic of Belarus, Minsk, Belarus  
2Yanka Kupala State University of Grodno, Grodno, Belarus 

ON THE STABILIZATION OF THE NUMBER OF ORBITS  
OF HIGH-RANK CAMERON MATRICES

A quadratic (0,1)-matrix of degree n with just n units among its elements will be called a Cameron matrix. The orbits  
of the natural action of the group n nS S×   (the square of the symmetric group of degree n) on the set of Cameron matrices of 
degree n (an independent action on the rows and the columns of matrices) are considered. It is proved that for fixed d < n,  
the number of such orbits for matrices of rank n – d is constant for n ≥ 3d and grows with the growth of n if n < 3d. For each 
orbit, its representative in a quasi-Jordan form is indicated. 

Keywords: binary matrix, equivalence class, orbit, bipartite graph, connected component

Введение. Пусть Pn – множество всех квадратных (0,1)-матриц порядка n, содержащих в точ-
ности n единиц. На строках и столбцах этих матриц действует группа – квадрат 2

n n nS S S= ×
симметрической группы Sn. Преобразующиеся при этом друг в друга матрицы называют эквива-
лентными. Задача классификации образующихся при указанном действии орбит возникает в раз-
личных областях науки и практики – в теории графов и теории групп подстановок [1, 2], в проб
леме распознавания образов и в помехоустойчивом кодировании [3–6]. 

Задача подсчета количества αn орбит, на которое разбивается множество Pn, имеет длитель-
ную и весьма интересную историю (см. [7]); составляет суть третьей из двадцати семи открытых 
проблем П. Кэмерона в теории групп подстановок [1]. Поэтому рассматриваемые в настоящей 
работе матрицы правомерно называть кэмероновскими в честь П. Кэмерона, который первым 
обратил внимание на важность данного класса матриц.

Проведенные исследования показывают, что общей формулы для величины αn не существует. 
Тем не менее найден достаточно эффективный алгоритм вычисления αn в зависимости от n [7, 8], 
также разработан практически значимый алгоритм формирования представителей орбит [9, 10].

Спектр орбит используется в задачах распознавания образов, в двумерном помехоустойчи-
вом кодировании и других задачах. Однако стремительный рост αn является серьезным препят-
ствием на пути этих применений. Необходима внутренняя характеризация рассматриваемых ор-
бит. Одним из первых шагов на этом пути стало проведение оценки мощности рассматриваемых 
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орбит, в частности, было установлено отсутствие полных орбит (имеющих максимально воз-
можную мощность 2( !)n ) при n ≥ 5 [11]. 

Естественным представляется деление 2
nS -орбит по значениям ранга их матриц – классиче-

ской характеристики прямоугольных матриц над любым полем. Очевидно, матрицы, принадле-
жащие каждой отдельно взятой орбите, имеют один и тот же ранг. В работе [12] показано, что все 
матрицы ранга n образуют одну орбиту мощностью n!, что имеется в точности три различные 
орбиты матриц ранга 1, 2,n n− >  что при n > 5 имеется в точности 15 различных 2

nS -орбит  
матриц ранга n – 2. Количество орбит ранга 1 прямо зависит от наличия и количества делителей 
у числа n. Классификация орбит ранга 2 «тонет» в обилии разнообразных случаев и вариантов. 
Данная работа является непосредственным развитием [12] в сторону классификации орбит ма-
триц большого ранга.

Основная задача. Обозначим через Fn,r количество классов эквивалентности на множестве 

Pn (0,1)-матриц порядка n, ранг которых равен r. Как сказано выше, , 1;n nF = , 1 3n nF − =  при n ≥ 3; 

,n 2 15nF − =  при n ≥ 6. Отметим, что 5,3 14;F =  4,2 9.F =  Оказывается, и в дальнейшем, с ростом 
n и r при фиксированном , / 2,d n r d n= − <  значения параметра Fn,r вначале растут, а затем  
демонстрируют подобную же стабильность. Целью настоящей работы является доказательство 
следующего факта.

Те о р е м а. При заданном , ,d d n<  количество орбит ранга n – d с ростом n вначале рас-
тет, а затем стабилизируется, начиная с 3n d= , т. е. 3 ,2 ,d d n n dF F ′ ′  для значений 3 .n d′ >

Доказательство опирается на взаимосвязь (0,1)-матриц с графами.
Связные компоненты и квазидиагональная форма (0,1)-матриц. С каждой матрицей nA P∈  

естественным и однозначным образом связывается неориентированный двудольный граф XA до-
статочно специфического вида: одной его доле (будем считать ее левой) принадлежит n вершин, 
соответствующих n строкам матрицы A; правой его доле принадлежит также n вершин, соответ-
ствующих столбцам матрицы A; граф XA содержит n ребер, соответствующих единицам матри-
цы A; если единица расположена в i-й строке и j-м столбце матрицы A, то соответствующее ей 
ребро соединяет i-ю вершину левой доли с j-й вершиной правой доли в графе XA. Степень вер-
шины графа XA равна весу соответствующей строки или столбца матрицы A и равна количеству 
единиц в этой строке или в этом столбце.

С матрицей nA P∈  свяжем более прямым путем еще один граф, который будем обозначать YA. 
Это не двудольный граф. Он содержит в точности n вершин, ими являются все единицы матри-
цы A. Соседние единицы одной строки (одного столбца) соединяются ребром. Если в данной 
строке (столбце) имеется , 2,i i ≥  единиц, то их последовательно соединяют i – 1 ребер.

К фундаментальным понятиям теории графов относятся понятия маршрута, связности вер-
шин, связных компонент (см., напр., [13], гл. 2). Связность вершин означает наличие маршрута  
из ребер между ними. Граф связен, если связны любые две его вершины. Из неравенства 4.23  
[13, с. 87] следует, что во всяком связном графе с s ребрами и v вершинами имеет место соот
ношение

1.v s≤ + 	 (1)

Следовательно, если граф XA связен, то в силу (1) должно выполняться неравенство 2 1n n≤ +  
или n ≤ 1. Таким образом, из формулы (1) следует, что при n > 1 реально никогда граф XA не явля-
ется связным.

Граф YA, наоборот, может быть связным при любом значении n > 1. Очевидным примером 
является матрица ,nA P∈  у которой все единицы расположены в одной строке или же в одном 
столбце. Несложно доказывается небольшое обобщение этого примера.

П р е д л о ж е н и е  1 .  У всякой матрицы nA P∈  ранга 1 граф YA связен.
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Связность вершин определяет отношение эквивалентности на множестве вершин любого 
графа. Тем самым каждый граф, в том числе и графы XA (а также и граф YA), разбивается в непе-
ресекающееся объединение своих связных компонент [13, теорема 2.2.1]. Каждая вершина графа 
и каждое его ребро принадлежат одной, однозначно определенной связной компоненте. Среди 
этих компонент могут быть и нуль-связные, т. е. не имеющие ни одного ребра, иными словами, 
состоящие из изолированных вершин. В графе XA они соответствуют нулевым строкам и столб-
цам матрицы A. У кэмероновских матриц с условием ( )r A n<  нулевые строки и/или столбцы 
обязательно существуют. В графе YA нуль-связными компонентами являются единицы, в един-
ственном числе стоящие в конкретной строке и в конкретном столбце, т. е. единицы с весовым 
содержанием (1;1) по терминологии из [5, гл. 4]. Отсюда следует, что граф YA всякой матрицы 

nА P∈   ранга n состоит в точности из n нуль-связных компонент.
Выбросим из матрицы nА P∈   все нулевые строки и столбцы. Количество строк и столбцов 

полученной матрицы назовем упаковочными параметрами матрицы A. Некоторые особенности 
связных компонент графов XA матриц nА P∈   отражает следующее утверждение.

П р е д л ож е н и е  2. Графы XA всех матриц nА P∈   ранга , 1,n n ≥  не имеют нуль-связных 
компонент; эти графы состоят из n одинаковых компонент, содержащих по одному ребру  
и по одной вершине из каждой доли. 

Пусть матрица nА P∈   имеет ранг  ( ) .r A n<  Тогда граф XA обязательно имеет нуль-связные 
компоненты; если k и m – упаковочные параметры матрицы A, то XA содержит множество 0

АX   
из 2n k m− −  нуль-связных компонент. При этом множество sv

АX   действительно связных ком-
понент – содержащих не менее двух вершин и не менее одного ребра – имеет мощность t, 
1 1;t n≤ ≤ −  по крайней мере, одна из этих компонент содержит более одного ребра и более двух 
вершин.

До к а з а т е л ь с т в о. Первая часть утверждения следует из того факта, что все матрицы 
nА P∈   ранга n принадлежат одной-единственной 2

nS -орбите ,nE< >  порожденной единичной 
матрицей n nE P∈  (см. [5, гл. 4] или [12]). 

 Вторая часть утверждения следует из того факта, что матрица nА P∈  , которая содержит еди-
ницы во всех строках и столбцах, может иметь только ранг n. Таким образом, матрицы nА P∈   
ранга ( )r A n<  обязательно имеют нулевые строки и/или столбцы, соответствующие вершины  
в графе XA обязательно имеют нулевую степень и неизбежно порождают нуль-связные компо-
ненты. Пусть k и m – упаковочные параметры матрицы A. По крайней мере один из этих параме-
тров имеет значение, меньшее n. В противном случае легко видеть, что матрица A должна быть 
перестановочной, т. е. иметь ранг n. Пусть, к примеру, k < n. Тогда в одной из строк матрицы A 
неизбежно имеется несколько единиц, соответствующая вершина левой доли графа XA имеет 
степень, превосходящую 1. Тем самым завершено доказательство последней части предло
жения 2.

Далее рассматриваем только те матрицы nА P∈  , ранг которых меньше n. Связные компонен-
ты , 1 ,i

ÀX i t n≤ ≤ <  множества sv
АX   упорядочим по убыванию количества si ребер в них. Ком

поненты с одинаковым количеством ребер упорядочиваем по убыванию максимума степени вер-
шин этих компонент. Нумерация нуль-связных компонент – по остаточному принципу. 

Перенумеруем вершины обеих долей графа XA, переходя постепенно от первой компоненты 
ко второй с продолжением нумерации, и так далее. Вершины каждой из долей каждой связной 
компоненты графа нумеруем в порядке убывания их степеней. Пусть vi и wi – количество вершин 
в левой и правой долях компоненты , 1 .i

ÀX i t≤ ≤  Тогда 1 2 ... 1;tn s s s≥ ≥ ≥ ≥ ≥  1 2 ... ;ts s s n+ + + =  
1 2 ... ;tv v v k+ + + =  1 2 ... .tw w w m+ + + =
Соответствующую перестройку произведем и в матрице A. Строки и столбцы в ней переста-

вим в соответствии с проведенной перенумерацией вершин графа XA. В результате в 2
nS -орбите

матрицы A найдем матрицу A′ с клеточно-диагональным расположением единиц:
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1

2

0 ... 0 0 ... 0
0 ... 0 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...

.0 0 ... 0 ... 0
0 0 ... 0 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... 0 0 ... 0

t

D
D

A D

 
 
 
 
 ′ =  
 
 
 
 
 

 	 (2)

Здесь , 1 ,iD i t≤ ≤  является ( )i iv w× -матрицей, соответствующей связной компоненте i
АX  . Тем 

самым доказано
П р е д л ож е н и е  3. Всякая матрица nА P∈   ранга ( )r A n<  и с упаковочными параметрами k 

и m 2
nS -эквивалентна матрице A′ из формулы (2). Количество клеток Di в ней равно количеству 

связных компонент i
АX   в XA, размеры этих клеток совпадают с мощностями долей графов i

АX  .
С л е д с т в и е 1. 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ).tr A r D r D r D= + + +

С л е д с т в и е 2. ( ).t r A≤
Матрицу A′ (формула (2)) будем называть квазижордановой канонической формой матрицы 

.nA P∈
В отличие от графа XA граф YA строится легко – прямо на матрице A единицы соединяются 

отрезками горизонтальных и вертикальных прямых. Связные компоненты i
AY  в точности соот-

ветствуют компонентам i
АX   из sv

АX   и получаются аналогичным начертанием отрезков прямых 
на соответствующих подматрицах Di.

Свойства клеток Di. Как уже отмечено выше, каждая клетка Di, содержащая более одной 
единицы, по сути является связным подграфом i

AY  . Связность влечет тот факт, что если данная 
единица единственна в своей строке (столбце), то в столбце (строке), в котором она расположена, 
должно быть более одной единицы. Отсюда для клеток Di вытекает 

С в о й с т в о 1 (ограниченность снизу весового содержания единиц клеток Di). Пусть едини-
ца из клетки Di, содержащей более одной единицы, расположена в μ-й строке и в ν-м столбце 
матрицы nA P′∈  и имеет весовое содержание ( ; ).vf gµ  Тогда 3.vf gµ + ≥   

З а м е ч а н и е 1. Если для единиц подматрицы B матрицы nA P∈  выполняются условия свой-
ства 1, то отсюда вовсе не следует связность графа YB. Примером может служить подматрица B, 
составленная из нескольких клеток Di, каждая из которых содержит более одной единицы. 

С в о й с т в о 2 (эластичность и прочность связности клеток Di). Пусть клетка Di содержит 
более двух единиц. В ней можно одну единицу заменить нулем, преобразованная клетка iD′   
(т. е. соответствующий граф iY ′ ) по-прежнему останется связной. Пусть клетка Di содер-
жит более одной единицы. В ней можно заменить один из нулей единицей или же добавить  
к ней строку (столбец) с единственной единицей таким образом, что связность клетки сохра-
няется.

До к а з а т е л ь с т в о. Единицы матрицы Di делятся на две категории – крайние и внутрен-
ние. Крайние – те, из которых в соответствующем этой клетке графе Yi выходит единственное 
ребро. Остальные – внутренние. Очевидно, замена крайней единицы нулем не повлияет на связ-
ность остальных единиц. 

Если все единицы клетки – внутренние, то в ней обязательно найдется «угловая» единица 
(вершина А весом 2 соответствующего графа Yi), которая соединяется только с двумя соседними 
единицами одним горизонтальным и одним вертикальным ребром (вершины В и С графа Yi). 
Построим путь 1 2, ,..., tF F F  следующим образом. Положим 1 .F B=  Так как вершина B внутрен-
няя, существует вершина 2 ,F A≠  соединенная с ней ребром. Ясно, что 2 .F C≠  Предположим, 
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что построен путь 1 2, ,..., kF F F  без самопересечений и jF C≠  при 1 .j k≤ ≤  Если вершина Fk 
соединена ребром с C, положим 1 .kF C+ =  Если же Fk не соединена с C, но соединена с какими-
либо вершинами, отличными от 1 2 1, ,..., ,kF F F −  выберем в качестве 1kF +  одну из таких вершин. 
Будем продолжать этот процесс, пока возможно. Поскольку число вершин графа конечно, на ка-
ком-то шаге получим либо путь 2, ,..., ,B F C  не проходящий через вершину A, либо путь 

1 2, ,..., tF F F  такой, что все вершины, с которыми Ft соединена ребром, содержатся в множестве 

1 2 1, ,..., .tF F F −  Легко видеть, что в 1-м случае можно удалить вершину A (поставить нуль вместо 
единицы) без нарушения связности, а во 2-м – вершину Ft.

Если в клетке Di имеются нули, то замена любого из них единицей не нарушит, как легко 
видеть, связности всех ее единиц. Если клетка Di состоит из одних единиц, то добавим к ней но-
вую строку (столбец) с одной единицей. Все единицы преобразованной клетки будут связанны-
ми друг с другом в смысле построения графа Yi. Свойство 2 полностью доказано.

С в о й с т в о 3 (двусторонняя оценка количества единиц клеток Di). Пусть клетка Di распо-
ложена в ki строках и в mi столбцах матрицы nA P′∈ . Тогда количество si единиц клетки Di 
ограничено неравенством

	 1 .i i i i ik m s k m+ − ≤ ≤ 	 (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Произведение kimi равно количеству элементов подматрицы Di. Ясно, 
что количество единиц не может превосходить такую величину.

Докажем левую часть двойного неравенства (3) методом математической индукции по числу 

si единиц в клетке Di. Для 2, 3, 4is =  неравенство проверяется непосредственно. Предположим, 
что неравенство (3) верно для клеток Di с числом ,is S≤  где 1,S >  и докажем его для клеток Di  
с числом 1.is S= +  Пусть Di – любая из таких клеток. Согласно свойству 2 в ней можно занулить 
одну из единиц так, что полученная клетка iD′  останется связной и состоящей из  S единиц.  
К ней применимо предположение индукции: если iD′  расположена в ik ′  строках и в im′  столб-
цах, то 1 .i ik m S′ ′+ − ≤  Согласно доказательству второй части свойства 2 возвращение от iD′  к Di 
может осуществляться одним из двух путей – без добавления строки или столбца, или же с до-
бавлением. Во втором случае получим неравенство 1 1.i ik m S S′ ′+ − ≤ < +  В первом же случае 
такой переход приведет к верному неравенству: 1.i ik m S′ ′+ ≤ +  

Замечание 2. Границы, установленные формулой (3), точны и не улучшаемы. Клетки  
ранга 1 представляют примеры реализации правой границы этой формулы (см. предложение 1). 
Левую границу реализует, например, следующая клетка:

	

1 0 ... 0 0
1 0 ... 0 0

.... ... ... ... ...
1 0 ... 0 0
1 1 ... 1 1

iD

 
 
 
 =
 
 
 
  	

Пусть [t] – целая часть вещественного числа t. 

С в о й с т в о 4. Не существует клеток Di ранга 1
2i
nr  ≥ +  

 для четных n и ранга 2
2i
nr  ≥ +  

 

для нечетных n. Квазижорданова форма матриц A ранга ( ) 2
2
nr A  ≥ +  

 для нечетных n  
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и ранга 1
2i
nr  ≥ +  

 для четных n содержит более одной клетки Di, т. е. для них число кле­
ток 2.t ≥

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что размеры ki и mi клетки Di должны удовлетворять нера-
венствам ,   i i i ik r m r≥ ≥  и согласно свойству 3 количество единиц si в клетке Di должно удовле­
творять неравенству 1.i i is k m≥ + −

Пусть n = 2v четно. Тогда 1 1 .
2 2
n nv  + = + >  

 Если среди матриц nA P∈  существует матрица  

с клеткой Di ранга 1 1,
2i
nr v ≥ + = +  

 то 1 2( 1) 1 1 ,i i is k m v n n≥ + − ≥ + − = + >  чего быть  
не может. 

Пусть n = 2v +1 нечетно. Тогда 1 1.
2
n v  + = +  

 Если среди матриц nA P∈  существует  матрица 

с клеткой Di ранга 1 1,
2i
nr v > + = +  

 то 1 2( 1) 1 ,i i is k m v n≥ + − > + − =  чего быть не может. 

Вторая часть утверждения непосредственно вытекает из первой. 
З а м е ч а н и е 3. Указанные свойством 4 границы точны. Для нечетных 2 1, 1,n v v= + ≥   

существуют матрицы ранга v + 1 с единственной клеткой D1. Примером такой клетки слу-
жит нижняя треугольная матрица N порядка v + 1 из формулы (4); в ней побочная диагональ  
и параллельная ей диагональ состоят из одних единиц, таким образом, в целом матрица содер-
жит ( 1)v v n+ + =  единиц. Для четных 2 , 1,n v v= ≥  существуют матрицы ранга v с единствен-
ной клеткой D1. Примером такой клетки служит матрица L порядка ( ( 1))v v× +  из формулы (4)  
с двумя параллельными диагоналями из одних единиц.

	

0 0 0 ... 0 0 1
0 0 0 ... 0 1 1
0 0 0 .... 1 1 0

;... ... ... ... ... ... ...
0 0 1 ... 0 0 0
0 1 1 ... 0 0 0
1 1 0 ... 0 0 0

N

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

  

0 0 0 ... 0 0 1 1
0 0 0 ... 0 1 1 0
0 0 0 ... 1 1 0 0

.... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 1 ... 0 0 0 0
0 1 1 ... 0 0 0 0
1 1 ... 0 0 0 0

L

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

	 (4)

Формулы (4) доказывают существование матриц nA P∈  с единственной клеткой D1 при мак-
симально допустимом для этого значении ранга r(A). Предложение 1 фактически утверждает то 
же для матриц ранга 1. Образовавшийся промежуток в значениях ранга ликвидирует

С в о й с т в о 5. Для всех значений ранга r(A) в промежутке 1 ( )
2
nr A≤ ≤  существуют ма­

трицы ,nA P∈  квазижорданова форма которых содержит единственную клетку D1 со всеми  
n единицами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 2 .
2
nr≤ ≤  Искомой матрицей ранга r является матрица ,nA P∈  

упаковочным содержанием которой (т. е. тем, что остается после выбрасывания из A всех нуле-

вых строк и столбцов) является матрица ( )1 rA K N=  порядка ( )r f r× +  для 2 1,f n r= − +  где  
K – подматрица порядка r × f, первые r – 1 строк – нулевые, а последняя, r-я, состоит из одних 
единиц, Nr – та же матрица N из формулы (4), только порядка r.
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Каждая клетка , 1 ,iD i t≤ ≤  содержит si единиц, vi строк и wi столбцов. В силу формулы (1) 
эти параметры взаимосвязаны соотношением 1.i i iv w s+ ≤ +  Следовательно, 

	

1min( , ) .
2

i
i i

sv w + ≤   
	 (5)

Квадратные скобки в правой части формулы (5), как уже отмечалось, означают, что берется 
целая часть заключенного в них числа. Ранг матрицы не может превосходить число ненулевых 
строк и столбцов в ней. Поэтому из формулы (5) следует

П р е д л о ж е н и е  4. 1(D ) .
2

i
i

sr + ≤   
Общие свойства клеток у матриц с одинаково отклоняющимся от n рангом. Для доказа-

тельства очередного утверждения нам понадобится следующая

Л е м м а .  Для любых натуральных значений t из условия 
2
t d  ≤  

 следует, что 2 1.t d≤ +

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для четных 2 , 0,t = τ τ >  величина [ ]/ 2 .t d= τ ≤  Тогда 

2 2 2 1.t d d= τ ≤ < +  Для нечетных 2 1, 0,t = τ + τ ≥  по-прежнему величина [ ]/ 2 .t d= τ ≤  Тогда 
2 1 2 1.t d= τ + ≤ +  Лемма доказана.

П р е д л о ж е н и е  5. В условиях предложений 3 и 4 положим , .i i id n r d s r= − = −  Тогда вы-
полняются следующие неравенства: 2 1 2 1;i is d d≤ + ≤ +  ( ) 1 1.i i ir r D d d= ≤ + ≤ +

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как отмечалось выше, 1 2 ... ,ts s s n+ + + =  1 2 ... ( )tr r r r r A n d+ + + = = = −   
в данном случае. Поэтому 1 2 ... ( ) .td d d n n d d+ + + = − − =  Очевидно, .id d≤  Но в силу предло-
жения 3 имеем

	

1 1 1 .
2 2 2 2

i i i i
i i i i

s s s ss r s s+ + −   − ≥ − ≥ − = ≥       	

Следовательно, 
2
is d  ≤  

 или, согласно лемме, 2 1.is d≤ +  Отсюда, с учетом предложения 4, 

получаем и второе неравенство относительно рангов клеток.
П р е д л о ж е н и е  6. Для всех матриц nA P∈  ранга , 1,n d d− ≥  таких, что количество si  

единиц каждой их клетки Di (см. предложение 3) не менее двух, выполняется условие 3 .n d≤

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для клеток Di, введенных в предложении 2, их ранг  
1( )

2
i

i
sr D + ≤   

 согласно предложению 4.  Из этого неравенства следует, что величина 

1 1 1( ) 0,
2 2 2

i i i
i i i i i

s s sd s r D s s+ + − = − ≥ − ≥ − = >  
 поскольку 2.is ≥  Более того, 1id ≥  как поло-

жительное число, являющееся разностью двух целых чисел. Тогда 2 1i id s+ ≥  и 12 3,i

i i

s
d d

≤ + ≤  

поскольку 10 1.
id

< ≤  Таким образом, 3i

i

s
d

≤  или 3 .i is d≤  Так как 
1

t
i

i
s n

=
=∑  и 

1
,

t
i

i
d d

=
=∑  то 

3 ,n d≤  что и требовалось доказать.
З а м е ч а н и е 4. Отметим, что в предложении 6 при 3, 1, 1 ,i is d i t= = ≤ ≤  достигается ра-

венство 3 .n d=
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Следующее утверждение служит дополнением к доказанному факту.
П р е д л о ж е н и е  7. Для любых целых чисел n и d, таких что 1 3 ,d n d≤ < ≤  существует ма-

трица ,nA P∈  имеющая ранг ,r n d= −  все клетки которой содержат не менее двух единиц.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что в случае, когда 1 2 1,n d< ≤ +  согласно замечанию 3  

к свойству 4, существует матрица с требуемыми параметрами, состоящая из одной клетки, кото-
рая содержит как минимум 2 единицы.

Покажем, как получить требуемую матрицу для 2 1.n d> +  Для этого достаточно взять, на-
пример, матрицу в квазижордановой форме и состоящую из d клеток; при этом первые 2n d−  

клеток одинаковы и имеют вид: 
1 1
1 0
 
 
 

, оставшиеся 3d n−  клеток также одинаковы и имеют 

вид: ( )1 1 . Так как 3 ,n d≤  то 3 0,d n− ≥  а из того, что 2 1n d> +  следует, что 2 1,n d− >  т. е. обе 
эти величины 2n d−  и 3d n−  неотрицательны.

Убедимся, что построенная таким образом матрица обладает всеми необходимыми свойства-
ми. Действительно, данная матрица A содержит 2(3 ) 3( 2 )d n n d n− + − =  единиц и имеет ранг, 
равный (3 ) 2( 2 ) .d n n d n d− + − = −

П р е д л о ж е н и е  8. Каноническая форма A′ всякой матрицы nA P ′∈  ранга , 1,n d d′ − ≥
3 ,n d′ >  3 1,n d k− = ≥  содержит не менее k (1×1)-клеток с одной единственной единицей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в условиях сформулированного утверждения матрица A′ содер-
жит l клеток с единственным элементом 1, где l < k. Отбрасывание этих клеток приводит к кано-
нической форме B′ матрицы ,nB P∈  где ( ) 3 ( ) 3 .n n l n k k l d k l d′ ′= − = − + − = + − >  При этом  
каждая клетка матрицы B′ содержит не менее двух единиц. Согласно предложению 5 в этом  
случае должно иметь место неравенство 3 .n n l d′= − ≤  Получено противоречие. Следователь­
но, l ≥ k. 

Доказательство теоремы. Обозначим через ( )r
nO P  множество всех 2

nS -орбит матриц  

многообразия , 1,nP n >  имеющих ранг r ≥ 1, точнее, множество однозначно их представляю­
щих матриц A′ в квазижордановой канонической форме. Fn,r – мощность множества ( ).r

nO P  

Положим .d n r= −  Множество ( )n d
nO P −  вкладывается в множество ( )1

1
n d

nO P + −
+  добавлением  

к каждой матрице ( )n d
nA O P −′∈  одной (1×1)-клетки с элементом 1. Ясно, что полученная таким 

образом матрица ( )1
1 .n d

nB O P + −
+′∈  Аналогично для произвольного натурального l строится вло-

жение ( ) ( ): .n d n l d
n n lO P O P− + −

+ϕ →  Такое вложение не является сюръективным для значений 

3n i d+ ≤  в силу предложения 7. 

Покажем, что рассматриваемое вложение φ является взаимно-однозначным при 3 .n d≥   
Для доказательства достаточно взять 3 .n d=  При таких условиях возьмем произвольную матри-
цу ( ).n l d

n lB O P + −
+′∈  Согласно предложению 6 в этой матрице содержится не менее l (1×1)-клеток  

с единственным элементом 1. Удалим из матрицы B′ в точности l таких клеток. Получится ма-
трица ,nA P′∈  при этом ранг ( ) ( ) .r A r B l n l d l n d′ ′= − = + − − = −  Следовательно, ( ).n d

nA O P −′∈  
Несложно убедиться, что таким образом построенное обратное отображение также является 
инъективным: если B′ и 1B ′  – различные представители множества ( ) ,n l d

n lO P + −
+  то и построен-

ные из них удалением l (1×1)-клеток с единственным элементом 1 матрицы A′ и 1A ′  также будут 
различными элементами множества ( ).n d

nO P −  Теорема доказана.
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Ниже приведена таблица рассчитанных на компьютере значений Fn,r для d = n – r в диапазоне 
от 0 до 5.

Значения величины Fn,r для фиксированных d = n – r

n

n – r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 9 14 15 15 15 15 15
3 3 14 42 63 68 69 69
4 2 25 94 217 309 336
5 4 33 197 610 1187

n

n – r 11 12 13 14 15 16 17

0 1 1 1 1 1 1 1
1 3 3 3 3 3 3 3
2 15 15 15 15 15 15 15
3 69 69 69 69 69 69 69
4 341 342 342 342 342 342 342
5 1589 1717 1744 1749 1750 1750 1750

Заключение. Доказано, что число орбит кэмероновских матриц порядка n и ранга r при есте-
ственном действии группы n nS S× зависит только от n – r, если 2 / 3.r n≥  В доказательстве ис-
пользован аппарат теории графов.
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НЕРЕЛЯТИВИСТСКАЯ ЧАСТИЦА КОКСА С ВНУТРЕННЕЙ СТРУКТУРОЙ 
В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ: АНАЛИЗ В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО 

Обобщенное нерелятивистское уравнение Шредингера для скалярной частицы Кокса с внутренней структурой ис-
следовано в присутствии электрического поля на фоне пространства Лобачевского. Проведено разделение переменных. 
Уравнение, описывающее движение частицы вдоль оси z оказывается существенно более сложным, чем при рассмотре-
нии частицы Кокса в пространстве Минковского. Оно приводится к уравнению c двумя регулярными особыми точками  
и одной нерегулярной ранга 2, т. е. к конфлюэнтному уравнению Гойна. Физическим бесконечностям z ± ∞ соответствуют 
соседние особые точки построенного уравнения. Решения найдены в виде степенных рядов, сходимость которых исследо-
вана методом Пуанкаре – Перрона. Ряды сходятся во всей физической области переменной  ( ).z∈ −∞,+∞   
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чевского, электрическое поле, разделение переменных, точные решения, вырожденное уравнение Гойна
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COX NONRELATIVISTIC PARTICLE OF INTRINSIC STRUCTURE IN THE ELECTRIC FIELD: 
ANALYSIS IN THE LOBACHEVSKY SPACE

The generalized Schrődinger equation for the Cox scalar particle is studied in the presence of the electric field on the back-
ground of the Lobachevsky space. Separation of variables is performed. The equation describing the motion along the z axis 
turns out to be much more complicated than that for the Cox particle in the Minkowski space. It is reduced to the second-order 
differential equation with two regular singularities and one irregular singularity of rank 2 that is identified as the confluent 
Heun equation. The nearby singular points of the derived equation correspond to the physical domains z ± ∞. The solutions  
of the equation are constructed with the help of the power series. The series convergence is examined by the Poincare – Perrone 
method. These series converge in the whole physical domain  ( ).z∈ −∞,+∞  

Keywords: Schrődinger equation, spin zero, intrinsic structure of the Cox particle, Lobachevsky space, electric field, 
separation of variables, exact solutions, confluent Heun equation

Разделение переменных. В рамках теории обобщенных релятивистских волновых уравне-
ний В. Коксом была предложена [1] модель для скалярной частицы со спином нуль; изложение 
общего подхода к такого рода обобщенным уравнениям см. в работе [2]. В присутствии электро-
магнитных полей волновые уравнения с  расширенными наборами представлений группы 
Лоренца после исключения вспомогательных компонент приводят к уравнениям для минималь-
ного набора компонент, модифицированных дополнительными членами взаимодействия с внеш-
ними электромагнитными полями. Эти дополнительные взаимодействия обусловлены некоторой 
электромагнитной внутренней структурой, проявляющейся явно во внешних полях. Отметим, что 
в книге С. С. Швебера [3] обсуждается дополнительный дарвиновский член взаимодействия ска-
лярной частицы с внешним электрическим полем, который связан с распределением заряда по ко-
нечному объему частицы. Фактически, теория Кокса – это развитие старой идеи Дарвина.

В серии работ [4–8] исследовалось квантово-механическое поведение частицы Кокса во внеш-
них магнитном и электрическом полях в пространствах с неевклидовой геометрией: моделях 
Лобачевского и Римана. В частности, было выведено обобщенное нерелятивистское уравнение 
Шредингера для частицы Кокса в этих моделях. 
© Веко О. В. , Овсиюк Е. М., Редьков В. М., 2017
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В настоящей работе мы исследуем нерелятивистскую частицу Кокса во внешнем электриче-
ском поле на фоне геометрии пространства Лобачевского. После разделения переменных в обоб-
щенном уравнении Шредингера основное внимание уделено построению возможных решений 
уравнения по переменной z. Здесь действуют два фактора: более сложное электрическое поле  
и очень существенное в больших масштабах влияние геометрии пространства Лобачевского.  
В конце работы исходная релятивистская 20-компонентная теория Кокса обобщается на случай 
присутствия внешних электромагнитного и гравитационного полей, выведена общековариант-
ная система уравнений типа Прока для скалярной частицы Кокса.

Используем обобщенные цилиндрические координаты xa = (t, r, φ, z): 
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Ниже будем использовать операторы
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Исходим из уравнения в виде 
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Вводим обозначение 

	 2 2( ) ( ) ch chx E z z− −γ = Γ = γ .

Рассматриваем оператор из левой части уравнения (1): 
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и оператор из правой части уравнения (1): 
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Так, для уравнения Шредингера находим представление 
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Также выполним обусловленную физическими причинами [6] формальную замену iγ → γ и от-
метим, что два члена, пропорциональных ( ) ,zi zγ ∂  компенсируют друг друга. В результате при-
ходим к уравнению 
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Учтем подстановку для волновой функции (W – энергия в обычных единицах) 
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вводим обозначения: 
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при этом уравнение (2) дает 
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В этом уравнении переменные разделяются: 
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напоминаем, что γ(z) = γ / ch2z. Уравнение для Z(z) после преобразований примет вид 
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Это уравнение по переменной z намного сложнее того, которое было в случае плоского про-
странства; и оно свидетельствует о высокой чувствительности внутренней структуры частицы  
к геометрии фонового пространства. 

Решение уравнения по переменной r. В уравнении (4) сделаем замену переменных: 
(1 ch ) 2   [1 ),x r x= + / , ∈ , + ∞  тогда 
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Используя подстановку R = xa(1 – x)bF, при | | 2   | | 2a m b m= ± / , = ± /  придем к уравнению гипер-
геометрического типа с параметрами 

	 1( ) 1 4
2

F F x a b i w⊥= α,β, γ; , α = + + − − / ,

	 1 11 4 2 1
2 4

a b i w w a⊥ ⊥β = + + + − / , > , γ = + . 	 (8)

Будем использовать решения, стремящиеся к нулю при r = 0: 
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ся выражением 
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Чтобы найти поведение решений на бесконечности r → +∞, воспользуемся одним из соотно-
шений Куммера 

	 2 3 4
( 1 ) ( ) ( 1 ) ( )

( 1 ) ( ) ( 1 ) ( )
i iu e u e u− πα − πβΓ α +β + − γ Γ β − α Γ α+β + − γ Γ α −β

= + ,
Γ β + − γ Γ β Γ α + − γ Γ α

( )2 1 1u F x= α,β,α +β + − γ; − ,

3
1( ) 1 1u x F
x

−α  = − α,α + − γ,α + −β, , 
 

4
1( ) 1 1u x F
x

−β  = − β,β + − γ,β + − α, . 
 

Следовательно, поведение решений при x → 1(r → +∞) задается равенством (здесь 4
rex ≈ ) 
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Таким образом, по поперечной радиальной переменной построены решения, являющиеся 
стоячими волнами. Множитель e–r/2 является несущественным для вероятностной интерпрета-
ции волновой функции: .dW g ∗= − ψ ψ
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Анализ уравнения по переменной z. Исследуем уравнение по переменной z: 
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Уравнение сложное, пробуем его упростить, учитывая неравенство 1;| γ |<<  это позволяет полу-
чить приближенные соотношения
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Соответственно, уравнение (11) заменяем на более простое 
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Отсюда, пренебрегая пропорциональным Γ2 членом в выражении в квадратных скобках, получаем 
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Кроме того, очевидно, можно воспользоваться приближенным равенством 
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тогда приходим к еще более простому уравнению 
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Введем эффективный квадрат импульса 
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около точек 0, ±∞ он ведет себя так: 
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Для анализа уравнения (14) вводим новую переменную
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уравнение примет вид 
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Около точки x = 0 решения ведут себя так: 
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Исследуем точку x →∞. Делаем замену переменной X = x–1 и исследуем точку X = 0: 
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+ + − + − = + + + 

Из полученного легко находим асимптотику решений при X →0: 

	 1 1 1( ) .
2

B ix Z x B
x

± ε + ν − → ∞, = , = 
 

	 (19)

Таким образом, имеем уравнение с двумя регулярными точками x = 0, x = ∞ и одной нерегу-
лярной точкой x = –1 ранга 2; последняя лежит вне физической области изменения координаты 

(0 ).x∈ ,+∞  Это уравнение можно преобразовать к виду конфлюэнтного уравнения Гойна [9–11]. 
Для этого введем переменную y = (x + 1)–1, уравнение примет вид 

	
2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 4 0
4 2( 1) ( 1)

d Z
dy y y y y y

 
 
  
 

ε − ν ν Λ + + Λ − + − µ γ = . − − 
	 (20)

Отметим связь переменой y с исходной переменной z: 

	 2
2

0
1 1

1
1 0 .

z
z

z y
y z y

e
e y

 → +∞, → ,


= = → −∞, → ,
+  + → , → ∞

После разложения дробей на простые из (20) получаем 

	
2

2 2
2 2 2

2 24 0
2 2( 1)4 4( 1)

d Z
y ydy y y

 ε + ν − Λ + ε Λ − ε ε − ν
− µ γ + + + + = .  − − 

	 (21)
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Исследуем точку y = ∞. Для этого перейдем к переменной Y = y–1: 

	
2 2 2

2 4 2 2
2 4 2 2 0

2( 1) 24( 1)
d dZ Z

Y dY Y YdY Y Y Y
 µ γ ε − ν Λ Λ − ν Λ − ν

+ − + + − + = .  −− 

Особая точка y = ∞ является нерегулярной ранга 2. Таким образом, имеем уравнение со структу-
рой особых точек: [2]{0 1 }., ,∞

Введем подстановку Z = eAyyB(y – 1)CF(y). При ограничениях на параметры 

	 1 1 1 12 1 1
2 2 2 2

A B C= ± µγ, = ± −ε − ν + , = ± −ε + ν +

получаем 

	
2

2
2 22

1
d F B C dFA

y y dydy
 

+ + + + − 

	 1 4 ( ) 2 1 4 ( ) 2 0
2 2 1

B A C C A B F
y y

 − + ε − Λ + − ε + Λ
+ + = ; − 

	 (22)

это каноническая форма уравнения для конфлюэнтной функции Гойна [11] 

	
2

2 0
1 ( 1)

d H c d dH tayt H
y y dy y ydy

  − + λ
+ − + + + = . − − 

	 (23)

Физическим бесконечностям z = ±∞ соответствуют особые точки y = 0, 1. Решения этого уравне-
ния можно строить в виде степенных рядов либо по переменной y, либо по переменной (y – 1). 

Сходимость степенных рядов. Исходим из канонической формы конфлюэнтного уравнения (23). 
Построим основной степенной ряд в окрестности точки y = 0. Для этого запишем уравнение в виде 

	
2

2 2
2( ) [ ( ) ] ( ) 0d H dHy y t y t d c y c ta y H

dydy
− + − + + + − + λ − = . 	 (24)

Учтем равенства 

	 1 2

0 1 2
( 1)k k k

k k k
k k k

H d y H kd y H k k d y
∞ ∞ ∞

− −

= = =
′ ′′= , = , = − ;∑ ∑ ∑

уравнение для H дает 

	 1

2 2
( 1) ( 1)k k

k k
k k

k k d y k k d y
∞ ∞

−

= =
− − − −∑ ∑

	 1 1 1

1 1 1 0 0
( ) 0k k k k k

k k k k k
k k k k k

t kd y t d c kd y c kd y d y ta d y
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ − +

= = = = =
− + + + − + λ − = .∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Меняем обозначения в индексах суммирования 

	 1
2 1

( 1) ( 1)n n
n n

n n
n n d y n nd y

∞ ∞
+

= =
− − + −∑ ∑

	 1 1
2 1 0
( 1) ( ) ( 1)n n n

n n n
n n n

t n d y t d c nd y c n d y
∞ ∞ ∞

− +
= = =

− − + + + − + +∑ ∑ ∑

	 1
0 1

0n n
n n

n n
d y ta d y

∞ ∞
−

= =
+λ − = .∑ ∑
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Приравнивая нулю коэффициенты при всех степенях переменной y, получаем трехчленные ре-
куррентные соотношения: 

	 1 00 0n c d d= , + λ = ;

	 0 21 ( ) 2(1 ) 0n tad t c d c d= , − + + + + λ − + = ;
	 ..........................................................

	 1 1( 1 ) [ ( 1 ) ] ( 1) ( ) 0n n nt n a d n n t d c d n n c d− +− + − − + + + + λ + + + = .

Рекуррентное соотношение можно представить в виде 

	 1 2( ) 0n n n n n nP d Q d R d+ +− + λ + = , 	 (25)

где 

	 ( 1 ) ( 1 ) ( 1) ( )n n nP t n a Q n n t d c R n n c= − + , = − + + + , = + + .

Рекуррентное соотношение переписываем в форме 

	 1 2 1
2 2 2

1

1 1 1( ) 0n n n
n n n

n n n

d d dP Q R
d d dn n n
+ + +

+
− + λ + = ;

при устремлении n → ∞ получаем квадратичное уравнение 

	 1 22

1
0 lim limn n

n nn n

d dr r r
d d
+ +

→∞ →∞ +
− + = , = = .

Отсюда заключаем, что согласно методу Пуанкаре – Перрона минимальный радиус сходимости 
степенного ряда равен 

	 conv
1 1R
R

= = .
| |

Таким образом, степенной ряд сходится в круге радиуса 1, т. е. во всей физической области ис-
ходной переменной ( ).z∈ −∞,+∞  Аналогично можно построить и исследовать сходимость сте-
пенного ряда по переменной (y – 1). 

Неминимальное взаимодействие с внешними полями. Выполним обобщение теории Кокса 
на случай присутствия внешних электромагнитного и гравитационного полей. Исходим из пол-
ной системы уравнений первого порядка для 20-компонентной волновой функции для скаляр-
ной частицы Кокса [1]. Волновая функция включает скаляр, вектор, симметричный неприводи-
мый и антисимметричный тензоры второго ранга.

Учитываем внешние электромагнитное и гравитационное поля, поэтому в исходных уравне-
ниях Кокса все производные заменяем на общековариантые: 

	 1 0Dβ
βλ Φ −µΦ = ,

	 1 2 [ ] 3 ( ) 0D D D∗ α α
β αβ αβ βλ Φ + λ Φ −λ Φ −µΦ = ,

	 2 [ ]( ) 0D D∗
α β β α αβλ Φ − Φ −µΦ = ,

	 3 ( )
1 0
2

D D g D∗ ρ
α β β α αβ ρ αβ

 λ Φ + Φ − Φ −µΦ = , 
 

	 (26)
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вспомогательные параметры λ1, λ2, λ3, подчинены условиям 

2 2 3 3 1 1 3 3
30 1
2

∗ ∗ ∗ ∗λ λ − λ λ = , λ λ − λ λ = ; 	 (27)

символ Dα обозначает удлиненную производную с учетом присутствия внешних электромагнит-
ного и гравитационного полей: e

cD i A Mcα α α= ∇ − , µ = .  
С помощью 3-го и 4-го уравнений в (1) исключаем тензоры 2-го ранга из двух оставшихся 

уравнений: 

1 0Dβ
βλ Φ −µΦ = , 	 (28)

1 1
1 2 2 3 3 3 3

1( ) 0
2

D D D D D∗ − ∗ ∗ α − ∗ ρ
β β α β ρ βλ Φ −µ λ λ + λ λ Φ + µ λ λ Φ −µΦ = . 	 (29)

С учетом тождества 2 2 3 3 3 3( ) 2∗ ∗ ∗λ λ + λ λ = λ λ  уравнение (29) примет вид 

1 1
1 3 3 3 3

12 0
2

D D D D D∗ − ∗ α − ∗ α
β α β β α βλ Φ −µ λ λ Φ + µ λ λ Φ −µΦ = . (30)

Учитывая соотношение 

2( ) aeD D D D D D D D D D i F R
c

 α α α α α α β β α α β β α β α αβ αβ 
 

Φ = Φ + − Φ = Φ + − − Φ ,



уравнение (30) преобразуем в следующее: 

1 2 1
1 3 3 3 3

32 ( ) 0
2

eD i F R D D
c

 ∗ − ∗ α − ∗ α β αβ αβ β α β 
 

λ Φ +µ λ λ + Φ − µ λ λ Φ −µΦ = .

Учитывая (28), получим 

1 2
1 1 3 3 1 3 3 1

32 0
2

eD i F R D
c

 ∗ − ∗ α ∗ β αβ αβ β β 
 

λ λ Φ +µ λ λ + λ Φ − λ λ Φ −µλ Φ = .



С учетом 3
1 1 3 32 1∗ ∗λ λ − λ λ =  последнее уравнение приводим к виду 

1 2
3 3 1 12 0eD i F R

c
 − ∗ α β αβ αβ β 
 

Φ +µ λ λ + λ Φ −µλ Φ = .



Параметр λ1 может быть внесен под знак волновой функции так: λ1Φβ → Φβ; в результате по-
лучаем систему уравнений 

2

3 30 (2 ) 0eD D i F iR
Mc c

 β ∗ α β β βα βα β 
 

Φ −µΦ = , Φ − λ λ + Φ −µΦ = .




(31)

Эти уравнения можно переписать компактнее: 

0 ,cD D F i R
e

 β α β β βα βα β 
 

Φ = µΦ = , Φ = λ + Φ +µΦ
  (32)

где 
2

3 3(2 ).e i
Mc c

∗λ = λ λ



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В отсутствие электромагнитного поля уравнения (7) упрощаются: 

( ) ( )cD D i R x g x
e

β α
β β βα βα

 Φ = µΦ, Φ = λ +µ Φ , 
 
  (33)

это чисто геометрическая модификация системы уравнений Прока для скалярной части-
цы Кокса. 
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СПЕКТРАЛЬНО-ВРЕМЕННАЯ динамика нестационарного поглощения 
МНОГОСЛОЙНых периодических плазмонных наноструктур

Изучены особенности наведенных изменений в спектрах оптической плотности многослойных наноструктур 
Ag-Na3AlF6 при их возбуждении фемтосекундными лазерными импульсами в полосе плазмонного поверхностного 
резонанса поглощения (ППРП). Зарегистрирована зависимость амплитуды наведенных изменений в области ППРП 
от толщины диэлектрических пленок Na3AlF6, разделяющих монослои наночастиц серебра. Обнаружено существен-
ное увеличение амплитуды оптического отклика (до 80 %) для наноструктуры с четвертьволновыми прослойками 
Na3AlF6. Характеристические времена релаксации наводимых изменений при энергиях возбуждения 5–10 мкДж 
для наноструктур с различной толщиной диэлектрических прослоек Na3AlF6 практически не изменяются, состав-
ляют ~2 пс и совпадают с временными параметрами кинетического отклика, характерными для используемого 
монослоя наночастиц Ag. 

Ключевые слова: ультракороткие лазерные импульсы, динамика электронных возбуждений, плотноупакован-
ные наноструктуры, поверхностный плазмонный резонанс
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Spectral-temporal dynamicS OF TRansient ABSORPTION  
OF Multilayer PERIODIC PLASMONIC NANOSTRUCTURES

The features of the induced changes in the optical density spectra of multilayer Ag-Na3AlF6 nanostructures under  
a femtosecond laser pulses exitation in the band of surface plasmonic resonance of absorption (SPRA) were studied. The de
pendence of the amplitude of the induced changes on the thickness of the dielectric Na3AlF6 films separating the monolayeres 
of silver nanoparticles was registered. A significant increase of the optical response amplitude (up to 80 %) was found for  
the nanostructures with the quarter-wavelength Na3AlF6 interlayers. For nanostructures with different-thickness dielectric 
Na3AlF6 interlayers the characteristic relaxation times of induced changes at an excitation energy of 5–10 μJ do not practically 
vary, are equal to ~2 ps and coincide with the kinetic response time parameters of the used silver nanoparticle monolayers.

Keywords: ultrashort laser pulses, dynamics of electronic excitations, densely packed nanostructures, surface plasmonic 
absorption resonance.

Введение. В настоящее время интенсивно исследуются различного вида наноструктуры,  
в состав которых входят наночастицы благородных металлов. Такие системы характеризуются 
наличием полос поверхностного плазмонного резонансного поглощения (ППРП), возникающих 
вследствие коллективных колебаний электронов проводимости в металлических наночастицах. 
Возбуждение указанных наноструктур ультракороткими световыми импульсами приводит  
к созданию сильно неравновесного ансамбля носителей заряда в наночастицах, что существенно 
влияет на спектральные свойства системы. Быстрая эволюция неравновесного ансамбля и, соот-
ветственно, спектральных характеристик наноструктуры во времени происходит по законам, за-
висящим как от свойств металлических наночастиц, так и от диэлектрического окружения. При 
этом существенное влияние на процессы релаксации энергии электронных возбуждений могут 
оказывать морфологические характеристики наноструктурированных образцов.

Установление механизмов быстропротекающих процессов и оценка возможностей варьиро-
вания амплитудных и скоростных параметров оптического отклика образцов на возбуждение 
фемтосекундными световыми импульсами за счет материала и топологии наноструктуры необ-
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ходимы для решения практических задач, связанных с созданием быстродействующих полно-
стью оптических модулирующих устройств и переключателей, а также с поиском новых методов 
диагностики композитных материалов. 

До недавнего времени динамика релаксации электронных возбуждений в плазмонных нано-
структурах изучалась в основном для разреженных коллоидов и нанокомпозитов, характеризую-
щихся небольшой объемной концентрацией плазмонных частиц. В этом случае она определяет-
ся, главным образом, свойствами отдельных наночастиц и может зависеть как от материала ча-
стиц, так и от их размера и формы [1–5]. Дополнительные возможности управления оптическими 
характеристиками плазмонных наноструктур возникают при плотной упаковке и частичном 
пространственном упорядочении металлических наночастиц [6, 7], когда значимыми становятся 
эффекты коллективной природы. При определенных условиях в процессе изготовления нано-
структур могут возникать кластеры из нанокристаллитов, в случае увеличения их концентра-
ции может образоваться фрактальная структура, а при достаточно плотной упаковке возникает 
ближний порядок в расположении частиц. 

В работе [8] установлено немонотонное изменение времени релаксации наведенных измене-
ний в полосе ППРП при возрастании поверхностной плотности металла (ППМ) для плотноупа-
кованных монослоев наночастиц Ag (островковых пленок) в тонкопленочных матрицах Na3AlF6. 
Обнаруженная тенденция времен релаксации объяснена изменением относительного вклада вну
тренних размерных эффектов и процессов туннелирования электронов в регистрируемые эф-
фекты в образцах с разной ППМ. Выявленные особенности интерпретированы с привлечением 
модели формирования коллективных электронных состояний в плотноупакованных нанокомпо-
зитах [9]. Для многослойных плазмонных наноструктур с субволновой периодичностью можно 
ожидать наличия дополнительных механизмов управления временными и амплитудными ха-
рактеристиками оптического отклика на возбуждение ультракороткими лазерными импульса-
ми, связанных с одновременной реализацией электронного и фотонного ограничения [10, 11].

В настоящей работе исследуется спектрально-временная динамика нестационарного поглоще-
ния многослойных наноструктур Ag-Na3AlF6, содержащих монослои плазмонных наночастиц Ag, 
которые контактируют с субволновыми разделительными диэлектрическими пленками Na3AlF6.

Методика эксперимента. Планарные плазмонные наноструктуры Ag-Na3AlF6 изготовля-
лись на вакуумной установке ВУ-1А последовательным термическим осаждением используемых 

материалов на стеклянные или кварцевые подлож-
ки. Схематическое изображение многослойной пе-
риодической наноструктуры приведено на рис. 1. 
Контроль толщин осаждаемых слоев производился 
кварцевым датчиком. Давление остаточных газов 
составляло (2–5) ⋅10–3 Па. Температуры подложек 
были комнатными. Оптические спектры записыва-
лись на спектрофотометре Cary 500. 

Измерения спектрально-кинетических характе-
ристик образцов проводились с использованием 
фемтосекундного спектрометра [12], в основе кото-
рого лежит оригинальный генератор фемтосекунд-
ных импульсов – лазер на сапфире с титаном с импуль-
сной синхронной накачкой. В качестве источника на-
качки фемтосекундного генератора использован 
импульсный лазер на Nd:YAG с гибридной син-
хронизацией мод на основе инерционной отрица-
тельной обратной связи и нелинейного насыщаю-
щегося фильтра.

Возбуждение образцов производилось в полосе 
ППРП наноструктуры на длине волны 395 нм второй 
гармоникой титан-сапфирового лазера. Длительность 

Рис. 1. Схематическое изображение многослойной 
периодической наноструктуры, состоящей из не-
скольких одинаковых монослоев плазмонных на-
ночастиц (1), разделенных тонкими диэлектриче-
скими пленками заданной толщины (2), и располо-

женной на диэлектрической подложке (3)
Fig. 1. Schematic of the multilayered periodic nano-
structure composed of several identical monolayers  
of plasmonic nanoparticles (1) separated by thin die
lectric films of defined thickness (2) and located on the 

dielectric substrate (3)
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возбуждающих импульсов составляла 
~140 фс, энергия ~ 5–10 мкДж. В качестве 
зондирующих импульсов использовалось 
излучение фемтосекундного суперконти-
нуума. Изменение оптической плотности 
DD рассчитывалось по формуле ∆D(λ, t) = 
= lg(T0/T), где T = Iпроб/Iоп и T0 = I 0

проб/I
0

оп – 
отношения энергий пробного и опорного 
импульсов, прошедших через исследуемый 
образец при возбуждении и без него.

Обсуждение полученных результа-
тов. Стационарные спектры оптической 
плотности исследованных наноструктур 
приведены на рис. 2. Здесь кривая 1 соот-
ветствует плотноупакованному монослою 
наночастиц Ag с ППМ ~1,9⋅10–6 г⋅см–2  
в тонкопленочной матрице Na3AlF6 с тол-
щиной диэлектрического слоя 20 нм. С ис-
пользованием АСМ-микроскопии установ-
лено, что средний размер частиц в моно
слое составляет порядка 5 нм, а параметр 
перекрытия η, характеризующий отноше-
ние площади монослоя, занятой частицами, к его общей площади, близок к ~0,4–0,45. 
Кривые 2 и 3 соответствуют многослойным наноструктурам (Ag-Na3AlF6)

4Ag, содержащим 
пять монослоев Ag с такими же конструктивными параметрами, разделенных слоями Na3AlF6. 
Толщины разделительных пленок Na3AlF6 равны ~10 нм (кривая 2) и ~80 нм (кривая 3), что со- 
ответствует оптическим толщинам диэлектрических слоев ~λ0 /30 и ~λ0 /4, где λ0 = 440 нм – дли-
на волны максимума поглощения полосы ППРП плотноупакованного монослоя. 

Из рис. 2 видно, что для обоих многослойников в окрестности λ0 формируется полоса ППРП, 
которая для четвертьволновой системы имеет меньшую полуширину и большую интенсивность. 
Полуширина полосы ППРП связана со временем жизни плазмона, которое обычно хорошо кор-
релирует с обратной полушириной стационарных спектров. Меньшая полуширина спектра оп-
тической плотности (пропускания) для наноструктуры с четвертьволновыми разделительны-
ми слоями Na3AlF6 (порядка 20 %) свидетельствует о большем времени жизни плазмона в дан-
ной наноструктуре. Более высокое значение оптической плотности в максимуме полосы ППРП 
четвертьволновой системы связано с выполнением в этой системе условий для деструктивной 
интерференции, которая в четвертьволновой многослойной металл-диэлектрической наноком-
позитной системе одновременно минимизирует ее пропускание (Т) и отражение (R) [10, 11]. 
Это приводит к увеличению поглощения (А), которое может быть определено по формуле  
A = 1 – T – R (см. рис. 3, где представлены стационарные спектры пропускания, отражения  
и поглощения данных систем). 

Следует отметить, что при высокой плотности упаковки наночастиц в монослое (соответ-
ствующей параметру перекрытия η > 0,3) их расположение в плоскости монослоя становится 
частично-коррелированным. Вследствие этого возникает ближний порядок в расположении 
частиц и значительно усиливается роль латеральных электродинамических взаимодействий, 
вызванных когерентным переоблучением частиц. В соответствии с этим полоса ППРП для 
монослоя серебра с приведенными выше конструктивными параметрами носит коллектив-
ный характер. Ее характеристики определяются размерами нового масштаба локализации 
плазмона, который может существенно превышать размеры отдельной частицы. Этот новый 
масштаб совпадает с областью их ближней упорядоченности и возрастает с увеличением 
плотности упаковки. 

Рис. 2. Спектры оптической плотности монослоя наночастиц 
Ag (1) и многослойных наноструктур (Ag-Na3AlF6)

4Ag (2, 3). 
Толщина пленок Na3AlF6: ~10 нм (2) и ~80 нм (3); поверхност-

ная плотность Ag: ~1,9⋅10–6 г/см2 , η ~0,4–0,45

Fig. 2. Spectra of the optical density of the monolayer of silver nanopar-
ticles (1) and multilayer nanostructures (Ag-Na3AlF6)

4Ag (2, 3).  
The thickness of the Na3AlF6 films: ~10 nm (2) and ~80 nm (3); 

Ag MSD: ~1.9⋅10–6 g/cm2 , η ~0.4–0.45
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В спектральной области вблизи плазмонного резонанса существенно возрастает  отражение 
плотноупакованного монослоя частиц, достигая значений порядка 10–15 % даже для частиц ма-
лого размера (см. вставку на рис. 3, а). В периодической многослойной системе возникает меж-
слойная многолучевая интерференция волн, прошедших и отраженных от отдельных моносло-
ев. Такая многослойная система, состоящая из ряда плотноупакованных монослоев металличе-
ских наноочастиц, разделенных субволновыми диэлектрическими прослойками, представляет 
собой одномерный фотонно-плазмонный кристалл. В процессе фотонно-плазмонных взаимо-
действий дополнительно устанавливается электродинамическая связь между всеми  монослоя-
ми, эффективность которой зависит от толщины диэлектрических разделительных прослоек.

Таким образом, с появлением ближнего порядка в расположении наночастиц возникает но-
вый характерный корреляционный масштаб, а стратификация такой среды приводит к появле-
нию выделенного направления. Все это может являться причиной качественного изменения 
спектров элементарных взаимодействий, чувствительных как к изменениям пространствен-
ных корреляционных масштабов, так и симметрии. Для многослойных плазмонных нано-
структур с субволновой периодичностью можно ожидать наличия дополнительных механиз-
мов управления временными и амплитудными характеристиками оптического отклика, свя-
занных с одновременной реализацией электронного и фотонного ограничения.

Дифференциальные спектры поглощения изготовленных образцов, полученные при раз-
личных значениях времени задержки (Dt) между возбуждающими и зондирующими импуль-
сами, приведены на рис. 4. Временная трансформация спектров определяется релаксацион-
ными процессами, связанными с возвратом разогретых мощным возбуждающим световым 
импульсом электронов к равновесной температуре, что осуществляется за счет взаимодей-
ствия горячих электронов с поверхностью наночастиц, с решеткой и далее за счет транспор-
та избыточной энергии в матрицу. Существенным является то обстоятельство, что в плотно-
упакованных системах эти процессы могут сопровождаться межчастичным туннелировани-
ем горячих электронов. 

На рис. 4, a приведены дифференциальные спектры нестационарного поглощения плотно- 
упакованного монослоя Ag, расположенного в тонкопленочной матрице Na3AlF6. Данные спектры 
характеризуются наличием просветления системы в спектральной области вблизи максимума 

Рис. 3. Стационарные спектры пропускания (T), отраже-
ния (R) и поглощения (A) монослоя Ag, граничащего  
с воздухом (а), и систем (Ag-Na3AlF6)

4Ag. Толщина пленок 
Na3AlF6: ~10 нм (b) и ~80 нм (c). Поверхностная плотность 
Ag: ~1,9 ⋅10–6 г/см2, η ~0,4–0,45. Спектры отражения запи

сывались при угле падения излучения 20°

Fig. 3. Spectra of steady transmission (T), reflection (R), absorp
tion monolayer (A) (а) and of the (Ag-Na3AlF6)

4Ag systems. 
The thickness of the Na3AlF6 films: ~10 nm (b) and ~80 nm (c). 
Ag MSD: ~1.9 ⋅10–6 g/cm2 , η ~0.4–0.45. The reflection spec

tra were registered at a radiation incidence angle of 20°
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полосы ППРП и появлением наведенного поглощения на ее крыльях. Это свидетельствует  
об уширении и уменьшении интенсивности максимума полосы ППРП, что обычно связывают  
с двумя обстоятельствами – уменьшением времени дефазировки плазмона вследствие возраста-
ния интенсивности рассеяния горячих электронов на поверхности наночастицы и модификацией 
диэлектрической функции металла при повышении электронной температуры под воздействием 
мощного возбуждающего лазерного импульса. Вместе с тем важно отметить, что максимальные 
изменения амплитуды сигнала наблюдаются на коротковолновом склоне полосы ППРП. Это оз-
начает, что помимо обычно регистрируемого при возбуждении плазмонных наночастиц фемто-
секундными импульсами ослабления и уширения полосы ППРП происходит и ее смещение  
в длинноволновую сторону. Такое смещение поверхностного плазмонного резонансного погло-
щения может быть связано со специфическим для плотноупакованных систем процессом воз-
растания вероятности туннелирования электронов между близкорасположенными плазмон-
ными наночастицами, возбужденными лазерным излучением, и с обусловленным этим  
возникновением коллективных «кластерных» электронных состояний [9]. Подобные зако- 
номерности наблюдаются и при воздействии ультракороткими лазерными импульсами  
с Евозб = 10 мкДж на монослои Ag с более высокими значениями ППМ в тонкослойных криоли-
товых матрицах [8]. 

Сравнение представленных на рис. 4, b, c дифференциальных спектров нестационарного 
поглощения многослойных систем (Ag-Na3AlF6)

4Ag с дифференциальными спектрами монослоя 
показывает, что увеличенное число монослоев в многослойнике сопровождается возрастанием 

Рис. 4. Дифференциальные спектры нестационарного 
поглощения плотноупакованного монослоя Ag (а) и сис
тем (Ag-Na3AlF6)

4Ag (b, c). Толщина пленок Na3AlF6:  
~10 нм (b) и ~80 нм (c); поверхностная плотность Ag: 

~1,9 ⋅10–6 г/см2 , η ~0,4–0,5. Евозб = 10 мкДж

Fig. 4. Differential spectra of transient absorption of the den
sely packed Ag monolayer (a) and the (Ag-Na3AlF6)

4Ag sys-
tems (b, c). The thickness of the Na3AlF6 films: ~10 nm (b) 
and ~80 nm (c). Ag MSD: ~1.9 ⋅10–6 g/cm2, η ~0.4–0.45.  

Eexc = 10 mJ
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амплитуды регистрируемых наведенных изменений. Это относится как к области максималь-
ного просветления, так и к области наведенного поглощения. Рассмотрим подробнее область 
максимального просветления исследованных наноструктур. Для системы с тонкими раздели-
тельными прослойками (λ0/30) в этой спектральной области регистрируется неаддитивное 
умеренное увеличение относительно монослоя амплитуды наведенных изменений. Допол
нительное существенное увеличение амплитуды оптического отклика (до 80 %) наблюдается  
в системах с четвертьволновыми разделительными слоями Na3AlF6. Оно обусловлено эффекта-
ми, связанными с «продольным» фотонным ограничением в многослойных периодических 
субволновых наноструктурах и с изменением в них эффективности электродинамических фо-
тонно-плазмонных взаимодействий при мощном лазерном возбуждении. При этом происходит 
не только частичная деградация коллективного плазмона, но и нарушаются резонансные усло-
вия, обеспечивавшие деструктивную многолучевую интерференцию в полосе ППРП чет-
вертьволновой системы в стационарном состоянии. 

Для максимума полосы наведенного поглощения в дифференциальных спектрах также на-
блюдается закономерность, подобная установленной для полосы наведенного просветления. 
Его интенсивность последовательно увеличивается в ряду «монослой – многослойник с диэлек-
трическими прослойками λ0 /30 – многослойник с четвертьволновыми прослойками». Обра
щает на себя внимание то обстоятельство, что при переходе от монослоя к 5-слойной системе 
направление спектрального сдвига максимума наведенного поглощения зависит от типа сис
темы – для многослойника с прослойками λ0 /30 этот сдвиг происходит в длинноволновую  
область, а для многослойника с четвертьволновыми прослойками – в коротковолновую. 
Величина сдвига составляет соответственно 10 и 30 нм. Коротковолновый сдвиг максимума 
наведенного поглощения для четвертьволновой системы сочетается с более узкой спектраль-
ной областью просветления и может также являться результатом проявления «продольного» 
фотонного ограничения.

На рис. 5, a представлена кинетика зависимости оптической плотности от времени задержки 
на длине волны 440 нм в полосе просветления исследованных систем. Характеристические вре-

Рис. 5. Кинетика наведенной оптической плотности:  
a – на длине волны l = 440 нм для монослоя Ag (1)  
и системы (Ag-Na3AlF6)

4Ag со слоями Na3AlF6 ~10 нм (2) 
и ~80 нм (3), Eвозб = 10 мкДж; b, c – на длине волны  
λ = 428 нм для системы (Ag-Na3AlF6)

4Ag со слоями 
Na3AlF6 ~10 нм (b) и ~80 нм (c), Евозб = 10 мкДж (1)  

и 5 мкДж (2) 

Fig. 5. Kinetics of the induces optical density: a – (l = 440 nm) 
for the Ag monolayer (1) and the (Ag-Na3AlF6)

4Ag system 
with the Na3AlF6 films of ~10 nm (2) and ~80 nm (3), Eexc = 10 mJ; 
b, c – at the wavelength λ = 428 nm for the (Ag-Na3AlF6)

4Ag 
system. The thickness of the Na3AlF6 films – ~10 nm (b) and 

~80 nm (c), Eexc = 10 mJ (1) and 5 mJ (2) 
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мена релаксации наводимых изменений для многослойных наноструктур (Ag-Na3AlF6)
4Ag со-

ставляют порядка 2 пс и совпадают по величине с временными параметрами кинетического от-
клика, характерными для соответствующего плотноупакованного монослоя Ag. Затухание наве-
денных изменений в многослойных системах, как и в соответствующих монослоях, происходит 
моноэкспоненциально. 

Использование более низких энергий возбуждения приводит к уменьшению величины опти-
ческого отклика как в области наведенного просветления, так и на длинах волн наведенного по-
глощения. Это видно из рис. 5, b, c где сопоставлены амплитуды максимальных наведенных 
изменений в полосе просветления для систем (Ag-Na3AlF6)

4Ag при их облучении фемтосе-
кундными лазерными импульсами с энергией 10 и 5 мкДж. При уменьшенной энергии воз-
буждения также получается достаточно интенсивный оптический отклик, причем его величина 
зависит от конструктивных параметров наноструктуры. Характеристические времена релакса-
ции наводимых изменений при уменьшении энергии возбуждения от 10 до 5 мкДж сохраняют 
свои значения.

Заключение. Таким образом, проявление эффектов фотонного органичения в многослойных 
1D периодических системах Ag-Na3AlF6 позволяет существенно влиять на спектрально-ампли-
тудные характеристики оптического отклика такой системы на воздействие фемтосекундными 
лазерными импульсами путем изменения толщины субволновых разделительных диэлектриче-
ских прослоек Ag-Na3AlF6 при сохранении суммарной толщины активного плазмонного слоя. 
Изменение интенсивности возбуждения в исследованном диапазоне энергий также сопровожда-
ется симметричным изменением амплитуды оптического отклика, при этом во всех случаях со-
храняются его временные параметры.
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Изменение мощности световых пучков различных типов  
ПРИ прохождении слоев рассеивающей среды 

Лазерное излучение широко используется для оптической диагностики различных рассеивающих сред. В пода-
вляющем большинстве случаев для этих целей применяются лазерные пучки, имеющие гауссов профиль. В то же 
время световые пучки других типов имеют ряд особенностей, с помощью которых можно получить дополнитель-
ную информацию об исследуемых объектах. В данном контексте актуальной является задача выявления проникаю-
щей способности световых пучков различных типов в рассеивающей среде c целью их последующего применения 
для неразрушающего контроля различных объектов, в том числе биотканей. В настоящей работе проведен сравни-
тельный анализ четырех различных конфигураций лазерных световых пучков: гауссова, лагерр-гауссова и бесселе-
вых световых пучков нулевого и первого порядков в отношении сохраненной ими мощности после прохождения 
слоя рассеивающей среды. Для формирования световых пучков применялся гелий-неоновый лазер, излучающий  
на длине волны 0,633 мкм, и модульная оптическая схема, позволяющая изменять профиль светового пучка путем 
включения/исключения из светового тракта соответствующих модулей. В качестве рассеивающей среды использо-
вались плоскопараллельные слои полупрозрачной силиконовой резины различных толщин в диапазоне от 0,17 до 
6,61 мм. По результатам экспериментальных измерений построены аппроксимирующие кривые для зависимости 
мощности прошедших через слой рассеивающей среды световых пучков четырех типов от толщины слоя вида 
I = exp (–Dx), где D – показатель ослабления, I – суммарная мощность пучка, x – толщина слоя. Рассчитаны значения 
коэффициента D для разных типов пучков. Значения D мало (в пределах стандартной ошибки) отличаются для раз-
ных типов пучков, из чего следует, что тип пучка в данной конфигурации оптической схемы практически не влияет 
на его проникающие свойства и суммарную энергию света, прошедшего через слой рассеивающего материала.

Ключевые слова: гауссов световой пучок, лагерр-гауссов световой пучок, бесселев световой пучок нулевого по-
рядка, бесселев световой пучок первого порядка, рассеивающая среда
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POWER CHANGES IN DIFFERENT-TYPE LIGHT BEAMS AFTER passing through  
THE LAYERS OF DIFFERENT-thickness scattering mediUM

Laser radiation is extensively used for optical diagnostics of various scattering media. In most cases, laser beams having 
a Gaussian profile are applied for this task. At the same time, other-type light beams have some features that can be used  
to obtain additional information about investigated objects. In this context, a relevant task is to reveal the penetrability of dif-
ferent-type light beams in a scattering medium with their subsequent application for the nondestructive testing of various ob-
jects, including biological tissues. In this article, a comparative analysis is carried out for four different configurations of laser 
light beams (Gaussian, Laguerre-Gaussian, and zero- and first-order Bessel light beams) in relation to the power stored by 
them after passing through a scattering medium layer. To form the light beams we used helium-neon laser emitting at a wave-
length of 0.633 micrometers, and a modular optical system. This system makes it possible to change the light beam profile by 
the inclusion / exclusion of the corresponding modules from the light path. As the scattering medium we used plane-parallel 
layers of semi-transparent silastic with the thickness ranging from 0.17 to 6.61 mm. It is investigated experimentally how  
the power of the light beam passing through the scattering medium layer depends on the layer thickness. According to  
the obtained results, the approximating curves are plotted in the form I = exp (–Dx) where D is the attenuation coefficient,  
I is the total power of the beam, x is the layer thickness. The values of the coefficient D for different-type beams are calcu
lated. The D values for different-type beams scarcely differ (within the standard error) from each other. It means that  
the beam type in the optical system configuration has almost no effect on the penetration properties of the light beam, and  
on the total energy of the light passing through the scattering medium layer.

Keywords: Gaussian light beam, Laguerre-Gaussian light beam, zero-and first-order Bessel light beam, first-order Bessel 
light beam, scattering media

Введение. В настоящее время лазерное излучение широко используется для оптической диагно-
стики различных рассеивающих сред, включая биоткани. В подавляющем большинстве случаев для 
этих целей применяются лазерные пучки, имеющие гауссов профиль  [1]. В то же время световые 
пучки других типов имеют ряд особенностей, с помощью которых можно получить дополнитель-
ную информацию об исследуемых объектах либо оказать дополнительное воздействие на них. 
© Балыкин И. В., Железнякова Т. А., Рыжевич А. А., 2017
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Одним из наиболее важных свойств световых пучков в данном контексте является их проникающая 
способность. Актуальной представляется задача выявления проникающей способности световых 
пучков различных типов в рассеивающей среде c целью последующего их использования для нераз-
рушающего контроля различных объектов, в том числе биотканей [2–4]. В настоящей работе прове-
ден сравнительный анализ четырех различных конфигураций лазерных световых пучков: гауссо-
ва, лагерр-гауссова [5] и бесселевых световых пучков нулевого (БСП0) [6] и первого (БСП1) [7] по-
рядков в отношении сохранения ими энергии после прохождения слоя рассеивающей среды [4].

1. Прохождение гауссова светового пучка через наборы тонких образцов фантомов 
биоткани. В данном случае для исследований нами были использованы два парных комплекта 
из четырех различных по толщине образцов фантомов, моделирующих биологическую ткань. 
Образцы были изготовлены из силикона методом центрифугирования и предоставлены авторам 
для исследования сотрудниками Yonsei University (Южная Корея). Всего четыре различных тол-
щины имевшихся в наличии образцов не позволяли определить даже качественной зависимости, 
поэтому была использована следующая методика: образцы из обоих одинаковых наборов после-
довательно объединялись в группы по три с помощью жесткой направляющей и исследовались 
как единое целое (рис. 1). Таким образом было составлено 25 возможных групп образцов с раз-
личными общими средними толщинами, которые варьировались от 315,4 до 401,9 мкм с пере-
менной разницей между ближайшими толщинами от 2,3 до 9,4 мкм.

Для большей репрезентативности полученных данных измерения энергии проходящего че-
рез образцы пучка производились не в одной отдельной точке за образцом, а в двадцати шести, 
расположенных на отрезке длиной 25 мм с шагом 1 мм. Эта процедура автоматически осущест-
влялась с использованием моторизованного актуатора 6, который перемещал направляющую 3  
с образцами вдоль прямой в плоскости, перпендикулярной оси пучка.

Однородность фантомов биологической ткани исследовалась путем измерения средней ин-
тенсивности проходящего гауссова светового пучка c длиной волны 0,633 мкм и диаметром при-
мерно 1 мм в различных точках за образцами. Средняя яркость пиксела в данном случае отож-
дествлялась с мощностью лазерного излучения в условных единицах. Для исключения эффек-
тов, связанных со стационарностью режима работы лазера, измерения проводились дважды: 
один раз при движении направляющей с образцами в направлении увеличения поперечной коор-
динаты, второй – при движении в направлении уменьшения поперечной координаты. Результаты 
для 4 серий измерений приведены в табл. 1. На графиках зависимости показаны не эксперимен-
тальными точками, а линиями, их соединяющими, потому что таким образом легче визуально 
оценить, насколько полученные экспериментальные зависимости близки друг к другу. Видно, 
что внешне распределения интенсивности для одних и тех же координат очень схожи между со-
бой, что свидетельствует о хорошей воспроизводимости результатов при использовании актуа-
тора. Из сравнения распределений понятно, что флуктуации интенсивности по большей части не 
являются случайными, а вызваны, в основном, неоднородностью образца. Значения флуктуаций 
интенсивности зачастую превышают 10 % от максимального значения, поэтому однородность 
образцов, изготовленных методом центрифугирования, нельзя признать удовлетворительной. 

Рис. 1. Схема установки: 1 – лазер ЛГН-207a; 2 – фильтр 0,3×0,8; 3 – направляющая с образцами; 4 – положительная 
линза; 5 – CCD-камера CoolSnapEZ; 6 – моторизованный актуатор, сопряженный с компьютером

Fig. 1. Schematic of the experimental setup: 1 – He-Ne laser LGN-207a; 2 – 0.3×0.8 filter; 3 – guide with samples; 4 – positive 
lens; 5 – CCD-cаmera CoolSnapEZ; 6 – motorized actuator connected to PC
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Таблица 1. Зависимость средней яркости пиксела от величины поперечного смещения образца

Table 1. Average pixel brightness dependence on the transverse displacement of a sample

Наименование серии Суммарная толщина, мкм График полученной зависимости

‘1-1’, ‘1-2’, ‘1-4’ 359,8

‘1-1’, ‘1-3’, ‘1-4’ 348,2

‘1-3’, ‘1-4’, ‘2-3’ 324,8

‘1-4’’2-2’’2-4’ 329,5
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После обработки данных был получен график зависимости интенсивности проходящего из-
лучения от толщины образца, приведенный на рис. 2.

Точки соответствуют среднему значению средней яркости всех кадров в серии (яркость ка-
дра определяется как среднее по всем пикселам), отрезки с засечками обозначают стандартное 
отклонение значения яркости кадра. 

Поскольку по меньшей мере три отрезка среднеквадратических отклонений даже не пересе-
кают построенную аппроксимирующую кривую, можно усомниться в том, что эта кривая, если 
ее продлить, достаточно точно опишет закономерность ослабления светового пучка после про-
хождения рассеивающих слоев большей толщины (10 и более миллиметров).

2. Сравнение проникающей способности различных типов пучков. Так как в ходе иссле-
дований стало очевидным, что объединение предоставленных образцов в серии не позволяет 
достичь достаточно информативного диапазона толщин, было принято решение изготовить 

Рис. 2. Зависимость интенсивности прошедшего излучения от толщины образца и ее аппроксимация экспоненциальной 
функцией

Fig. 2. Dependence of the passed radiation intensity on the sample thickness and its approximation by the exponential function

Таблица 2. Толщины изготовленных плоскопараллельных силиконовых образцов
Table 2. Thicknesses of the produced plane-parallel silicone samples

	 Комплект 1. «Тонкие» Комплект 2. «Толстые»

Наименование Толщина, мм Наименование Толщина, мм

1 0,17 1 1,07
2 0,34 2 2,2
3 0,51 3 3,31
4 0,68 4 4,37
5 0,85 5 5,585
6 1,02 6 6,615
7 1,19
8 1,36
9 1,53
10 1,70
11 1,87
12 2,04
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удовлетворяющий всем требованиям набор плоскопараллельных образцов из полупрозрачной 
силиконовой резины на уксусном растворителе, при этом их плоскопараллельность и определен-
ная толщина (табл. 2) обеспечивались полированными до оптической чистоты стеклянными 
пластинами, находящимися на фиксированном расстоянии друг от друга. 

Именно на этом наборе образцов и выполнялся сравнительный анализ характеристик разных 
световых пучков. Оптическая модульная схема установки, на которой проводились исследова-
ния, приведена на рис. 3.

Конфигурация установки была подобрана таким образом, чтобы, извлекая или добавляя  
в нее оптические элементы, можно было формировать четыре различных вида световых 
пучков: гауссов (стоят элементы 1–3, 5–7, 9–11), лагерр-гауссов (стоят элементы 1–7, 9–11), 
бесселевы нулевого (стоят элементы 1–3, 5–11) и первого (стоят элементы 1–11) порядков. 
Следует отметить, что для достижения равных диаметров светового пучка в плоскости об-
разца увеличение телескопа было различным для разных пучков: для БСП0 и БСП1 оно со-
ставляло 6, для гауссова и лагерр-гауссова – 3. При изучении закономерностей распростра-
нения БСП0 и БСП1 образец помещался в середину ромбоида, формируемого аксиконом  
с углом при основании 1 градус. Методика измерений была аналогична описанной в разделе 1: 
образец смещался вдоль отрезка в плоскости, поперечной оси пучка, всего проводилось  
26 измерений с интервалом в 0,2  мм, затем полученные значения средней яркости кадра 
усреднялись. 

Сделанные авторами образцы показали более высокую однородность, нежели изготов-
ленные методом центрифугирования. В табл. 3 приведены зависимости средней по кадру яр-
кости пиксела от поперечного смещения образца в одном направлении для наиболее тонкого 
и наиболее толстого образцов из комплекта 1 и аналогичной пары образцов из комплекта 2. 
Данные зависимости были получены для всех образцов, и во всех случаях максимальная 
разница значений мощности светового пучка, прошедшего сквозь образец в разных местах, 
не превышала 1 % от максимального значения мощности прошедшего пучка.

Конечные результаты для мощности прошедших сквозь образец пучков с усреднением  
по 26 значениям приведены на рис. 4.

Рис. 3. Установка для изучения закономерностей прохождения световых пучков различных типов  
через тонкие образцы фантомов биологической ткани:  

1 – лазер ЛГН-207; 2 – фильтр; 3 – пластинки λ/4; 4 – двуосный кристалл; 5 – поляризатор; 6 – телескоп;  
7 – диафрагма; 8 – аксикон с углом при основании конуса 1°; 9 – образец; 10 – линза; 11 – CCD-камера

Fig. 3. Experimental setup for investigation of the regularities of different-type light beams passing through  
the thin samples of biological tissue phantoms:  

1 – He-Ne laser LGN-207a; 2 – filter; 3 –λ/4-plates; 4 – biaxial crystal; 5 – polarizer; 6 – telescope; 7 – diaphragm;  
8 – axicon with an angle of 1° at the cone base; 9 – sample; 10 – lens; 11 – CCD-camera
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Таблица 3. Зависимость средней по кадру яркости пиксела от величины поперечного смещения образца

Table 3. Dependence of frame-average pixel brightness on the transverse displacement of a sample

Наименование образца Толщина, мм График полученной зависимости

Комплект 1, 
образец 1

0,17

Комплект 1, 
образец 12

2,04

Комплект 2, 
образец 1

1,07

Комплект 2, 
образец 6

6,615
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Рис. 4. Зависимость мощности прошедшего через образец излучения от толщины образца:  
a – гауссов световой пучок; b – лагерр-гауссов световой пучок; c – БСП0; d – БСП1

Fig. 4. Dependence of the power of radiation passed through the sample on the sample thickness:   
a – Gaussian light beam; b – Laguerre-Gaussian light beam; c – BLB0; d – BLB1

По результатам экспериментальных измерений построены аппроксимирующие кривые 
для зависимости мощности прошедших через слой рассеивающей среды световых пучков 
четырех типов от толщины слоя, имеющие вид I =  exp  (–Dx), где D – показатель ослабления,  
I – суммарная мощность пучка, x – толщина слоя. Рассчитанные значения коэффициента D  
со значениями стандартной ошибки для разных типов пучков приведены в табл. 4.

Таблица 4. Значения показателя ослабления D для различных пучков

Table 4. Attenuation coefficients D for different beams

Тип пучка D, 1/мм Стандартная ошибка среднего, 1/мм

БСП0 0,192 0,007
БСП1 0,197 0,009
Гауссов световой пучок 0,188 0,009
Лагерр-гауссов световой пучок 0,189 0,009

Видно, что значения коэффициента D мало (в пределах стандартной ошибки) отличаются 
для разных типов пучков, особенно хорошо это демонстрирует рис. 5, на котором представ-
лены нормированные по динамическому диапазону сигнала графики аппроксимаций  
для разных типов пучков. Поскольку на рис. 5, а различить кривые практически невозмож-
но, на рис.  5,  b мы показали участки кривых в диапазоне толщин 6–10  см, что позволило 
увидеть хотя бы незначительную ранжировку по мощности различных типов световых пуч-
ков, прошедших через образцы.
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Рис. 5. Зависимости энергии проходящих пучков от толщины поглощающего слоя, полученные аппроксимацией 
экспериментальных данных:  

a – аппроксимация в диапазоне 0–10 мм; b – аппроксимация в диапазоне 6–10 мм

Fig. 5. Dependences of the energy of passing beams on the absorbing layer thickness obtained by the approximation  
of the experimental data: a – approximation over the range 0–10 mm; b – approximation over the range 6–10 mm
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Из этого следует, что тип пучка в данной конфигурации экспериментальной схемы практи-
чески не влияет на его проникающие свойства и суммарную энергию света, прошедшего через 
слой рассеивающего материала.

Выводы. В результате экспериментов не обнаружилось существенного преимущества 
какого-либо типа пучка перед другими в отношении проникающей способности. При этом сле-
дует привести довод в пользу применения в клинической практике бесселевых пучков по срав-
нению с гауссовыми и лагерр-гауссовыми. Так, в процессе неинвазивной диагностики и лечения 
продольные (вдоль направления распространения света) колебания локальных участков кожи, 
обусловленные дыханием, дрожью и другими перемещениями участков организма, не оказыва-
ют влияния на эффект от применяемого метода. Это объясняется тем, что бесселев пучок имеет 
относительно длинный локализованный пик интенсивности на оси, который распространяется 
без изменения ширины даже в сильно рассеивающих средах, таких как биологические ткани,  
на расстояния, на порядок превосходящие достижимые с обычными гауссовыми пучками. 
Благодаря стабильности диаметра осевого максимума БСП, их можно также использовать для 
обнаружения и изучения очень небольших подозрительных объектов внутри толстого образца, 
что невозможно при использовании гауссова пучка.
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Коррекция ошибок при передаче информации  
по значениям четности координат бинарной матрицы

Предлагаемый способ обнаружения и исправления ошибок  в передаваемой по каналам связи информации осно-
ван на использовании хорошо известного в теории связи критерия «четность координат бинарной матрицы», которая 
представляет собой содержание передаваемого сообщения. Обычно используется четность по двум координатам: 
строкам и столбцам матрицы. В настоящей работе, в отличие от устоявшегося на практике учета только двух коор-
динат, коррекция ошибок производится на основе расширенного множества координат элементов бинарной матри-
цы, к которым относятся строки, столбцы, главные и вспомогательные диагонали матрицы. Поиск ошибок выполня-
ется путем формирования множества вероятных адресов ошибочных элементов на основе списков номеров ошибоч-
ных координат и последующего анализа этого множества с целью исключения адресов ложных (несуществующих) 
ошибок. При этом учитываются все четыре координаты элементов бинарной матрицы, что позволяет с небольшими 
затратами быстро обнаруживать одиночные, двойные и групповые ошибки. Эффективность способа повышается  
с увеличением отношения «число столбцов / число строк» бинарной матрицы.

Ключевые слова: бинарная матрица, диагонали, ошибки, координаты ошибок, четность координат, главные диа-
гонали матрицы, вспомогательные диагонали матрицы

A. S. Poljakov

United Institute of Informatics Problems of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus

ERROR CORRECTION WHEN TRANSMITTING INFORMATION  
BY A PARITY CHECK OF BINARY MATRIX COORDINATES 

A method is offered for detecting and correcting the errors of information transmitted over communication channels 
based on the use of well-known in the theory of communication "parity coordinate" of a binary matrix which is the content  
of the message being transmitted. The parity is commonly used in two coordinates: rows and columns of the matrix.  In con-
trast to the well-established practice of considering only two coordinates, it is proposed to do the error correction on the basis 
of an extended set of coordinates of matrix elements, among which are rows, columns, as well as main and auxiliary diago-
nals. Troubleshooting is made by generating a set of possible addresses of erroneous elements and a subsequent analysis  
of this set to avoid false addresses (non-existent) errors. This takes into account the four coordinates of binary matrix ele-
ments, which allows a low cost and fast detection of single, double, and group errors. The effectiveness of the method be-
comes higher with increase in the ratio "number of columns / rows number" of a binary matrix.

Keywords: binary matrix, diagonal, errors, error coordinates, coordinate parity, main diagonals of the matrix, auxiliary 
diagonals of the matrix

Введение. Несмотря на серьезные достижения в области обеспечения надежного обмена ин-
формацией по каналам связи, проблема защиты информации от ошибок при ее передаче остается 
достаточно актуальной. В настоящее время для решения этой задачи применяются различные 
методы кодирования-декодирования информации [1–6]. К сожалению, эти методы достаточно 
сложны, трудоемки при реализации и не всегда удовлетворяют требованиям по производитель-
ности (быстродействию). Более простые способы основаны на использовании данных о четности 
строк или столбцов бинарной матрицы. Часто это бывают одномерные коды (т. е. использующие 
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только одну координату – строку матрицы). Они требуют большого количества так называемых 
добавочных битов и позволяют обнаруживать небольшое количество ошибок в передаваемой 
информации. Для двумерных кодов эти способы позволяют определять ошибки в случае, когда  
в матрице имеется только одна ошибка, координаты (адрес) которой задаются номерами оши-
бочной строки и ошибочного столбца. При наличии более сложных типов ошибок, например 
двойных или групповых, их обнаружение на основании сведений только о номерах ошибочных 
строк и столбцов затруднительно или вообще невозможно.

Существует множество практических задач, в которых требуются коды, исправляющие 
ошибки, к тому же с простыми процедурами кодирования-декодирования. В настоящей работе 
предлагается способ поиска ошибок на основе данных о четности координат бинарной матрицы, 
число которых увеличено с общепринятых двух (номер строки и номер столбца) до четырех пу-
тем включения в рассмотрение номеров главных и вспомогательных диагоналей матрицы. 

1. Определения и обозначения. Будем рассматривать бинарную матрицу с размерами m × n, 
где m – количество строк, n – количество столбцов. Предположим, что матрица представляет 
собой сообщение, передаваемое по каналам связи. Введем обозначения и определения, для ил-
люстрации которых используем матрицу M, представленную на рис. 1:

x – номер строки матрицы;
y – номер столбца в прямом направлении;
y – номер столбца в обратном направлении; 
d – номер главной диагонали; 
d – номер вспомогательной диагонали;
(x,y) – элемент матрицы на пересечении строки x и столбца y;
d (x,y) = dx,y  – номер главной диагонали, соответствующий элементу (x,y);
d (x,y) = dx,y – номер вспомогательной диагонали, соответствующий элементу (x,y).
Идея использования главных диагоналей для обнаружения ошибок была предложена в ра-

боте [7]. Под «главными диагоналями» будем понимать как основную главную диагональ ма-
трицы, так и все параллельные ей диагонали, рассматриваемые в качестве непрерывных цепо-
чек элементов матрицы, которые начинаются в первой строке и проходят в направлении «свер-
ху – вниз – направо» через все строки матрицы с переходом на левый элемент следующей 
строки при достижении крайнего правого элемента предыдущей строки. Нумерация элементов 
новой строки начинается с номера, который был последним в предыдущей строке. На рис. 1 эле-
менты основной главной диагонали обозначены цифрой 1, а номера остальных «главных диаго-
налей» – цифрами, расположенными в верхних левых углах элементов матрицы. 

В настоящей работе вводится понятие вспомогательных диагоналей, под которыми подразу-
меваются основная вспомогательная диагональ матрицы и все параллельные ей диагонали, про-
ходящие в направлении «сверху –  вниз – налево», начиная с первой строки матрицы и заканчи-
вая последней строкой. С крайнего левого элемента строки происходит переход на крайний 
правый элемент следующей строки. Номера вспомогательных диагоналей на рис. 1 выделены 
курсивом и размещены в нижних правых углах элементов матрицы. 

Номера главных и вспомогательных диагоналей соответствуют номерам столбцов в первой 
строке матрицы: для главных диагоналей – в прямом направлении, для вспомогательных – в об-
ратном. Отметим также, что номера главных и вспомогательных диагоналей в столбцах матри-
цы повторяются через каждые n строк, поэтому при m > n в каждом столбце матрицы имеется 
несколько элементов, которым соответствуют одинаковые номера диагоналей. 

Для указания адреса элемента матрицы будем использовать четыре координаты: номера 
строки, столбца, главной и вспомогательной диагоналей, соответствующих этому элементу.  
В матрице, предназначенной для передачи, производится вычисление четности по всем координа-
там. Результаты подсчета четности отображаются в дополнительно вводимых в матрицу: столбце 
ChX и строках ChD, ChD, ChY, представляющих значения четности по строкам, главным диаго-
налям, вспомогательным диагоналям и столбцам матрицы соответственно. Запись значений чет-
ности по главным и вспомогательным диагоналям производится в строки ChD и ChD по направ-
лениям диагоналей (при записи в строку ChD строка ChD не учитывается, пропускается). 
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Рис. 1. Матрица M с обозначениями

Fig.1. Matrix M with the notations

В матрице, принятой после передачи по каналам связи, снова производится вычисление чет-
ности по всем координатам, в результате чего выявляются строки, столбцы и диагонали, в кото-
рых полученные значения четности не совпадают со значениями, вычисленными в исходной ма-
трице. Элементы матрицы, значение которых было изменено при передаче, а также координаты, 
значение четности которых отличается от значений в исходной матрице, будем называть оши-
бочными. Номера ошибочных координат заносятся в списки SX, SY, SD и SD (ошибочных строк, 
столбцов, главных диагоналей и вспомогательных диагоналей соответственно).

Рассмотрим конкретный вариант, представленный на рис. 1. Предположим, что в процессе 
передачи произошло изменение значений элементов матрицы, отмеченных значком ▀. В резуль-
тате вычисления четности по координатам будут сформированы списки ошибочных координат: 
SX = {2,4,6,7}, SY = {2,3,5,7}, SD = {4,7}, SD = {1,2,4,7}. Ошибочные координаты отмечены симво-
лом ● в столбце ChX и строках ChD, ChD, ChY соответственно.

Обратим внимание на разницу в количестве элементов в списках: в SD имеется два элемента, 
а в остальных – по четыре. Это является следствием того, что в главной диагонали с номером 6 име-
ются две ошибки – (2,7) и (7,5), поэтому подсчет четности по этой диагонали ошибок не выявил.

Отметим три важных свойства рассматриваемых матриц: 
Свойство 1. В списки ошибочных координат попадают только те координаты, в которых име-

ется нечетное число ошибок.
Свойство 2. На основании анализа количества элементов в списках SX, SY, SD и SD нель-

зя определить фактическое количество ошибок в матрице, поскольку изменения значения 
четности координат не всегда отображаются во всех указанных списках в связи с нали- 
чием кратных ошибок.

Свойство 3. Если число строк превышает число столбцов (m > n), то в некоторых столбцах 
матрицы появляются элементы, которым соответствуют одинаковые номера и главных, и вспомо-
гательных диагоналей. Например, на рис. 1 номера диагоналей в строке 8 совпадают с номерами 
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диагоналей в строке 1, а в строке 9 – со строкой 2. В общем случае совпадают значения диагона-
лей в строках с номерами zi и zi, если zi mod n = zj mod n.

С учетом принятых выше обозначений можно вывести достаточно очевидные формулы для 
вычисления номеров строк, столбцов и диагоналей:

	 x (y,d) = (y + n – d + 1) mod n,	 (1)

	 y (x,d) = (x + d – n – 1) mod n,	 (2)

	 d (x,y) = (n – x + y + 1) mod n,	 (3)

	 y = n – y + 1,	 (4)

	 d (x,y) = (n – x + y + 1) mod n.	 (5)

Подставив значение y из (4) в формулу (5), найдем 

	 d (x,y) = (n – x + (n – y + 1) + 1) mod n = (2 n + 2 – x – y) mod n. 	  (6)

Необходимо учитывать, что для приведенных выше формул приняты следующие соглаше-
ния:  если z < 0, то  z mod n = n – |z| mod n; если  z = 0, или z = n, то z mod n = n.

В тех случаях, когда нумерация элементов матрицы начинается с 0 (как обычно приня-
то в программировании), вместо приведенных формул (1)–(3) и (6) используются фор- 
мулы (7)–(10):

	 x (y,d) = (y + n – d) mod n,	   (7)

	 y (x,d) = (x + d – n) mod n,	 (8)

	 d (x,y) = (n – x + y) mod n,	 (9)

	 d (x,y) = (2n – 1 – x – y) mod n.	 (10)

Для этих формул справедливо: если z < 0, то z mod n = n – |z| mod n.
2. Описание способа. Предлагаемый способ поиска ошибок основан на использовании дан-

ных о четности координат матрицы: строк, столбцов, главных и вспомогательных диагоналей. 
Поскольку, в соответствии с указанным выше свойством 3, в матрице с числом строк, превыша-
ющим число столбцов (т. е. при m >n), появляются элементы с одинаковыми значениями главных 
и вспомогательных диагоналей, что создает неоднозначность при определении адресов элемен-
тов матрицы, то ниже будут рассматриваться матрицы, у которых m ≤ n. 

Если МО = {(xi1, yj1), (xi2, yj2), … , (xik, yjk)} – множество ошибок в рассматриваемой матрице,  
то адрес любого ошибочного элемента (xi, yj) должен присутствовать в списках всех ошибочных 
координат, т. е. справедливо

((xi , yj) Є MO) <=> ((xi Є SX) ⋀ (yj   Є SY) ⋀ (di,j  Є SD) ⋀ (di,j  Є SD)).

К сожалению, это условие полностью выполняется лишь в том случае, когда в матрице 
имеются только одиночные ошибки в строках, столбцах, главных и вспомогательных диагона-
лях. При наличии двойных или кратных ошибок их координаты могут отсутствовать в некото-
рых списках ошибочных координат. Это обстоятельство существенно усложняет вычисление 
адресов ошибок.

С учетом отмеченных выше свойств 1–3 поиск ошибок предлагается производить путем фор-
мирования множества вероятных адресов ошибочных элементов на основе списков ошибочных 
координат SX, SY, SD, SD и анализа этого множества с целью исключения адресов «ложных»,  
не существующих ошибок. Вероятные адреса ошибок записываются в таблицу, состоящую  
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из столбцов S1, S2, S3, S4, соответствующих элементам списков SX, SY, SD и SD. Вероятный 
адрес ошибочного элемента приводится в виде строки S1–S2–S3–S4, в которой S1 и S2 представ-
ляют значения элементов из списков SX и SY, а S3 и S4 – значения соответствующих им главных 
и вспомогательных диагоналей. Полученная таблица содержит множество S = {S1–S2–S3–S4} 
строк, представляющих вероятные адреса ошибок.

В качестве основы для формирования множества S выбираются два списка ошибочных коор-
динат: SX и SY, или SX и SD, или SY и SD. Составляются все возможные пары элементов из вы-
бранных списков, значения которых записываются в соответствующие столбцы таблицы, затем 
с помощью формул (1)–(6) вычисляются значения элементов остальных столбцов. Из полученно-
го множества S удаляются строки с признаками «ложных» ошибок. К ним относятся строки,  
у которых

значение элемента строки в некотором столбце отсутствует в соответствующем списке оши-
бочной координаты;

в разных строках таблицы имеются одинаковые значения элементов в одном столбце;
номер вычисленной строки превышает значение m.
Строки, оставшиеся после удаления адресов «ложных» ошибок, представляют собой 

адреса настоящих ошибок. Значения элементов этих строк удаляются из соответствующих 
списков ошибочных координат. Если при этом в каком-то списке  отсутствует значение 
столбца оставшейся строки, то это значение записывается в данный список. Производится 
выбор следующей пары списков ошибочных элементов, формируется новое множество S и вы
полняется его анализ. 

Выбор списков для формирования множества S производится на основе анализа состояния 
списков SX, SY, SD, SD и зависит от наличия или отсутствия в них элементов. Если в SX и SY 
имеются элементы, то формирование S производится на основе этих списков. Если |SX| = 0 или 
|SX| < |SY|, то используются списки SY и SD, если |SY| = 0 или |SY|< |SX|, то используются спи-
ски SX и SD. 

В зависимости от конкретной ситуации (т. е. состояния списков ошибочных координат и ре-
зультатов анализа текущего множества S) одна и та же пара списков может быть использована 
несколько раз подряд в качестве основы для формирования множества S. Но в случае отрица-
тельного результата поиска ошибок в текущем множестве S для формирования нового множе-
ства S в качестве основы должна  выбираться другая пара списков. 

Не всегда анализ текущего множества S приводит к положительному результату, т. е. обнару-
жению ошибок. В числе удаляемых из S могут оказаться и строки, соответствующие адресам 
настоящих ошибок, которые в таком случае на данном этапе поиска будут утеряны, и проце-
дура поиска ошибок будет неуспешной, если множество S после удаления таких строк ока-
жется пустым. Неудачный поиск ошибок обусловлен наличием в S строк с одинаковыми зна-
чениями в столбце S4 или S3, поскольку такие строки в процессе анализа удаляются  
из множества S. 

Основные информационные объекты и функциональные блоки, реализующие представлен-
ный выше способ коррекции ошибок в передаваемой информации, представлены на рис. 2. 
Жирным шрифтом выделена исходная матрица, которая должна быть передана по каналу связи, 
а также результирующая матрица после коррекции ошибок.

3. Пример применения способа. Поиск ошибок в соответствии с предлагаемым способом
рассмотрим на примере матрицы М1, представленной на рис. 3. Ошибочные элементы отмечены 
значком ▀, ошибочные координаты – значком ● в столбце ChX и строках ChD, ChD, ChY. Всего 
имеется шесть ошибок с адресами (3,4), (5,11), (9,4), (10,7), (10,8), (10,9), из них одна двойная ошиб-
ка в столбце 4 и групповая ошибка в строке 10. С целью обеспечения наглядности при анализе 
выполняемых ниже операций в элементах матрицы показаны номера главных и вспомогатель-
ных диагоналей.

Процесс поиска ошибок отображен в приведенной таблице, в первом столбце которой пред-
ставлены значения списков ошибочных координат, а в следующих – значения множеств S. На
чальные значения списков ошибочных координат показаны в первом столбце выше штриховой 



106	     Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 2. С. 101–109	

линии. Учитывая, что |SX| > 0 и |SY| > 0, на основе списков SX и SY составляется множество S1, 
представленное во втором столбце таблицы. 

Из S1 удаляются строки с признаками «ложных» ошибок. К ним относятся строки, в которых 
значение в столбце S4 отсутствует в списке SD (обозначены --);
значение в столбце S3 отсутствует в списке SD (обозначены ---);
имеются одинаковые значения в столбце S4 (обозначены ^ и >>). 
Оставшиеся строки (обозначены ++) представляют собой ошибки. Из списков ошибочных 

координат удаляются элементы, значения которых имеются в оставшихся строках, т. е. из SD – 
значения 1 и 17, из SD – 16 и 17, из SY – 8 и 9, из SX при рассмотрении строки 10–8–16–1 удаляет-
ся значение 10, а при рассмотрении строки 10–9–17–17 значение 10 снова записывается в SX. 
Новые значения списков показаны под штриховой линией. 

В SX и в SY имеются элементы, поэтому множество S2 (третий столбец таблицы) составляет-
ся на основе этих списков. Из S2 удаляются строки, в которых значения в столбце S4 отсутству-
ют в столбце SD (обозначены --), а значения в столбце S3 отсутствуют в SD (обозначены ---). 
Оставшиеся строки представляют координаты ошибок. Из списков SX, SY, SD и SD удаляются 
значения, содержащиеся в оставшихся строках (из SD – значения 2 и 3, из SD – 7 и 15, из SY – 7 и 11, 
из SX – 5 и 10). Новое состояние списков SX и SY показано ниже сплошной линии.

Поскольку |SY| = 0, то множество S3 формируется на основе списков SX и SD (выделены кур-
сивом и жирным шрифтом). Из S3 удаляются строки, в которых значения столбца S4 отсутству-
ют в SD (обозначены --). Оставшиеся строки представляют адреса ошибок (3,4) и (9,4). Таким об-
разом, в результате анализа множеств S1, S2, S3 и удаления ложных ошибок обнаружены все 
имевшиеся в матрице ошибки.

В некоторых ситуациях обнаруживаются не все ошибки, что обусловлено совпадением номе-
ров главных и вспомогательных диагоналей, соответствующих различным ошибочным элемен-
там матрицы, вследствие чего в разных строках множества S появляются одинаковые значения  
в столбцах S4 и S3. В соответствии с алгоритмом такие строки исключаются из рассмотрения 
(удаляются из множества S), что приводит к потере адресов ошибок. 

Матрица М2 с неблагоприятным размещением ошибок представлена на рис. 4. Обнаружить 
ошибки в данном случае невозможно из-за совпадения номеров главных и вспомогательных диа-
гоналей, вследствие чего из S удаляются все строки.

Рис. 2. Функциональная схема коррекции ошибок

Fig. 2. Functional scheme of error correction
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Рис. 3. Матрица M1
Fig. 3. Matrix M1

Процедура поиска ошибок в матрице М1
Error check procedure in the matrix M1

Списки
Lists

SX    SY    SD    SD

Множество строк S1
Set of Lines S1

S1     S2     S3    S4

Множество строк S2
Set of Lines S2

S1     S2     S3     S4

Множество строк S3
Set of Lines S3

S1     S2     S3     S4

  3     7     2      1
  5     8     7      2
  9     9   13     3
10    11   15     6
               16   12
               17   17

  3    7     2      2
  5   11     7      3
  9    –    13      6
10    –    15    12

  3    –      2      6
  9    –    13    12

  3     7     5     9    --
  3     8     6     8    --
  3     9     7     7    --
  3    11     9     5    --
  5     7     3     7    --
  5     8     4     6   ---
  5     9     5     5    --
  5    11    7     3    ^
  9     7    16      3     ^
  9     8    17     2   >>
  9     9     1     1  ---
  9    11     3   16    --
 10     7    15     2   >>
 10     8   16     1  ++
 10     9   17    17  ++
 10    11    2     5    --

  3     7     5     9   --
  3    11     9     5   --
  5     7     3     7   --
  5    11     7     3   ++
  9     7   16     3  ---
  9    11     3   16   --
10     7    15     2  ++
10    11     2   15   --

   3      4     2    12  ++
   3    15   13       1   --
   9    10     2     17   --
   9      4   13      6  ++
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Матрица М2 Списки 
SX     SY     SD     SD

Множество строк S 
S1      S2      S3      S4

 

–     2      2      2
–     5      5      5

    1      2      2     5   ^
    4      2      5     2  >>
    4      5      2     5   ^
    1      5      5     2  >>

Рис. 4. Матрица М2 и процедура поиска ошибок

Fig. 4. Matrix M2 and the error check procedure

Вероятность возникновения неблагоприятных ситуаций, связанная с появлением в различ-
ных строках множества S одинаковых номеров главных и вспомогательных диагоналей, со- 
ответствующих различным элементам матрицы, уменьшается с увеличением числа столбцов. 
Действительно, если вероятность выбора одного элемента матрицы, которому соответствует не-
который номер диагонали, равна 1/n, то вероятность выбора второго элемента матрицы с таким 
же номером диагонали равна 1/n2. Следовательно, чем больше значение n, тем выше вероятность 
обнаружения всех ошибок.

Заключение. Предлагаемый способ обнаружения ошибок в переданной по каналам связи ин-
формации характеризуется следующими положительными свойствами.

Обнаруживает и вычисляет адреса ошибок различного типа – одиночных, четной кратности, 
групповых.

Данный способ коррекции ошибок в информации, переданной по каналам связи, чрезвычай-
но прост, не требует построения никаких таблиц кодирования, синдромов и прочих стандарт-
ных средств коррекции ошибок – достаточно только сведений о четности координат бинарной 
матрицы, представляющей собой передаваемое сообщение.

Требует небольшого количества контрольных (добавочных) разрядов к общему объему пере-
даваемых единиц информации и малых затрат на вычисление значений добавочных разрядов 
 (т. е. значений четности координат матрицы); имеет хорошие показатели такой важной характе-
ристики, как «скорость кода» (sk), определяемой отношением количества информационных бит  
к количеству передаваемой информации. В данном случае sk = m*n / (m*n + 3n + m + 3). Например, 
при m = 10 и n = 32 sk = 0,76; при m = 20 и n = 32 sk = 0,84; при m = 20 и n = 64 sk = 0,86. 

Обеспечивает высокое быстродействие, поскольку, как показывает анализ процедуры поиска 
ошибок в матрице М1, для нахождения адресов ошибочных элементов требуется выполнение 
небольшого количества простых операций.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ВЫПУСКА КОМПЛЕКТОВ ИЗДЕЛИЙ И ИНТЕНСИВНОСТЕЙ  
ИХ ИЗГОТОВЛЕНИЯ В УСЛОВИЯХ СЛУЧАЙНОГО СПРОСА

Рассматривается задача оптимизации на ряде временных интервалов программы выпуска производственной ли-
нией комплектов изделий нескольких наименований и интенсивностей их изготовления. Линия состоит из ряда ли-
нейно упорядоченных рабочих позиций без буферов. Заготовки из входной последовательности, состоящей  
из циклически повторяющихся идентичных подпоследовательностей (комплектов), обрабатываются последователь-
но одна за другой на каждой рабочей позиции линии в порядке их расположения, и в каждый момент времени на ка-
ждой позиции обрабатывается только одна заготовка. Работа линии состоит из тактов одновременной обработки 
на всех позициях всех расположенных на них заготовок соответствующими позициям и заготовкам наборами инст
рументов. Состав комплекта не изменяется от интервала к интервалу. Диапазоны возможных величин спроса на каж
дое изделие комплекта и распределение вероятностей спроса в этих диапазонах считаются известными для каждого 
временного интервала. В качестве целевой функции используется сумма производственных затрат, затрат на хране-
ние невостребованных изделий и/или штрафов за неудовлетворенный спрос на них. Производственные затраты зави-
сят от принимаемой интенсивности обработки и возрастают с увеличением количества комплектов, выпускаемых  
в текущем интервале. Затраты на хранение невостребованных изделий каждого наименования, а также штрафы за недо-
поставленные заказчикам изделия не убывают с ростом числа таких изделий. Предложен двухуровневый декомпозици-
онный метод решения задачи, основанный на идеях многошаговой оптимизации. 

Ключевые слова: комплект изделий, размер партии, интенсивность обработки, случайный спрос, минимизация 
затрат, декомпозиционный метод
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OPTIMIZING THE OUTPUT OF PRODUCT BATCHES AND INTENSITY  
OF THEIR MANUFACTURE UNDER RANDOM DEMAND

The problem of optimizing the output of multi-product batch and the intensities of its items manufacture in the production 
line over a number of time intervals is considered. The line has a linearly ordered multiple positions without buffers. 
Workpieces of the input sequence composed of cyclically repeated identical subsequences (batches) are processed 
consecutively one by one in each working position in the order of their location in the line. Only a single workpiece is disposed 
in each position at each time point.  The operation of the line consists of takts of simultaneous processing of all workpieces 
located in respective positions by the sets of tools corresponding to workpieces and positions. The composition of a batch does 
not vary from interval to interval. The ranges of possible demand quantities for each product and the probability distribution 
of the demand in these ranges are assumed known for each time interval. The sum of manufacturing cost, costs of storage 
and/or penalties for unmet demand on products is used as objective function. Manufacturing cost depends on processing 
intensities to be defined and increases with an increase in the number of batches produced in the current interval. Storage cost 
of unclaimed product units as well as penalty for product units not supplied to the customer do not decrease with the increase 
of number of such units. A two-level decomposition method for solving the problem based on the ideas of multi-step 
optimization is proposed.

Keywords: batch of products, lot size, processing intensity, random demand, cost minimization, decomposition method 

Введение. Задачам планирования производства партий изделий с учетом затрат на их выпуск 
и хранение посвящен ряд исследований (см., напр., [1–4]). Бóльшая их часть касается выпуска 
изделий одного наименования. Вместе с тем внимание многих исследователей привлекают также 
задачи планирования размера партий для одновременного выпуска группы различных изделий. 
Для решения задач рассматриваемого типа с ограниченной производственной мощностью, 
являющихся NP-трудными [4], наиболее часто используются методы динамического програм
мирования. В рассмотренных в литературе постановках задач как правило затраты на выпуск 
определяются известной функцией от его объема. 
© Левин Г. М., Розин Б. М., 2017
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В работе [5] исследуется комплексная задача совместной оптимизации программы выпуска 
группы изделий постоянного состава (далее – комплекта изделий) и интенсивностей их изго
товления на заданном горизонте планирования при известных величинах спроса на изделия 
комплекта в каждом временном интервале. Предполагается, что изделия производятся на много-
позиционной производственной линии конвейерного типа и имеется возможность оптимизиро-
вать интенсивность их изготовления на каждой позиции с учетом планируемой программы вы-
пуска в данном времeнном интервале. Помимо затрат на изготовление, учитываются также за-
траты на хранение их невостребованной части и штрафы за недопоставленные вовремя изделия. 
Допускается отложенный спрос, т. е. недопоставленные изделия могут быть поставлены заказ-
чикам в следующих временных интервалах.

Поскольку во многих ситуациях прогнозировать спрос можно лишь с некоторой вероятно-
стью, зависящей от условий рынка, значительный интерес представляют исследования, в кото-
рых спрос на выпускаемые изделия является случайным.

Исследованию стохастических многопродуктовых задач планирования размера выпуска 
производственной системой на конечном наборе временных интервалов при случайном спросе 
посвящены, в частности, работы [6–8]. В этих исследованиях допускался отложенный спрос  
на невыполненные заказы. В [6] неопределенность спроса моделировалась деревом сценариев, 
что позволило свести задачу к многостадийной смешанной целочисленной задаче стохастиче-
ского программирования с рекурсией. Предложены основанная на локализации производства 
формулировка модели и эвристический подход к решению задачи, базирующийся на стратегии 
фиксации переменных и ослабления ограничений. В [7] целевая функция общих затрат включа-
ла стоимость переналадки для серийного производства, стоимость хранения запасов и издерж-
ки, связанные с дефицитом. Разработана модель ожидаемых затрат в расчете на единицу време-
ни. Показано, что при некоторых условиях приближенная функция стоимости является выпук
лой. В статье [8] особое внимание уделялось оперативности выполнения заказов. Предложена 
эвристическая процедура решения задачи, являющаяся обобщением для условий случайного 
спроса эвристики, введенной в [9] для детерминированной задачи планирования размера партий. 

Ниже рассмотренная в [5] задача решается в более общей постановке, когда возможный спрос 
на изделия комплекта является случайным, определяемым заданными функциями распределе-
ния, причем эти функции предполагаются взаимно независимыми и различными как для разных 
изделий комплекта, так и для разных временных интервалов. В качестве основных отличий ис-
следуемой постановки от известных можно отметить следующие. Во-первых, состав комплекта 
не изменяется от интервала к интервалу (что определяется спецификой используемой производ-
ственной линии), в то время как случайно реализуемые объемы спроса на различные изделия 
комплекта в различных временных интервалах не связаны между собой. Во-вторых, решения  
о размере выпуска в любом временном интервале принимаются одновременно с выбором ин-
тенсивностей изготовления изделий, определяющих как возможность изготовления планируе-
мого количества комплектов, так и стоимость их выпуска. С учетом отсутствия взаимосвязей 
между функциями распределения спроса на различные изделия комплекта рассматриваемая 
задача занимает промежуточное место между многопродуктовыми и однопродуктовыми сто-
хастическими задачами.

Получаемые с помощью предлагаемого подхода решения могут быть использованы, в част-
ности, для корректировки в начале каждого очередного временного интервала ранее запланиро-
ванных программ выпуска комплектов изделий и интенсивностей их изготовления исходя  
из уточненного (по текущей информации) возможного вероятностного спроса на различные из-
делия комплекта. 

1. Постановка задачи и математическая модель. Рассматривается задача управления про-
граммой выпуска и интенсивностью изготовления заданного множества D = {1,2,…, m} изделий  

на временных интервалах T1,…,Tt,…,Tn горизонта планирования 
1

n
i

t
T T

=
= ∑

 
с учетом случайного спро-

са на различные изделия, затрат на их производство, затрат на хранение невостребованных изделий 
и/или штрафов за неудовлетворенный вовремя спрос на некоторые из них. Предполагается, что  
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изделия выпускаются идентичными комплектами, каждый из которых включает hd изделий  
d ∈ D, .d

d D
h h

∈
=∑

Диапазоны [ , ]dt dtdtL = λ λ  возможного спроса λdt на каждое из изделий d ∈ D в интервалах  
t = 1,…,n и функции распределения Pdt(λdt) этого спроса на Ldt предполагаются заданными, причем 
все λdt считаются взаимно независимыми случайными величинами и 0 .dtdt≤ λ ≤ λ  

Для каждого изделия d ∈ D задано также число yd0, обозначающее количество таких изделий 
либо на хранении (при yd0 > 0) или недопоставленных заказчикам (при yd0 < 0) к моменту планирова-
ния (т. е. к началу временного интервала t = 1). 

В результате выпуска комплектов и поставок заказчикам различных изделий из их состава  
к концу каждого интервала t = 1,…,n может образоваться некоторое количество ydt либо уже про-
изведенных и невостребованных заказчиками (ydt > 0), либо недопоставленных заказчкам (ydt < 0) 
изделий d ∈ D. Функции Hdt(ydt) средних затрат на хранение невостребованных изделий или 
штрафов за недопоставленные изделия d ∈ D в интервале t предполагаются известными для 
каждого интервала t = 1,…,n, причем эти функции не возрастают при ydt < 0, не убывают  
при ydt > 0 и Hdt(0) = 0. 

На момент планирования ydt для всех d ∈ D, t = 1,…,n, являются взаимно независимыми слу-
чайными величинами, определяемыми как планируемой программой x1,…,xt выпуска комплек-
тов, так и возможным спросом λdr на изделиe d ∈ D в предыдущие (включая текущий) временные 
интервалы r = 1,…,t, т. е. 

0
1

,
t

dt d d r dt
r

y y h x
=

= + −Λ∑

где 
1

t
dt dr

r=
Λ = λ∑  – случайный кумулятивный спрос на это изделие за первые t интервалов. Для 

всех t = 1,…,n в силу независимости случайных величин λdr ∈ Ldr функции распределения ( )dt dtP Λ  
величин dtΛ  в диапазоне 1 2[ , ]dt dt dtΛ = Λ Λ  их возможных значений определяются сверткой 
(см., напр., [10]) заданных функций распределения Pdr(λdr) возможного спроса λdr в интервалах  

r = 1,…,t, где 1

1

t
dt dr

r=
Λ = λ∑  и 2

1
.

t
dt dr

r=
Λ = λ∑

Изготовление комплектов осуществляется на многопозиционной производственной линии 
конвейерного типа, состоящей из ряда линейно упорядоченных рабочих позиций [5, 11]. Заготовка 
каждого изделия комплекта последовательно в этом порядке обрабатывается на каждой рабочей 
позиции, причем в каждый момент времени на каждой позиции может обрабатываться лишь одно 
изделие. Один такт работы линии состоит в одновременной обработке на каждой из рабочих пози-
ций единственного соответствующего (такту и позиции) изделия. 

После завершения любого такта обрабатываемые изделия со своих позиций синхронно переме-
щаются на следующие, изделие с последней рабочей позиции поступает на позицию разгрузки, а на 
первую рабочую позицию поступает очередное изделие последовательности. Одновременно на ли-
нии могут находиться изделия из нескольких (идентичных) комплектов. Цикл изготовления одного 
комплекта состоит из h тактов и может включать идентичные такты (характеризуемые идентич-
ным расположением изделий на всех рабочих позициях с соответствующей их одинаковой обра-
боткой). В дальнейшем I ={1,…,η} – множество номеров различных тактов и ki – количество иден-
тичных тактов i ∈ I в цикле, .i

i I
k h

∈
=∑

Изготовление изделия на каждой рабочей позиции может осуществляться одним либо одновре-
менно несколькими (соответствующими позиции и изделию) не связанными между собой блоками 
инструментов, причем все инструменты одного блока работают параллельно и имеют общий пара-
метр интенсивности обработки (например, минутную подачу). Таким образом, каждый такт i ∈ I за-
ключается в одновременной обработке различных изделий соответствующим подмножеством Ji бло-
ков (инструментов) из множества J блоков, установленных на линии, причем такт i может включать 
обработку mij идентичными блоками j ∈ Ji. Подмножества блоков из семейства {J1,…,Ji,…,Jη} 
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могут пересекаться и 
1

.i
i

J J
η

=
=



 Далее под парой ij подразумевается блок j ∈ J, выполняющий  

в такте i ∈ I обработку соответствующего (позиции, на которой блок выполняет обработку,  
и такту) изделия комплекта.

Обработка каждым блоком инструментов в некотором такте связана с расходом соответству-
ющих возобновляемых ресурсов (в частности, инструментов, изнашиваемых в процессе обра-
ботки). Скорость расхода ресурса зависит как от объема обработки, так и от интенсивности ее 
выполнения [5, 11]. Восстановление любого из ресурсов (в частности, смена инструментов) осу-
ществляется после его полного расходования (износа) по завершении такта, во время которого 
это произошло. Выполнение очередного такта может начаться лишь после выполнения процесса 
восстановления соответствующего ресурса (смены инструментов).

В данной работе предполагается, что выбираемая интенсивность обработки изделий блоком j ∈ J 
остается одинаковой для всех обрабатываемых им изделий комплекта, т. е. не изменяется от так-
та к такту в течение текущего временного интервала t, t = 1,…,n. Обозначим эту интенсивность 
(являющуюся искомым параметром) через zjt и положим zt = (zjt|j ∈ J) и z = (zt|t = 1,…,n).

Предельное количество tx  комплектов, которое может быть выпущено в интервале t = 1,…,n, 
исходя из производственных условий, предполагается известным. 

Для пар ij ∈ G = {ij|i ∈ I, j ∈ Ji} считаются заданными следующие параметры:
– объем Vij обработки изделий блоком j в такте i;
– отрезок [z1jt,z2jt] возможных значений интенсивности zjt в интервале t;
– определенныe на этом отрезке функции fijt(zjt) и ϕijt(zjt), представляющие зависимости  

от принимаемой интенсивности zjt отнесенных к единице объема затрат (включая затраты на ре-
сурсы и их восстановление) на обработку изделий блоком j в такте i и времени восстановления 
ресурсов соответственно.

При фиксированном значении 

1 2,t jt jt
j J

t z zz
∈

∈ =   ∏Z

длительность обработки в интервале t изделия блоком j ∈ J в такте i ∈ I и длительность этого 
такта равны Vijzjt и max{Vijzjt| j∈Ji} соответственно, а затраты на обработку изделия блоком j ∈ J  
в такте i ∈ I и затраты времени на восстановление ресурсов, отнесенные к этой обработке, равны 
соответственно Vij fijt(zjt) и Vijϕijt(zjt). 

Общие затраты (как материальные, так и временные) на выполнение каждого из тактов i ∈ I 
помимо суммарных затрат по всем составляющим его блокам включают также дополнительные 
затраты. В достаточно общем случае можно принять, что эти дополнительные затраты представ-
ляются линейными функциями длительности такта. Параметры E1it, E2it, R1it и R2it указанных ли-
нейных зависимостей для каждого интервала t∈{1,…,n} предполагаются заданными. 

Таким образом, при принятых предположениях общие затраты F1t(zt) на выполнение всех 
тактов одного цикла обработки комплекта и общая длительность F2t(zt) цикла в интервале t в за-
висимости от значения zt ∈ Zt определяются следующими соотношениями:

1 1 2( ) max{ } ( ) ,
i i

t t i it it ij jt ij ij ijt jt
j Ji I j J

F z k E E V z m V f z
∈∈ ∈

 
= + +  

 
∑ ∑

2 1 2( ) max{ } ( ) .
i i

t t i it it ij jt ij ij ijt jt
j Ji I j J

F z k R R V z m V z
∈∈ ∈

 
= + + ϕ  

 
∑ ∑

Выбранные для интервала t интенсивности zt однозначно определяют максимальное количе-
ство { }2( ) ( )/,mint t t t t tT Fx z x z=  комплектов, которые могут быть выпущены в этом интервале.
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Введем функцию средних общих затрат за период планирования на выпуск комплектов изде-
лий, хранение невостребованных изделий и штрафы за недопоставленные заказчикам в срок из-
делия при фиксированных количествах x = (x1,…,xn) выпущенных комплектов и интенсивностях 
z = (zt|t = 1,…,n) их изготовления за этот период:

	
1

1 1 1
( ) ( ) ,

n n t
t t t dt d r dtdt

t t d D r
x,z F z x M H h xΛ

= = ∈ =

  
Ψ = + − Λ  

  
∑ ∑ ∑ ∑ 	 (1)

где Ma{g(⋅)} – математическое ожидание значения функции g(⋅) случайной величины a.
С учетом изложенного рассматриваемая задача определения оптимальных (в совокупно-

сти) программы x выпуска комплектов изделий и интенсивностей z их обработки в каждом 
интервале времени t = 1,…,n в условиях случайного спроса и ограниченной пропускной спо-
собности производственной линии сводится к следующей задаче математического програм-
мирования:

	 Ψ(x,z) → min,	 (2)

	 F2t(zt)xt ≤ Tt,  t = 1,…,n,	 (3)

	 xt ∈ [0, tx ],  t = 1,…,n,	 (4)

	 zt ∈ Zt,  t = 1,…,n.	 (5)

В задаче (2)–(5) целевая функция (2) представляет зависимость средних суммарных затрат от 
объема выпуска комплектов изделий с учетом характера спроса на изделия на всех интервалах 
горизонта планирования. Ограничение (3) обеспечивает возможность выпуска в интервале t пла-
нируемого количества комплектов изделий. Задачу (2)–(5) будем называть в дальнейшем задачей А. 

Следует отметить, что в реальных ситуациях необходимость решения задачи А может возни-
кать по завершении каждого временного интервала t, когда уже известны фактические значения drλ  
спроса на интервалах r = 1,…,t на изделия d ∈ D и могут быть уточнены функции распределения 
спроса на каждое из изделий в последующих интервалах. Поскольку количество ydt невостребованных 
заказчиками либо недопоставленных им изделий d ∈ D к концу периода t равно 

0
1
( ),

t
d d r dr

r
y h x

=
+ − λ∑ 

то задачу планирования на оставшиеся временные интервалы можно рассматривать как задачу А 
на n – t интервалах t + 1,…,n с исходными величинами ydt вместо yd0 и уточненными функциями рас-
пределения спроса на этих интервалах.

2. Методы решения. Для решения задачи А можно воспользоваться декомпозиционной схемой, 
укрупненно представленной на рисунке:

– на нижнем уровне для некоторой фиксированной программы выпуска x = (x1,…,xn) и каждо-
го t = 1,…,n решается автономная подзадача Bt(xt) по определению оптимальных (для этой про-
граммы) значений zt

*(xt) интенсивностей;
– на верхнем уровне решается координирующая подзадача C по определению оптимальной про-

граммы x* выпуска комплектов изделий для всех интервалов горизонта планирования с учетом нео-
пределенности спроса на изделия, совокупности всех рассматриваемых затрат и пропускной спо-
собности производственной линии в каждом из интервалов. 

При формировании предлагаемой схемы решения задачи А использованы общие идеи декомпо-
зиции оптимизационных задач (см., в частности, обзор в [11]).  

Нетрудно показать, что если zt
*(xt) являются решениями подзадач Bt(xt) для t = 1,…,n  

и x* = (x1
*,…,xn

*) – решение подзадачи  C, то (x*,z*(x*)) – решение задачи А. Здесь предполагается, 
что Rt(xt) = ∞, если для некоторого значения xt подзадача Bt(xt) не имеет решения.
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Если функции fijt(zjt) и ϕijt(zjt) выпуклы на отрезках [z1jt,z2jt] для всех i ∈ I, j ∈ Ji и t = 1,…,n (что 
имеет место во многих реальных ситуациях), то подзадачи Bt(xt) являются задачами выпуклого 
программирования. Для их решения могут быть использованы соответствующие известные мето-
ды и реализующие их пакеты программ. В частности, эти подзадачи могут быть сведены к задачам 
линейного программирования посредством аппроксимации функций fijt(zjt) и ϕijt(zjt) кусочно-линей-
ными функциями [12], причем, если функции fijt(zjt) и ϕijt(zjt) одинаковы для всех интервалов t, то эти 
аппроксимации не зависят от t.

В свою очередь, подзадача C может решаться как задача многошаговой оптимизации. 
Для описания такого подхода к решению подзадачи С введем следующие дополнительные 

обозначения:
– 

1

t
r

r
t xs

=
= ∑  – кумулятивное число выпущенных комплектов изделий за t временных интер- 

валов, принимаемое в качестве состояния многошагового процесса после шага t = 1,…,n, 

1
, ;0

t
t rt

r
s xs

=

 
∈ = 
 

∑

– ( ) { ( )}dtdt t dt d t dtH s M H h sΛ= − Λ  – математическое ожидание затрат в интервале t на хране-
ние невостребованных изделий либо на штрафы за недопоставленные изделия d ∈ D для состояния st; 

– Θt(st) – наименьшее значение функции 1
1 1

( ) ( )
t t

r r i ir r dr r
r i I r d D

R x k E x H s
= ∈ = ∈

 
+ + 

 
∑ ∑ ∑ ∑   средних сум-

марных затрат по всем таким программам выпуска xt = (x1,…,xr,…,xt), что [ ]0,r rx x∈  для всех 

r = 1,…,t и 
1

.
t

r
r

tsx
=

=∑

Поскольку [ ]{ }* min ,) ,( | 0n n n ns s sΨ Θ ∈=  то решение подзадачи C может быть получено  
с использованием следующего рекуррентного соотношения динамического программирования:

	
1 11 1( ) { ( ) ( )min –t t t t it t

I
t i

i
ts s R s ks E

∈
− − −

 
= + + × 


Θ


Θ ∑

	
1 111– 0,( ) | [ ] [( ) – 0 ], ,},− − −−

∈
× ∈+ ∈∑t t tdt t

D
tt tt

d
s s ss s xsH s 	 (6)

 	
[ ]0, ,    1, , ,t t ts s n= …∈

где Θ0(0) = 0.

Декомпозиционная схема решения задачи А
Decomposition scheme for solving the problem A
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Трудоемкость решения исходной задачи А по предлагаемой декомпозиционной схеме 
складывается из трудоемкостей трех основных компонент: вычисления значений функций Rt(xt) 
(решение подзадач Bt(xt) нижнего уровня) и функций ( )dt t

d D
H s

∈
∑    для различных значений 

[ ]0,t tx x∈   и 
1

0,
t

t r
r

t s хs
=

=
 

∈ 
 

∑   t = 1,…,n, а также решения подзадачи С верхнего уровня  

при известных значениях этих функций. Поскольку достаточно однократного вычисления 
функций Rt(xt) и ( )dt t

d D
H s

∈
∑    для каждых [ ]0, ,ttx x∈  [ ]0,t ts s∈   и t = 1,…,n, то число вычисляемых 

значений функций Rt(xt) и ( )dt tH s   не превосходит 
1

n
t

t
х

=
∑   и 

1 1

n t
r

t r
m х

= =
∑∑   соответственно. 

Трудоемкость решения подзадачи Bt(xt) при фиксированных [ ]0, ,ttx x∈  и t = 1,…,n определя-
ется структурой и параметрами процесса обработки комплекта изделий на производственной 
линии (т. е. числом |I| различных тактов в цикле обработки комплекта, количествами |Ji| и соста-
вом соответствующих блоков инструментов в тактах), а также сложностью вычисления функ-
ций fijt(zjt) и ϕijt(zjt) зависимости материальных и временных затрат на обработку изделий блоком 
инструментов от искомой интенсивности обработки zjt, i ∈ I, j∈Ji. В первом приближении можно 
считать число операций, необходимое для вычисления значений Rt(xt), не зависящим от параме-
тров xt. Тогда зависимость трудоемкости вычисления функций Rt(xt) от параметров n, tx ,  
t = 1,…,n, задачи А можно оценить как

1
.

n
t

t
O х

=

 
 
 
∑  

В свою очередь трудоемкость вычисления функций ( )dt tH s  для фиксированного [0, ]t ts s∈  
определяется сложностью функций Hdt(ydt) затрат на хранение невостребованных изделий или штра-
фов за недопоставленные изделия d ∈ D в интервале t, диапазонами [ , ]dt dtdtL = λ λ  возможных 
значений спроса λdt и видом функций Pdt(λdt) распределения этого спроса λdt, d ∈ D, t = 1,…,n.

При предположении, что сложность вычисления функций Hdt(ydt) не зависит от ydt, t = 1,…,n, 
трудоемкость вычисления ( )dt tH s  можно оценить как 
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Наконец, при решении подзадачи С необходимая для хранения значений функций Rt(xt)  
и ( )dt t

d D
H s

∈
∑   память может быть оценена как 

	 1 1
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n t
r

t r
O х

= =

 
 
 
∑ ∑  

а трудоемкость реализации соотношения (6) при известных значениях этих функций – как
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операций.
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При большой трудоемкости точного решения подзадачи С ее приближенное решение может 
быть получено с использованием известных приближенных методов многошаговой оптимиза-
ции, в частности метода «плавающих трубок». В этом случае может потребоваться существенно 
меньшее число вычислений значений функций Rt(xt) и ( ).dt tH s  На первом этапе решения можно 
ограничиться рассмотрением лишь таких программ выпуска x = (x1,…,xt,…,xn), что для всех  
t = 1,…,n значение xt ≥ xt и xt кратно a, где xt и a – некоторые выбираемые константы. Очевидно, 
что в этом случае пространство состояний оптимизируемого многошагового процесса будет об-

разовано лишь такими 
1 1

, ,
t t

r
r r

t rx хs
= =

∈
 
 
 
∑ ∑   которые кратны принятому числу a, t = 1,…,n.

Заключение. Рассмотрена задача оптимизации средней стоимости серийного выпуска ком-
плекта изделий нескольких наименований и интенсивностей обработки заготовок изделий набором 
блоков инструментов на многопозиционной производственной линии ограниченной мощности на ряде 
временных интервалов. При расчете средней стоимости выпуска учитываются суммарные затраты на 
изготовление комплектов и математическое ожидание затрат на хранение невостребованных в теку-
щем интервале уже произведенных изделий и штрафов за недопоставленные заказчику вовремя изде-
лия в условиях случайного спроса на них. 

Предложена двухуровневая декомпозиционная схема решения этой задачи. На нижнем уровне для 
каждого временного интервала решаются подзадачи оптимизации интенсивностей обработки изделий 
соответствующими блоками инструментов при фиксированном объеме выпуска. На верхнем уровне 
методом динамического программирования оптимизируются количества выпускаемых комплектов 
для всех интервалов. Если зависимости удельных (отнесенных к единице объема) затрат на обра-
ботку изделий от принимаемой ее интенсивности представляются для каждого блока инстру-
ментов выпуклыми функциями, то подзадачи нижнего уровня являются задачами выпуклого 
программирования. Отмечается один из эффективных подходов к их решению.

В дальнейшем предполагается исследовать более общие постановки рассмотренной выше за-
дачи, в которых, в частности,

учитывается влияние интенсивности изготовления изделий на количество брака, причем это 
влияние может быть различным для разных изделий,

фактический спрос и степень его удовлетворения на отдельные изделия в начальные времен-
ные интервалы влияет на последующих интервалах как на возможный спрос на эти изделия, так  
и на штрафы за их возможную недопоставку.
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О ЯВНОМ РЕШЕНИИ ОДНОГО ВИДА ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРа 
НА СИММЕТРИЧНОМ ОТРЕЗКЕ С СУММАРНО-РАЗНОСТНЫМ ЯДРОМ1

Многие задачи теории и практики сводятся к решению интегральных уравнений первого рода со «слабым» 
ядром, т. е. с ядром, обращающимся в бесконечность интегрируемого порядка при совпадении аргументов. Успех 
исследования таких задач часто зависит от решения соответствующего задаче уравнения в явной форме. В некото-
рых случаях удается получить такое решение. В данной статье рассматривается на симметричном отрезке уравне-
ние первого рода с ядром, представляющим квадратный корень из дробно-линейной функции. Учитывая симмет
рию задания уравнения, удается свести его к равносильной системе двух уравнений, каждое из которых сводится  
к решению уравнения Абеля и его обобщений. Решение выписывается в явной форме и приводятся примеры. 

Ключевые слова: интегральное уравнение первого рода, уравнение  типа Вольтерра, дробно-линейная функция, 
явная форма решения уравнения, класс решений, симметрия, уравнение Абеля

F. V. Chymakov1, S. I. Vasilets2

1Belarusian State University, Minsk, Belarus 
2Belarusian State Pedagogical University named after Maxim Tank, Minsk, Belarus

EXPLICIT SOLUTION OF ONE-TYPE INTEGRAL VOLTERRA EQUATION  
ON THE SYMMETRIC INTERVAL WITH A SUM-DIFFERENCE KERNEL

Many problems in the theory and practice are reduced to solving the first-kind integral equations with a “weak” kernel,  
i. e. the kernel goes to the infinity of integrable order when arguments are matching. The success of investigation of such 
problems often depends on the solution of the explicit equation corresponding to the problem. In some cases, it is possible  
to get such a solution. In our case, we consider the first-kind equation with a kernel, which represents the square root  
of a fractional-linear function, on a symmetric interval. Given the equation symmetry, this equation can be reduced  
to an equivalent two-equation system, each of which is reduced to the Abel equation solution and its generalizations.  
The solution is written in explicit form. The examples are presented. 

Keywords: first-kind integral equation, Volterra equation, fractional-linear function, explicit equation solution, solutions 
class, symmetry, Abel equation

Дадим здесь в явной  форме  решение  интегрального уравнения вида 

	
( ) ( ) ( )( ) ( ) ,

х х

х х

x t x ta x t dt b x t dt f х
x t x t− −

− +
ϕ + ϕ =

+ −∫ ∫  	 (1)

где переменные х и t изменяются на отрезке [ ] ( ) ( )1,1 ,   ,a x b x−  – заданные на этом отрезке диф-
ференцируемые функции, удовлетворяющие условию

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
a x b x

x a x a x b x b x
b x a x

∆ = = − − − ≠
− −

 	 (2)
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Без ограничения общности будем считать, что x > 0. Решение уравнения φ(x) будем искать  
в классе функций, обеспечивающих существование интегралов как несобственных. Для этого 
достаточно допустить для искомого решения обращение в бесконечность порядка меньшего ½ 
на концах отрезка [–1,1]. Необходимым условием существования такого решения является пред-ставление свободного члена уравнения в виде ( ) ( ) ,f x xf x∗=  где ( )f x∗  – дифференцируемая 
функция. При сделанных предположениях уравнение имеет единственное решение. Изложим 
схему нахождения решения приведенного уравнения.

Предположим, что решение уравнения существует, т. е. равенство (1) выполняется. Тогда  
в силу имеющейся здесь симметрии должно выполняться также равенство, полученное в резуль-
тате подстановки –x в исходное уравнение (1) вместо x, т. е.

	
( ) ( ) ( )( ) ( ) ,

х х

х х

x t x ta x t dt b x t dt f х
x t x t

− −− − − +
− ϕ + − ϕ = −

− + − −∫ ∫  

или, что то же самое,

	
( ) ( ) ( )( ) ( ) .

х х

х х

x t x ta x t dt b x t dt f х
x t x t− −

+ −
− ϕ + − ϕ = − −

− +∫ ∫  

Запишем полученные равенства в виде системы

	

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

х х

х х
х х

х х

x t x ta x t dt b x t dt f х
x t x t

x t x tb x t dt a x t dt f х
x t x t

− −

− −

 − +
ϕ + ϕ = + −


− + − ϕ + − ϕ = − − + −

∫ ∫

∫ ∫

 

из которой находим

	

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )
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х
х
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a x f х b x f хx t a x b xt dt f х f х
x t a x a х b x b х x x

a x f х b x f хx t a x b xt dt f х f х
x t a x a х b x b х x x

−

−

 − + −− −
ϕ = = + − + − − − ∆ ∆


− + −+ − ϕ = − = − − − − − − − ∆ ∆

∫

∫

 

Складывая и вычитая полученные равенства, придем к новой системе

	

( ) ( )

( ) ( )

1

2
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,

−

−

  − +
+ ϕ =   + −  


 − + − ϕ =   + − 

∫

∫

х

х

х

х

x t x t t dt f х
x t x t

x t x t t dt f х
x t x t

 

где

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,

a x b x b x a xf х f х f х xf x
x x

a x b x b x a xf x f х f х
x x

∗

∗ ∗ ∗

− − − − = + − = ∆ ∆
 − − − − = − −
 ∆ ∆

 	 (3)
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

∗

∗ ∗ ∗

− + − + = + − = ∆ ∆
 − + − + = − −
 ∆ ∆

a x b x a x b xf х f х f х xf х
x x

a x b x a x b xf х f х f х
x x

 	 (4)

которую запишем в виде двух уравнений, удобных для решения 

	

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1
2 20

2
2 20

1 ,
2

1 .
2

 ϕ + ϕ −
=

−


ϕ − − ϕ =
−

∫

∫

х

х

t t
dt f х

xx t
t t t

dt f х
x t

 	 (5)

Таким образом, исходное уравнение (1) свелось к системе двух уравнений (5), которая равно-
сильна уравнению (1), так как от уравнения (1) легко перейти к системе (5), и наоборот. Решения 
уравнений системы (5) можно найти, сводя их к уравнениям Абеля [1, § 54; 2, гл. 1, § 2], и полу-
чить таким образом решение уравнения 

	

( ) ( )
2 20

x u t dt
f x

x t
=

−
∫  

по формуле 

	
( ) ( )

2 20

2 .
x tf t dtdu x

dx x t
=
π −

∫  

Применяя эту формулу, запишем последовательно решения уравнений системы (5):
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
ϕ − − ϕ = π −

∫

∫

x
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f tdx x dt
dx x t

tf tdx x dt
x dx x t

 	 (6)

Вычитая из первого равенства второе, а затем складывая их, получим две формулы 

	
( ) ( ) ( )1 2

2 2 2 20 0

1 1 ,
2

 
ϕ = −  π − − 

∫ ∫
х хf t dt tf t dtd dх

dx х dxx t x t
 	 (7)

	
( ) ( ) ( )1 2

2 2 2 20 0

1 1 .
2

х хf t dt tf t dtd dх
dx х dxx t x t

 
ϕ − = +  π − − 

∫ ∫  	 (8)

Первая функция является решением уравнения (1), а вторая – решением уравнения 

	
( ) ( ) ( )( ) ( ) ,

х х

х х

x t x ta x t dt b x t dt f х
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+ −
ϕ − + ϕ − =

− +∫ ∫  	 (9)
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которое будем называть сопутствующим уравнению (1). Действительно, меняя переменную t 
интегрирования на –t в уравнении (1), получим уравнение (9):

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

х х х

х х х

x t x t x ta x t d t b x t d t a x t dt
x t x t x t

− −

−

+ − −
ϕ − − + ϕ − − = ϕ − +

− + +∫ ∫ ∫  

	
( ) ( )( ) .

х

х

x tb x t dt f х
x t−

+
+ ϕ − =

−∫  
 

Формулы (7) и (8) можно записать в другой форме, сводя непосредственно уравнения системы 
(5) к решению уравнения Абеля [1, § 54]:

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 2 2
1 2

2 2 2 20

1 ,
2
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∗ ∗

 
− − + ϕ = − + π  − − 

∫
x xf x xf t xf x tf t

x f x f x tdt
x t x t

 

 

	 (10)

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 2 2
1 2

2 2 2 20

1 .
2

x xf x xf t xf t tf t
x f x f x tdt

x t x t

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗

 
− + − ϕ − = + + π  − − 

∫  	 (11)

Заметим, что можно получить и другие формулы, отличающиеся от полученных здесь, для на-
хождения решений как исходного, так и сопутствующего ему уравнений.

Решим уравнение 

	
( ) ( ) 23 3 .

х х

х х

x t x tt dt t dt х x
x t x t− −

− +
ϕ + ϕ = +

+ −∫ ∫  

По формулам (2), (3), (4) находим ( ) 8,x∆ =
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+ + − +
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по формуле (7) определяем решение 
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так как 
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Проверка. Имеем

	

3 2 3 23
4 4
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так как 

,
х х

х х

x t x tdt dt x
x t x t− −

− +
= = π

+ −∫ ∫  

2 ,
2

х

х

x t tdt x
x t−

− π
= −

+∫  

2.
2

х

х

x t tdt x
x t−

+ π
=

−∫  

Заметим, что в работе [3] приводится в явной форме решение интегрального уравнения 
Вольтерра первого рода с ядром x t x t− +

 
и со внутренними коэффициентами на симметрич-

ном отрезке.
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АН БССР. Работал стажером-исследователем, младшим, стар-
шим, ведущим и главным научным сотрудником, заведующим 
лабораторией. С октября 2008 г. – заместитель академика-се-
кретаря Отделения физики, математики и информатики На
циональной академии наук Беларуси, с февраля 2012 г. – главный 
ученый секретарь НАН Беларуси, с мая 2014 г. – заместитель 
Председателя Президиума НАН Беларуси.

С самого начала своей научной деятельности Сергей Яков
левич занимался исследованием объектов, квантовые осо
бенности которых являются определяющими в их поведе- 

нии – одиночными атомами и молекулами, а также свойствами фотонов, создаваемых ими. 
Именно эти объекты стали основными для новых технологий – квантовых информационных 
технологий, включающих квантовые компьютеры, квантовую криптографию и квантовые 
коммуникации. Разработка данной тематики составила главное направление научной дея-
тельности С. Я. Килина в последние двадцать лет. 

Ученым разработана теория квантовых флуктуаций при нелинейно-оптических взаимодей-
ствиях и на этой основе предсказан и объяснен ряд эффектов и явлений, характерных для испу-
скания фотонов одиночными атомами и молекулами: эффект группировки и антигруппировки 
разночастотных фотонов; «замораживание» спонтанного распада возбужденных состояний  
в фотонных кристаллах, генерация сжатых и других неклассических состояний в многофотон-
ных процессах; квантовая неустойчивость дипольного момента атомов; подавление квантового 
динамического туннелирования лазерным излучением; одноатомная оптическая бистабиль-
ность в микрорезонаторах и др. 

Созданные С. Я. Килиным теории непрерывных квантовых наблюдений (скачков), управле-
ния состояниями фотонов при нелинейных взаимодействиях, квантовой диссипации в дальней-
шем были использованы ученым для решения широкого круга задач квантовой физики и позво-
лили объяснить и предсказать ряд новых физических эффектов и явлений, играющих принци- 
пиальную роль в решении проблем создания квантовых компьютеров и защиты информации  
с помощью методов квантовой криптографии.

Сергеем Яковлевичем разработаны новые методы и предложены новые системы для кванто-
вых информационных технологий: новые схемы и протоколы квантовой криптографии и кванто-
вой телепортации, доказано преимущество кубитного кодирования в сравнении с другими базиса-
ми, предложено решение проблемы декогеренции, представляющей одно из основных препятствий 
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на пути создания квантовых процессоров. Обоснована возможность создания квантового ком-
пьютера и других квантово-информационных устройств (квантового повторителя, квантовой 
памяти) на основе одиночных центров «азот-вакансия» (NV-центров) в алмазе. 

Под руководством ученого создана первая в СНГ волоконно-оптическая система квантовой 
криптографии на основе генерации, квантового кодирования во временные интервалы, пересыл-
ки и регистрации квантовых битов в виде однофотонных импульсов, а также уникальные кван-
товооптические генераторы случайных числовых последовательностей, обеспечивающие на-
дежное функционирование криптографических систем.

Сергей Яковлевич сформировал признанную в мире научную школу квантовой оптики  
и квантовой информатики. Под его руководством подготовлено и защищено 4 докторские  
и 6 кандидатских диссертаций. Он автор более 460 научных работ, в том числе 4 монографий.  
С 1988 г. читает спецкурсы по квантовой оптике и квантовой информатике для студентов 
Белорусского государственного университета.

Научная деятельность С. Я. Килина активно включена в мировой научный процесс, под его 
руководством выполнено и продолжает выполняться значительное число крупных международ-
ных научных проектов, включая проекты программы ЕС «Горизонт 2020». Он один из организато-
ров многочисленных международных научных конференций по квантовой оптике и квантовой ин-
форматике (ICQOQI), конференций по когерентной и нелинейной оптике (ICONO), конгрессов 
белорусских физиков и других представительных форумов. В качестве приглашенного профессора 
читал лекции по квантовой физике и квантовой информатике в Нью-Йоркском, Рочестерском, 
Колорадском, Орегонском, Мичиганском, Техасском (США), Штуттгартском (Германия) универ-
ситетах, в Высшей нормальной школе (Париж, Франция), в Институте квантовой оптики общества 
Макса Планка (Гархинг, Германия) и других международных физических центрах.

Как главный ученый секретарь НАН Беларуси и заместитель Председателя Президиума 
НАН Беларуси С. Я. Килин внес большой вклад в развитие и становление современного облика 
Академии наук как организации, выполняющей полный цикл инновационной цепочки – от про-
ведения передовых фундаментальных исследований до разработки и создания наукоемкой, кон-
курентоспособной продукции. 

Значительна роль Сергея Яковлевича в развитии общественных организаций Академии на-
ук, включая Совет молодых ученых академии, который он возглавлял в 1981–1983 гг., Белорусское 
физическое общество, председателем которого был в 2005–2011 гг.

С. Я. Килин – член Президиума и Бюро Президиума НАН Беларуси, главный редактор жур-
нала «Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук», заме-
ститель главного редактора журнала «Доклады Национальной академии наук Беларуси», науч-
ный руководитель Центра «Квантовая оптика и квантовая информатика» в Институте физики 
им. Б. И. Степанова НАН Беларуси, руководитель Академического квантового центра, член 
Консультативного научного совета фонда «Сколково», член ученого совета Объединенного ин-
ститута ядерных исследований (Дубна, Россия), член Совета по сотрудничеству в области фун-
даментальной науки государств – участников СНГ, иностранный член Общества Institute  
of Physics (IOP, Великобритания).

С. Я. Килин является лауреатом Государственной премии Республики Беларусь (2002  г.)  
и премии Ленинского комсомола Беларуси (1982 г.), награжден медалью Франциска Скори- 
ны (2014 г.), медалью им. Д. С. Рождественского Оптического общества России (2015 г.), нагруд-
ным знаком Госкорпорации «Росатом» «За вклад в развитие атомной отрасли» 2-й степени (2015 г.), 
нагрудным знаком «Золотая медаль Национальной академии наук Беларуси “За большой вклад  
в развитие науки”» (2017 г.).

Глубокие творческие идеи, высокий профессионализм и организаторские способности, куль-
тура общения, принципиальность и такт обеспечили С. Я. Килину авторитет талантливого уче-
ного, мудрого руководителя, чуткого и доброжелательного человека. Сердечно поздравляем 
Сергея Яковлевича с юбилеем, желаем ему крепкого здоровья и дальнейших творческих успехов. 

Отделение физики, математики и информатики НАН Беларуси,
 Институт физики НАН Беларуси, 
Белорусское физическое общество
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скоязычной аннотации). Если статья англоязычная – вышеуказанные данные приводятся на русском (бе-
лорусском) языке.

5. Основной текст статьи не должен превышать 16 с. (т. е. около 40 тыс. знаков); в этот объем также 
входят таблицы и рисунки (до 7–8). Изложенный материал должен быть четко структурированным: вве-
дение, цели и задачи, методы, результаты, заключение (выводы). В русско- и белорусскоязычных статьях 
рекомендуется делать подрисуночные подписи и надписи на самих иллюстрациях на двух языках – рус­
ском (белорусском) и английском.

6. Список использованной литературы (не более 40 ссылок) оформляется в соответствии с требова
ниями Высшей аттестационной комиссии Республики Беларусь (ГОСТ 7.1-2003). Цитированная литера-
тура приводится общим списком по мере упоминания, ссылки в тексте даются порядковым номером  
в квадратных скобках (напр., [1]); ссылки на неопубликованные работы не допускаются).

7. Затем приводится список цитированных источников в романском алфавите (латиница) («Referen
ces») со следующей структурой: авторы, название статьи (после русскоязычного названия в квадратных 
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ниями на английском языке.

IV. Для подготовки метаданных (так называемый информационный лист) на отдельной странице следует 
указать на русском и английском языках для каждого автора: фамилию, имя и отчество (полностью), уче-
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Шрифт\Верхний индекс», «Формат\Шрифт\Нижний индекс». Латинские буквы необходимо набирать кур­
сивом, греческие – прямо (для набора греческих символов следует пользоваться гарнитурой Symbol). 
Обозначения математических функций (lim, sup, In, sin, Re, Im и т. п.), символы химических элементов 
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8 пунктов). На обороте рисунков (если они даются отдельно) указываются фамилии авторов, название 
статьи. Фотографии предоставляются в виде файлов (tif, jpg, png, eps) и в распечатанном виде.
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