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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА C ПЕРИОДИЧЕСКИМИ УСЛОВИЯМИ 

Аннотация. Изучается классическое решение граничной задачи для строго гиперболического уравнения чет-
вертого порядка в случае двух независимых переменных с четырьмя различными семействами характеристик. 
Заметим, что корректная постановка смешанных задач для гиперболических уравнений зависит не только от количе-
ства характеристик, но также и от их расположения. Оператор уравнения представляет собой композицию дифферен-
циальных операторов первого порядка. Уравнение задается в полуполосе двух независимых переменных. На нижнем 
основании области задаются условия Коши, а на боковых границах – периодические условия. Методом характеристик 
выписывается в аналитическом виде решение рассматриваемой задачи. Доказывается единственность решения. 
Заметим также, что решение во всей заданной области представляет собой композицию найденных решений в неко-
торых подобластях. Таким образом, для того чтобы найденное классическое решение обладало искомой гладкостью, 
необходимо, чтобы на границе данных подобластей значения этих кусочных решений, а также их производных  
до четвертого порядка, совпадали. Под классическим решением понимается функция, которая определена во всех 
точках замыкания заданной области и имеет все классические производные, входящие в уравнение и условия задачи. 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, гиперболические уравнения, уравнения четвертого порядка, 
частные производные, граничные условия, условия Коши, периодические условия, условия согласования, классиче-
ское решение, строгое гиперболическое уравнение
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Введение. Задачам для одномерного гиперболического уравнения четвертого порядка посвя-
щено немало исследований (см., напр., [1–5]), и во многих из них изучаются классические ре-
шения. Настоящая работа является продолжением построения классических решений задач 
для строго гиперболических уравнений четвертого порядка с четырьмя различными характе-
ристическими направлениями. рассматривается гиперболическое уравнение с постоянными 
коэффициентами, для которого находится классическое решение смешанной задачи c перио-
дическими условиями. Оператор уравнения представим в виде композиции линейных опера-
торов первого порядка. В данной работе используется метод характеристик для нахождения 
классического решения. С помощью характеристик для уравнения определяется его общее  
решение, и из него выделяется то, которое удовлетворяет условиям Коши и другим гранич- 
ным условиям. 

Постановка задачи. В замыкании области Q = (0,∞) × (0,l) двух независимых переменных 
задано одномерное уравнение

 ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )(2) (3) )(1) (4 , , , ,t x t x t x t xLu a a a a u t x f t x t x Q= ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ = ∈  (1)

относительно искомой функции ( ) ( )2: , , ,u Q t x u t x⊃ → ∈   где ( ) , 1,4,ia i =  l – действитель-
ные числа и ( ) ( ) ,i ja a i j≠ ∀ ≠  0 ,l< < +∞  t∂ , x∂  – частные производные по t и x соответственно. 

В общем случае 
k p

k p
t x k p

t x

+∂
∂ ∂ =

∂ ∂
 – частные производные по t и x порядка k + p, где k и p – целые 

неотрицательные числа. К уравнению (1) на части границы Q∂  области Q присоединяются 
условия Коши

 ( ) ( ) [ ]0, ,   0,1,2,3, 0, ,j
t ju x x j x l∂ = ϕ = ∈  (2)

и однородные периодические граничные условия

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3,0 , , ,0 , , ,0 , , ,0 , , 0.x x x x x xu t u t l u t u t l u t u t l u t u t l t= ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ≥  (3)

Здесь ( ) ( ) [ ] ( ): , , ,   : 0, ,  0,1,2,3 j jf Q t x f t x l x x j→ ∈ ϕ →ϕ =  , – заданные функции. Та-
ким образом, требуется найти решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям Коши (2), гра-

ничным условиям (3). Для определенности предположим, что (1) (3), 0a a < 
(1) (3), 0a a <  и (2) (4), 0.a a > 

(2) (4), 0.a a >
Общее решение уравнения (1). 
Л е м м а  1 .  Общее решение уравнения (1) из класса четырежды непрерывно дифференциру-

емых функциий  представляется в виде суммы

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (2) (3) (4)

1 2 3 4, , ,pu t x g x a t g x a t g x a t g x a t v t x= + + + + + + + +  (4)

где ( )1,4jg j =  – произвольные функции с областиями определения ( ) ( ) ( ]( )1 3, , ,D g D g l= −∞  

( ) ( ) [ )( )2 4, 0, ,D g D g = +∞  если ( ), ,t x Q∈  и vp – частное решение уравнения (1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначение

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( (4
0

3) ) , , , , .t x t xa a u t x w t x t x Q∂ − ∂ ∂ − ∂ = ∈  (5)

Уравнение 0 0Lu =  запишем в виде 

 ( )( ) ( ) ( )(1) (2) , 0, , .t x t xa a w t x t x Q∂ − ∂ ∂ − ∂ = ∈  (6)
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Через	функции	характеристик	делаем	замену	 (1 )
0 1

) (2,  .x a t y x a t y+ = + = 	После	приведения	 
к	каноническому	виду	уравнение	(6)	запишется	так:

 
( ) 0 1

(1) (2) 2
0,y ya a w − − ∂ ∂ = 

 
 	 (7)

где	 ( ) ( )0 1, , .w y y w t x= 	Интегрируем	уравнение	(7).	В	результате	получим

( ) ( ) ( )(1) (2)
0 1 1 0, ,w y y h y h y= +

или

( ) ( ) ( )(1) (1) (2) (2), .t x h x a t h x a tω = + + +

Аналогично	получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (2) (3) (
0 1 2 3

)
4

4,u t x g x a t g x a t g x a t g x a t= + + + + + + +

(см.	также	[5]).	Лемма	1	доказана.

Те о р е м а 	 1 . 	Общее решение (4)	однородного уравнения (1)	u0 ( )4( , )u t x C Q∈  тогда и только 
тогда, когда

 ( ] [ )4 4
1 3 2 4, , , , 0, .g g C l g g C∈ −∞ ∈ ∞ 	 (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о.	 Если	 выполняются	 условия	 (8),	 то	 решение	 ( )0 1
(1)( , )u t x g x a t= + +  

( ) ( ) ( )(2) (3) (4
2

)
3 4g x a t g x a t g x a t+ + + + + + 	однородного	уравнения	(1)	принадлежит	 ( )4 .C Q

Обратно,	пусть	 ( ) ( )4
0 ,u t x C Q∈ 	и	является	решением	однородного	уравнения	(1).	Тогда	про-

изводные	 ( ) ( )0
0 , ,j k

t xu t x C Q∂ ∂ ∈ 	 где	 { }, 0,1,2,3,4t k∈ 	 и	 4.j k+ = 	 Расписывая	 данные	производ-
ные	более	подробно,	получим

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(1) (1) (2) (2)

(3) (3) (4) (

4 4
0 1 2

4 4
3 4

4)

,

,

j jj k
t x

j j

u t x a d g x a t a d g x a t

a d g x a t a d g x a t

∂ ∂ = + + + +

+ + + +
 

(9)

где	d4	–	оператор	обыкновенной	производной	четвертого	порядка.	Равенства	(9)	рассматривают-
ся	как	система	пяти	уравнений	относительно	производных	 4 , 1,4.id g i = 	Нетрудно	проверить,	что	
определители	четвертого	порядка	матрицы	этих	уравнений	не	равны	нулю.	Следовательно,	про-
изводные	d4gi	определяются	через	производные	 ( )0 ,j k

t xu t x∂ ∂ 	решения	 0 ( , )u t x 	однородного	урав-
нения	 (1).	 Отсюда	 следует	 необходимость	 выполнения	 условий	 (8).	 Таким	 образом,	 доказано	
утверждение	теоремы	1.

Частное решение уравнения (1). Конструкция	частного	решения	будет	осуществляться	ло-
кально	на	подмножествах	области	Q.	Конструкция	состоит	из	двух	этапов.

Первый этап.	Сначала	разобьем	область	Q	на	подобласти	Q(m),	 1,2,3,...,m = 	как	это	представ-
лено	на	рис.	1:

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(2) (1)
( )

(2) (1) (1) (2) (1)

(2) (1)
( )

(1) (2) (2) (1) (2

2)

) (1)

(
1 11, ,0 , 1,3,5,...,

2 2 2

2
, ,0 , 2,4,6,... .

22 2

m

m

m l m lm l l a aQ t x t x x l m
a a a a a a

m la a ml m l lQ t x x t x l m
a a a a a a

 + −− +  = − < < − + − < < =  
   

 −+  = − + − < < − < < =  
   

			(10)
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В замыкании ( )mQ  подобласти ( )mQ  рассматриваем уравнение 

 ( )( ) ( ) ( )(1) (2) , , .t x t x pa a w t x f t x∂ − ∂ ∂ − ∂ =  (11)

После его интегрирования получаем решение

 

( ) ( ) ( )

( )
(1) (2)

( ) ( )

( ) (1, ) (1) (2, ) (2)

(2) (1)

(2) (1) (2)(2) (1) 2 (1)

,

1 , ,
m m

p
m m

x a t x

m

a t

A B

w t x f x a t f x a t

a ad f d
a a a aa a

+ +

= + + + −

 η− ξ ξ − η
− ξ η  − − −

∫ ∫
 

(12)

где

( )

( )

(1)

(2)
( )

(1)

(2)

1 1 , 1,3,5,...,
2 2

1
, 2,4,6,...,

2 2

m

m m lal m
aA

m m lal m
a

 − −
− + =
= 

− − + =     

(2)

(1)
( )

(2)

(1)

1 , 1,3,5,...,
2

, 2,4,6,... .
2

m

m lal l m
a

B
m lal m

a

  −
+ − =     = 

  − =   
 

Из формулы (12) видно, что для каждого m = 1,2,3,…, если функция f принадлежит ( )2 ,C Q  
функция ( )

p
mw  является непрерывно дифференцируемой до третьего порядка включительно  

на множестве ( )mQ  и удовлетворяет уравнению (11). Частное решение wp уравнения (11) на мно-
жестве Q  определим с помощью функций

Рис. 1. Разбиение области Q на подобласти Q(m) 

Fig. 1. Partition of the domain Q into the subdomains Q(m)
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 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , .m
p

m
pw t x w t x t x Q m= ∈ ∈  (13)

требуем выполнения условия гладкости wp на .Q  За счет выбора функций ( , )j mf  и f из клас-
са ( )2C Q  частное решение (13) должна быть из класса ( )3 .C Q  Это можно сделать следующим 
образом. При соответствующем выборе функций ( ,1) ,jf  j = 1,2,

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (1)2 (1)30, 0, 0, 0, 0, , 0, 0, .p t p t p t p tw x w x w x f x w x f x= ∂ = ∂ = ∂ = ∂

Далее за счет функций ( ,2) , 1,2,jf j =  при 
(1) (2)

(2) (1) (2)
l a at x

a a a
+

= −  достигается выполнение ус-
ловий Коши для функции (2)

pw , т. е.

 

(1) (1)(2) (2)
(2) (1)

(2) (2) (2) (2)

(2) (2)
(2) (1)

(2) (2) (2) (2)

(1) (1)

(1) (1)

(1) (1)

, , ,

, , .

p p

t p t p

l a a l a aw x x w x x
a a a a a a

l a a l a aw x x w x x
a a a a a a

   + +
− = −      

   
   + +

∂ − = ∂ −      
   

 (14)

Отсюда и из уравнения (11) следуют равенства для вторых и третьих производных

 

( ) ( )

(1) (2) (1) (2)
(2) (1)

(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2)
(2) (3 1)

(2) (1 )

2 2
2

) (2) (2 (1) (2)

2

3

, , ,

, , .

t p t p

t p t p

l a a l a aw x x w x x
a a a aa a

l a a l a aw x x w x x
a a a a a a

   + +
∂ − = ∂ −      

   
   + +

∂ − = ∂ −      
     

 (15)

Из равенств (14), (15) и предположения ( )2f C Q∈   следует, что ( ) ( )(1) (2)3, .pw t x C Q Q∈ ∪   
За счет других функций ( , ) ,j mf  1,2,  3,4,...,j m= =  из класса C 3 требуем, чтобы для примыка- 
ющих друг к другу функций ( 1)

p
mw +  и ( )

p
mw  значения самих функций и их производных первого, 

второго и третьего порядков совпадали на общих границах, представляющих собой отрез- 

ки [ ]
(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (2) (1) (1) (2)
1 1 ,   3,5,..., 0, ,

2 2
a a m l m l a ax t m x l

a a a a a a
+ − + = − = ∈ + + 

 и [ ](2) (2) ,   4,6,8,..., 0, .
2
m l lt m x l

a a
 = − = ∈ 
 

[ ](2) (2) ,   4,6,8,..., 0, .
2
m l lt m x l

a a
 = − = ∈ 
 

Второй этап. Разобьем область Q на подобласти Ω(k), k = 1,2,3,…, как это представле- 
но на рис. 2: 

    

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(4) (3)
( )

(4) (3) (3) (4) (4) (3)

(4) (3)
( )

(3) (4) (4) (3) (4) (3)

1 11, ,0 , 1,3,5,...,
2 2 2

2
, ,0 , 2,4,6,... .

22 2

k

k

k l k lk l l a at x t x x l k
a a a a a a

k la a kl k l lt x x t x l k
a a a a a a

 + −− +  Ω = − < < − + − < < =  
   

 −+  Ω = − + − < < − < < =  
   

  (16)

теперь в замыкании ( )kΩ подобласти ( )kΩ  рассматриваем уравнение

 ( )( ) ( ) ( )(3) (4) , , .t x t x p pa a v t x w t x∂ − ∂ ∂ − ∂ =  (17)
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После его интегрирования получаем решение

 

( ) ( ) ( )

( )
(3) (4)

( ) ( )

( ) (3, ) (3) (4, ) (4)

(4) (3)

(4) (3) (4) (3)(4) (3) 2

,

1 , ,
k k

p
k k k

x a t x a t

p
C D

v t x f x a t f x a t

a ad w d
a a a aa a

+ +

= + + + −

 η− ξ ξ − η
− ξ η  − − −

∫ ∫
 

(18)

где

( )

( )

(3)

(4)
( )

(3)

(4)

1 1 , 1,3,5,....,
2 2

1
, 2,4,6,....,

2 2

k

k k lal k
aC

k k lal k
a

 − −
− + =
= 

− − + =

   

(4)

(3)
( )

(4)

(3)

1 , 1,3,5,...,
2

, 2,4,6,... .
2

k

k lal l k
a

D
k lal k

a

  −
+ − =     = 

  − =   
 

Из формулы (18) видно, что для каждого k = 1,2,3,…, если функция f принадлежит 
( )2 3( ) ( ) ,pC w CQ Q∈  функция ( )

p
kv  является непрерывно дифференцируемой до четвертого по-

рядка включительно на множестве ( )kΩ  и удовлетворяет уравнению (1). Частное решение vp 
уравнения (1) на множестве Q  определим с помощью функций 

Рис. 2. Разбиение области Q на подобласти Ω(k)

Fig. 2. Partition of the domain Q into the subdomains Ω(k)
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 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , .k
p

k
pv t x v t x t x k= ∈Ω ∈ 	 (19)

Требуем	выполнения	условия	гладкости	vp	на	 .Q 	За	счет	выбора	функций	 ( , )i kf 	и	f	из	класса	

( )2C Q 	частное	решение	(1)	должно	быть	из	класса	 ( )4 .C Q 	Это	можно	сделать	следующим	об-
разом.	При	соответствующем	выборе	функций	 ( ,1) ,  3,4,if i =

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (1) (12 4 (13 ) )0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, .p t p t p t p t pv x v x v x v x v x f x= ∂ = ∂ = ∂ = ∂ = 	 (20)

Далее	за	счет	функций	 ( ,2) ,  3,4,if i = 	при	
(3) (4)

(4) (3) (4)
l a at x

a a a
+

= − 	достигается	выполнение	ус-

ловий	Коши	для	функции	 (2) ,pv 	т.	е.

 

( )

( )

(3) (3)(4) (4)
1

(3) (3)

(3) (3)
1

(3)

(2)
(4) (4) (4) (4)

(4) (4)
(

(3
2)

(4) (4) (4) (4))

, , ,

, , .

p p

t p t p

l a a l a av x x v x x
a a a a a a

l a a l a av x x v x x
a a a a a a

   + +
− = −      

   
   + +

∂ − = ∂ −      
   

	 (21)

Отсюда	и	из	уравнений	(11),	(17)	следуют	равенства	для	вторых,	третьих	и	четвертых	про-
изводных

 

(3) (4) (3) (4)
(2) (1)

(4) (3) (4) (4) (3) (4), , ,   2,3,4.j j
t p t p

l a a l a av x x v x x j
a a a a a a

   + +
∂ − = ∂ − =      

   
	 (22)

Из	 равенств	 (21),	 (22)	 и	 предположения	 ( )2f C Q∈ 	 следует,	 что	 ( ) ( )(1) (2)4, .pv t x C Q Q∈ ∪   

За	счет	других	функций	 ( , ) 3,4,  , 3,4,..., i kf i k= = 	из	класса	C4	требуем,	чтобы	для	примыкающих	

друг	к	другу	функций	 ( 1)
p
kv + 	и	 ( )

p
kv 	значения	самих	функций	и	их	производных	первого,	второго,	

третьего	и	четвертого	порядков	совпадали	на	общих	границах,	представляющих	собой	отрезки

[ ]
(4) (3) (4)

(3) (4) (4) (3)

(3)

(3) (4)
1 1 , 3,5,7,9,..., 0, ,

2 2
a a k l k l a ax t k x l

a a a a a a
+ − + = − = ∈ + + 

	 и	 [ ](4) (3) , 2,4,6,...,   0, .
2
k l lt k x l

a a
 = − = ∈ 
 

[ ](4) (3) , 2,4,6,...,   0, .
2
k l lt k x l

a a
 = − = ∈ 
 

Те о р е м а 	 2 .	Пусть правая часть уравнения (1) ( )2 .f C Q∈  Тогда функция vp, определяемая 
формулами (12), (18), (19) при соответствующем выборе функций ( , ) ,  1,2,3,4,i kf i = ,k∈  при-
надлежит классу ( )4 ,C Q  является решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям (20).

Д о к а з а т е л ь с т в о	следует	из	предыдущих	рассуждений.
Решение задачи (1)–(3). Удовлетворяя	решение	(4)	условиям	Коши	(2),	получаем	систему

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 0 ,g x g x g x g x x+ + + = ϕ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 1
(1) (2) (3) (4)

0
,

x
a g x a g x a g x a g x y dy C+ + + = ϕ +∫

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2 2

2
(1) 2 2(3)

1 2 3 4 2
(

3
2) )

0

4 ,
x

a g x a g x a g x a g x x y y dy C x C+ + + = − ϕ + +∫
 
(23)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(3 3 3 3 2 2
1 2 3 4 3 4 5 6

0

(1) (2) (3) 4) 1 .
2

x
a g x a g x a g x a g x x y y dy C x C x C+ + + = − ϕ + + +∫
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Решая систему (23), получим

 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0)
(1) (2) (3)

(2) (3) (4)

(2) (3) (4) (2) (3) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (4)

(2) (3) (2) (4) (3) (4)

1 1 (1) (1) (4)

2
2 2 6

0 0

3 1 0

2
4 5 1

0

(2)

1

1
2

z z

z

g z g z
a a a a a a

a a a z d z d C

a a a C a a a a a a C a a a z

C z C z a a a a a a d a a

= = ×
− − −

× − + + − ξ ϕ ξ ξ + − ξ ϕ ξ ξ + −

− + + + + − ϕ +

+ + + + + ϕ ξ− +

+

ξ

∫ ∫

∫ ( ) )(3) (4
2

) ,a C z+
  

(24)

 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0)
(1) (2) (3) (2) (4)

(1) (3) (4)

(3) (4) (3) (4) (3) (4) (3) (4)

(1) (3)

2 2 (2)

2
2 2 6

0 0

(1) (1) (1) (

(1) (4) (3) (4) (1) (3) (

1)
3 1 0

1
0

4

1

1
2

z z

z

g z g z
a a a a a a

a a a z d z d C

a a a C a a a a a a C a a a z

a a a a a a d a a a

= = ×
− − −


× + + − ξ ϕ ξ ξ − − ξ ϕ ξ ξ −


+ + + − + + − ϕ −

− + + ϕ ξ ξ+

+

+ +

∫ ∫

∫ ( ) )2
2 4

)
5 ,C z C z C z− −

 

(25)

 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0)
(1) (3) (2) (3) (3) (4)

(1) (2) (4)

(1) (2) (4) (1) (2) (1) (4) (2) (4) (1) (2) (4)

(1) (2) (1) (4) (2) (4

3 3

2
2 2 6

0 0

3 1 0

2
4 5

)
1

)

0

(1

1

1
2

z z

z

g z g z
a a a a a a

a a a z d z d C

a a a C a a a a a a C a a a z

C z C z a a a a a a d a a

= = ×
− − −

× − + + − ξ ϕ ξ ξ + − ξ ϕ ξ ξ + −

− + + + + + − ϕ +

+ + + + + ϕ ξ ξ− +

∫ ∫

∫ ( ) )(2) (4
2

) ,a C z+

 

(26)

 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0)
(1) (4) (2) (4) (3) (4)

(1) (2) (3)

(1) (2) (3) (1) (2) (1) (3) (2) (3) (1) (2) (3)

(1) (2) (1) (3) (2) (3) (1)

4 4

2
2 2 6

0 0

3 1 0

2
4 5 1

0

1

1
2

z z

z

g z g z
a a a a a a

a a a z d z d C

a a a C a a a a a a C a a a z

C z C z a a a a a a d a

= = ×
− − −


× + + − ξ ϕ ξ ξ − − ξ ϕ ξ ξ − +


+ + + − + + ϕ −

− − − +

−

+ ϕ ξ ξ +

∫ ∫

∫ ( )(2) (3
2

)a a C z


+ + 


 

(27)

для [ ]0, ,z l∈  где 1 2 3 4 5 6, , , , ,C C C C C C  – произвольные постоянные.
Для других значений аргумента z функции ( ) ,  1,4,jg z j =  определяются поэтапно, удовлет-

воряя искомое решение (4) граничным условиям (3). Удовлетворяя условию (3), получаем систе-
му уравнений
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

(1) (3) (2) (4)

(2) (4) (1) (3)

(1) (3) (2) (4) (2)

(1) (3)

1 3 2 4

2 4 1

(4) (2)

(4) (1

3

1 3 2 4 2
1(2)

4 1

0

)

(4) (1)

, ,0

,

ξ, ξ,0 ξ

p p

t

x p x p

g a t g a t g l a t g l a t v t l v t

g a t g a t g l a t g l a t

g a t g a t g l a t g l a t g a t
C

a a a a a
g a t g l a t

v l v d
a a

+ − + − + = − −

− − + + + +

+ +
+ − − = − +

+
+ ∂ −∂ − +∫



( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

(3)

(1) (2) (4) (2)

(1) (3) (2) (4) (2)

(4) (1) (3)

(4) (1) (3)

(3) (2)

(1) (

3
(3)

(3)
1 3 2 4 2

2 32 2 2 2 2

4 1 32 2
2

3) (

2 2
0

(1)
1 3 2

3 3

,

ξ ξ, ξ,0 ξ ,
t

x p x p

g l a t
a

g a t g a t g l a t g l a t g a t
C t C

a a a a a

g a t g l a t g l a t
t v l v d

a a a

g a t g a t g l a t

a a a

+
+

+ +
+ − − = + − +

+ +
+ − ∂ −∂ − + +

+
+ −

∫

 

( )
( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

(4) (2)

2) (4) (2)

(4) (1

4 22
4 5 63 3

) (3)

(4) (1) (

3

2
4 1 33 3

3 3 3
0

3)

ξ
ξ, ξ,0 ξ ,

2

t

x p x p

g l a t g a t
C t C t C

a a

g a t g l a t g l a tt
v l v d

a a a

+
− = + + − +

+ +−
+ ∂ −∂ − + +∫

  

 

  

(28)

где

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

(1) (2) (3) (4
1 1 2 2 3 3 4 4

1 )
0 0 0 0

,
g g l g g l g g l g g l

C
a a a a
− − − −

= + + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

(1) (2)
1 1 2 2 3 3 4 4

2 (3) (4)
0 0 0 0

,
dg dg l dg dg l dg dg l dg dg l

C
a a a a
− − − −

= + + +

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
1 1 2 2 3 3 4 4

3 2 2

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

(1) (2) (3) (42 ) 2
0 0 0 0

,
g g l g g l g g l g g l

C
a a a a

− − − −
= + + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

(1) (2)

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4

4 (3) (4)
0 0 0 0

,
2 2 2 2

d g d g l d g d g l d g d g l d g d g l
C

a a a a
− − − −

= + + +

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
1 1 2 2 3 3 4 4

5 2 2

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

(1) (2) (3 (2 2) 4)

0 0 0 0
,

dg dg l dg dg l dg dg l dg dg l
C

a a a a

− − − −
= + + +

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
1 1 2 2 3 3 4 4

6 3 3

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

(1) (2) (3) (43 ) 3
0 0 0 0

.
g g l g g l g g l g g l

C
a a a a

− − − −
= + + +  
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решая систему (28) для ( ) ( ) ( ) ( )(1) (3) (2)
2

(4
1 4

)
3, , , ,g a t g a t g l a t g l a t+ +  получим

 

( ) ( )( )( ) ( )( 1)
(1) (2) (1) (3) (1) ( )

(1)

41 , 1 , ,
2

kg z z k l kl
a a a a a a

+ = ∈− + −  
− − −



 

 (29)

 

( ) ( )( )( ) ( )( 1)
(2) (1) (2) (3) (2) (4

(2)

2 )
, , 1 ,

2
kg z z kl k l

a a a a a a
+ −

= ∈ +  
− − −



 

 (30)

 

( ) ( )( )( ) ( )( 1)
(3) (1) (3) (2) (3) (4

(3)

3 )
, 1 , ,

2
kg z z k l kl

a a a a a a
+ −

= ∈− + −  
− − −



 

 (31)

 

( ) ( )( )( ) ( )( 1)
(4) (1) (4) (2) (4) (3

(4)

4 )
, , 1 ,

2
kg z z kl k l

a a a a a a
+ −

= ∈ +  
− − −



 

 (32)

где

( )( )( )( ) ( )((1) 2
4 4

( )(1) (2) (1) (3) (1) 4)
512 2 4 2ka a a a a a g z l C l C lz C l= − − − + − − − −

( ) ( ) ( )(3) (4) (2) (3) (2) (4) (1)
(1 1

0
)

3
2

l za a a a a a d a J
a

  − + + ϕ ξ ξ + +  
  

∫

( ) ( ) ( )( ) ( )(1) (2) (3) (2) (4) (3) (4) (2) (32
1 1 2

) (4)2 0 2z a a a a a a a l a a a C l + − − − ϕ −ϕ + + + + 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )(1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4)32
2 2 0 00 2 0z a a a a l a a a a l + + + + ϕ −ϕ + + ϕ −ϕ + 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 2 4(1) (2) (1) (3) (1) (2) ( (4)

0
3)

02 0z a a a a a a a a a d d l + + + − ϕ − ϕ + 
 

( ) ( ) ( )( )(1) (2) (1) (3) (2) (3) (1) (42
1 1

) (2) (4) (3) (4) 0z a a a a a a a a a a a a d d l+ + + + + + ϕ − ϕ +

( ) ( ) ( )( )(1) (2) (3) (1) (2) (2 2 24) (1) (
0

3) (4) (2) (3) (4)
0 0z a a a a a a a a a a a a d l d+ + + + ϕ − ϕ +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(1) (2) (3) (4) (2) (3) ( )3

1
4

1 1
2 z z za K a a a H a a a L

a a a

      
+ − + + − +      

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

(2) (3) (4)
3

0 0
. 2 ,

l l
a a a z l d z l d+ + + + − ξ ϕ ξ ξ − + − ξ ϕ ξ ξ∫ ∫

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 1 2 3 2 4(2) 2
2 4 4 5

31 3 1 4 3 4 2
1 2

0

2 22 1 3 1 4 3 4 1 2 3 4
1 1

32 1 3 4 1 2 4
2 2 0 0 2

2

2 2 4 2

2 φ ξ ξ 2

φ φ 0

φ φ 0 2 φ φ 0 2

2

k

l

a a a a a a g z l C l C lz C l

z la a a a a a d a J z l
a

a a a a a a a l z l a a a a

l a a a a l a a a C l

z l a

= − − − − + − − −

 − − + + − + − ×  
  

 × − − − − + − + + + × 
 

 × − + + − − + + + 
 

+ −

∫



( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

2 2 23 2 4 2 1 1 3 4
0 0

2 1 2 1 3 2 3 1 4 2 4 3 4
1 1

2 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 2 2
0 0

32 1 3 4 1 3 4
2 2 2

1 3 4

φ 0 φ

φ 0 φ

φ 0 φ

2

2

a a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l z l z la K a a a H a a a L
a a a

a a a

 + + − − + 
 

+ − + + + + + − −

− − + + + − +

 − − −     + − + + − +      
      

+ + + ( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

0 0

ξ φ ξ ξ ξ φ ξ ξ,
l l

z d z d− − −∫ ∫  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 1 2 3 2 42 2
2 4 4 5

31 3 1 4 3 4 2
1 2

0

2 22 1 3 1 4 3 4 1 2 3 4
1 1

32 1 3 4 1 2 4
2 2 0 0 2

22

2 2 4 2

2 φ ξ ξ 2

φ φ 0

φ φ 0 2 φ φ 0 2

2

k

l

a a a a a a g z l C l C lz C l

z la a a a a a d a J z l
a

a a a a a a a l z l a a a a

l a a a a l a a a C l

z l a a

= − − − − + − − −

 − − + + − + − ×  
  

 × − − − − + − + + + × 
 

 × − + + − − + + + 
 

+ −

∫
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( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

2 23 2 4 2 1 1 3 4
0 0

2 1 2 1 3 2 3 1 4 2 4 3 4
1 1

2 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 2 2
0 0

32 1 3 4 1 3 4
2 2 2

1 3 4

φ 0 φ

φ 0 φ

φ 0 φ

2

2

a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l
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 + + − − + 
 

+ − + + + + + − −

− − + + + − +
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+ + + −( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

0 0
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l l

d z d− −∫ ∫  
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0

2
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3
) (4) (1) (2) (4)

(1) (

3

2
2 3

0

2) (4

0

)2 ,
l l
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

2 21 4 2 4 3 1 2 3
0 0

2 1 2 1 3 2 3 1 4 2 4 3 4
1 1

2 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 2 2
0 0

34 1 2 3 1 2 3
4 4 4

1 2 3

φ 0 φ

φ 0 φ

φ 0 φ

2

2

a a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l z l z la K a a a H a a a L
a a a

a a a z

 + + − − + 
 

+ − + + + + + − −

− − + + + − +

 − − −     + − + + − +      
      

+ + + ( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

0 0

ξ φ ξ ξ ξ φ ξ ξ,
l l

d z d− − −∫ ∫  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

2 1 2 3 2 44 2
4 4 4 5

32 3 1 2 1 3 4
1 4

0

2 24 1 2 1 3 2 3 1 2 3 4
1 1

34 1 2 3 1 2 3
2 2 0 0 2

24 1

2 2 4 2

2 φ ξ ξ

2 φ φ 0

φ φ 0 2 φ φ 0 2

2

k

l

a a a a a a g z l C l C lz C l

z la a a a a a d a J
a

z l a a a a a a a l z l a a a a

l a a a a l a a a C l

l z a a

= − − − − + − − −

 − − + + − +  
  

 + − − − − − + − + + + × 
 

 × − + + − + + + + 
 

+ −

∫



( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 24 2 4 3 1 2 3
0 0

2 1 2 1 3 2 3 1 4 2 4 3 4
1 1

2 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 2 2
0 0

34 1 2 3 1 2 3
4 4 4

1 2 3

φ 0 φ

φ 0 φ

φ 0 φ

2

2 ξ

a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l z l z la K a a a H a a a L
a a a

a a a z

 + + − − + 
 

+ − + + + + + − −

− − + + + − +

 − − −     + − + + − +      
      

+ + + − ( ) ( ) ( )2
2 3

0 0

φ ξ ξ ξ φ ξ ξ,
l l

d z d− −∫ ∫  

( ) ( ) ( ), ,0 ,p pK t v t l v t= −
 

( ) ( ) ( )( )
0

, ,0 ,
t

x p x pH t v l v d= ∂ ξ − ∂ ξ ξ∫

( ) ( ) ( )( )2 2

0
, ,0 ,

t

x p x pJ t v l v d= ∂ ξ − ∂ ξ ξ∫
 

( ) ( ) ( )( )3 3

0
, ,0 .

t

x p x pL t v l v d= ∂ ξ − ∂ ξ ξ∫

Чтобы функции g2,g4 принадлежали классу [ )( )4 0, ,C +∞  а g1,g3 – классу ( ]( )4 , ,C l−∞  кроме 
требований на гладкость заданных функций задачи (3) должны выполняться равенства для  
k = 0,1,2,3,… в общих точках соприкосновения

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( 1) ( )

( 1)
1 1

2 2
( )

( 1) ( )

( 1) ( )
3 3

4 4

, 0,4,

, 0,4,

, 0,4,

, 0,4.

p p

p p

p p

p p

k k

k k

k k

k k

d g kl d g kl p

d g l kl d g l kl p

d g kl d g kl p

d g l kl d g l kl p

+

+

+

+

− = − =

+ = + =

− = − =

+ = + =

 (33)

л е м м а  2. Для любого номера { }0,1,2,...k∈   значения функций ( ) ( ))
1
( ) (

2, ,k kg z g z  ( ) ( )( ) ( )
3 4,k kg z g z  

всегда можно представить в виде 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )( )
(2) (3) (2) (4

2
) (3) (4) (2) (3) (4)

( ) ( )
(1) (2) (1) (3) ( 4

2

1

1 3 4 6

)1 1 ( )

5
,k k

a a a a a a C a a a C z C C z C z C
g z z

a a a a a a

+ + − + + + + + +
= ψ +

− − −

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )( )
(1) (3) (1) (

2
4) (3) (4) (1) (3)

)
2

1
(4)

( ) (
(1) (2) (2) (3) (2) (

3

4)

4 5 6
2 2 ,k k

a a a a a a C a a a C z C C z C z C
g z z

a a a a a a

− + + + + + + − − −
= ψ +

− − −

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )( )
(1) (3) (1) (4) (3) (4) (1) (3) (4)

2

2
1

)

2 3 4 5 6( ) ( )
3 (1) ( (2) (3) ( ) (4)3 2

, k k
a a a a a a C a a a C z C C z C z C

g z z
a a a a a a

− + + + + + + − − −
= ψ +

− − −

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )( )
(1) (3) (1) (4) (3) (4) (1) (3) (4)

2

2
1

)

2 3 4 5 6( ) ( )
4 ( (2) (3) ( (4 ( 4)) 2)1

, k k
a a a a a a C a a a C z C C z C z C

g z z
a a a a a a

− + + + + + + − − −
= ψ +

− − −

где функции ( ) , 1,4,k
i iψ =  не зависят от констант 1 2 3 4 5 6, ., , , ,C C C C C C

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы докажем для функции ( ))
1
(kg z  методом матема-

тической индукции. Для k = 0 данное утверждение следует из формулы (24). Предположим, что 
лемма справедлива для всех 0,1,..., .k n=  Докажем ее утверждение для функции ( ))

1
( 1 .ng z+  

Согласно формуле (29) имеем

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )

( 1)
(1) (2) (1) (3) (1) (4)

(2) (3) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (4)

(2) (1) (3) (1) (4)

(3) (4

2
1 3

0

1 2 3

2 (1) ( )
4 5 6 1

2
4 4 5

1 ξ φ ξ ξ
2

2 ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 2 ψ

2 4 2 2

n
l

n

g z z l d
a a a a a a

a a a a a a C a a a C z l C

C z l C z l C a a a a a a z l

C l C lz C l a a

+ 
= − + − +

− − − 

+ + + − + + + + +

+ + + + + + − − − − −

− − − −

∫

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

) (2) (3) (2) (4) (1)
(1)

(1) (2) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (4)

(1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4)

(1) (2)

3

1
0

2 (3)
1 1 2

32
2 2

(1) (3) (1)

0 0

2 2 2

φ ξ ξ

2 φ φ 0 2

φ φ 0 2 φ φ 0

2

l za a a a d a J
a

z a a a a a a a l a a a C l

z a a a a l a a a a l

z a a a a a a

  + + + +  
  

+ − − − − + + + +

+ + + + − + + − +

+ + +

∫

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

(4) (2) (3) (4)

(1) (2) (1) (3) (2) (3) (4) (2) (4) (3) (4)

(1) (2) (3) (1) (2) (4) (1) (3) (4) (2) (3)

(1) (2

0 0

2 (1)
1 1

2 (4) 2

4

2

) (3) ( )
(1) )

0

1

0

(

3

φ 0 φ

φ 0 φ

φ φ 0

2

a a a d d l

z a a a a a a a a a a a a d d l

z a a a a a a a a a a a a d l d

z za K a a a H
a a

− − +

+ + + + + + − +

+ + + + − +

  + − + + 
  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )( )

(2) (3) (4)
(1)

(2) (3) (4)

(3) (2) (4) (3) (4)) (

( 1)
2 1

0

(2 2
1 2

)

2) (3) (4)

(1) (2) (1 (3) (1) (4

3 4 5 6

)

2 ξ φ ξ ξ ψ , ,

.

l
n

za a a L
a

a a a z l d z a b

a a a a a a C a a a C z C C z C z C

a a a a a a

+

   − +    
   


+ + + + − = +


+ + − + + + + + +
+

− − −

∫  
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( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )

( 1)
(1) (2) (1) (3) (1) (4)

(2) (3) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (4)

(2) (1) (3) (1) (4)

(3) (4

2
1 3

0

1 2 3

2 (1) ( )
4 5 6 1

2
4 4 5

1 ξ φ ξ ξ
2

2 ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 2 ψ

2 4 2 2

n
l

n

g z z l d
a a a a a a

a a a a a a C a a a C z l C

C z l C z l C a a a a a a z l

C l C lz C l a a

+ 
= − + − +

− − − 

+ + + − + + + + +

+ + + + + + − − − − −

− − − −

∫

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

) (2) (3) (2) (4) (1)
(1)

(1) (2) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (4)

(1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4)

(1) (2)

3

1
0

2 (3)
1 1 2
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2 2

(1) (3) (1)

0 0

2 2 2

φ ξ ξ

2 φ φ 0 2

φ φ 0 2 φ φ 0

2

l za a a a d a J
a

z a a a a a a a l a a a C l

z a a a a l a a a a l

z a a a a a a

  + + + +  
  

+ − − − − + + + +

+ + + + − + + − +

+ + +

∫

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

(4) (2) (3) (4)

(1) (2) (1) (3) (2) (3) (4) (2) (4) (3) (4)

(1) (2) (3) (1) (2) (4) (1) (3) (4) (2) (3)

(1) (2

0 0

2 (1)
1 1

2 (4) 2

4

2

) (3) ( )
(1) )

0

1

0

(

3

φ 0 φ

φ 0 φ

φ φ 0

2

a a a d d l

z a a a a a a a a a a a a d d l

z a a a a a a a a a a a a d l d

z za K a a a H
a a

− − +

+ + + + + + − +

+ + + + − +

  + − + + 
  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )( )

(2) (3) (4)
(1)

(2) (3) (4)

(3) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (

( 1)
2 1

1

0

(2) 2
1 2 3

4)

(1) (2) ( ) (3) (1) (4

4 5 6

)

2 ξ φ ξ ξ ψ

.

l
n

za a a L
a

a a a z l d z

a a a a a a C a a a C z C C z C z C

a a a a a a

+

   − +    
   


+ + + + − = +


+ + − + + + + + +
+

− − −

∫  

 

аналогично доказываются представления леммы для значений ( )( ) ,  2,3,4.k
jg z j =

С л е д с т в и е. Для любых { }, , , 0,1,2,...r s k n∈  сумма

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )(1) (2) (3) (4)
1 2 3 4

r s k ng x a t g x a t g x a t g x a t+ + + + + + +

не зависит от 1 2 3 4 5 6, ., , , ,C C C C C C
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из леммы 2.
л е м м а  3. Предположим, что функции [ ]( )4 0, , 0,3,j

j C l j−ϕ ∈ =  и ( )2 .f C Q∈  Равенства (33) 
имеют место тогда и только тогда, когда они выполняются только для k = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формул (29)–(32) получим

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( 1)

( 1) ( 2) (1) (0
1 1 1 1

1 1
)

1 12 2 0 0 , 0,4,

p p p p

p p

k k k

pk p

k

k

d g kl d g kl d g l kl d g l kl

d g l kl d g l kl d g d g p

+ −

− −

− − − = − − − =

= − − − = = − =

 (34)

и

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

) 1
2 2 2 2

2 2

( 1) ( ) (

( 1) ( 2) (1) 0
2

( )
2 , 0,4.

kp p p p

p p

k k

k k p

k

p

d g l kl d g l kl d g kl d g kl

d g kl l d g kl l d g l d g l p

+

− −

−+ − + = − =

= − − − = = − =

 (35)

Полученные равенства (34) и (35) доказывают утверждение леммы 3. 
т е о р е м а  3. Предположим, что функции [ ]( )4 0, , 0,3,j

j C l j−ϕ ∈ =  и 0.f ≡  В классе функциий 
( )4C Q  существует единственное классическое решение задачи (1)–(3) при выполнении условий 

гладкости на заданные функции тогда и только тогда, когда выполняются условия согласования

( ) ( )0 , 0,3, 0,4 .i i
j jd d l j i jϕ = ϕ = = −
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Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предыдущих рассуждений, лемм 2, 3 и следствия.
Т е о р е м а  4. Предположим, что функции [ ]( )4 0, , 0,3,j

j C l j−ϕ ∈ =  и ( )2 .f C Q∈  В классе функ-
циий ( )4C Q  существует единственное классическое решение задачи (1)–(3) при выполнении условий 
гладкости на заданные функции тогда и только тогда, когда выполняются условия согласования

( ) ( ) ( ) ( )0 , 0,3, 0,4 ,   0,0 0, .i i
j jd d l j i j f f lϕ = ϕ = = − =

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично cледует из предыдущих рассуждений, лемм 2, 3, следствия 
и теоремы 2.

Заключение. Получены формулы классического решения смешанной задачи для строго ги-
перболического уравнения четвертого порядка с четырьмя различными семействами характери-
стик. Доказано, что эта задача имеет единственное решение только тогда, когда выполняются  
в угловых точках заданной области изменения независимых переменных условия согласования 
для заданных функций уравнения, условий Коши и граничных условий. Следует отметить, что 
эти условия являются необходимыми и достаточными. 
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ОБОБЩЕННЫЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ ЭРМИТА – БИРКГОФА 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА  

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ
Аннотация. Рассматривается проблема построения и исследования обобщенных интерполяционных формул 

Эрмита – Биркгофа для дифференциальных операторов произвольного порядка в частных производных, заданных  
в пространстве непрерывно-дифференцируемых функций многих переменных. Построение операторных многочле-
нов основано на интерполяционных полиномах для скалярных функций относительно произвольной чебышевской 
системы, а также на обобщенных интерполяционных формулах Эрмита – Биркгофа, полученных авторами ранее 
для операторов общего вида в функциональных пространствах. Приведенные операторные формулы имеют различ-
ную структуру и содержат интегралы Стилтьеса и дифференциалы Гато интерполируемого оператора. Получено явное 
представление погрешности операторного интерполирования. Рассмотрены некоторые частные случаи обобщенных 
формул Эрмита – Биркгофа для дифференциальных операторов в частных производных. Представленные результаты 
могут быть использованы в теоретических исследованиях как основа построения приближенных методов решения не-
которых нелинейных операторно-дифференциальных уравнений, встречающихся в математической физике.

Ключевые слова: операторный многочлен, операторное интерполирование, обобщенное интерполирование 
типа Эрмита – Биркгофа, дифференциальный оператор, дифференциал Гато, интеграл Стилтьеса, погрешность  
интерполяции
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вук Беларусi. Сер. фiз.-мат. навук. – 2018. – Т. 54, № 2. – С. 149–163. https://doi.org/10.29235/1561-2430-2018-54-2-149-163
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GENERALIZED INTERPOLATION HERMITE – BIRKHOFF POLYNOMIALS  
FOR ARBITRARY-ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL OPERATORS

Abstract. This article is devoted to the problem of construction and research of the generalized Hermite – Birkhoff inter-
polation formulas for arbitrary-order partial differential operators given in the space of continuously differentiable functions 
of many variables. The construction of operator interpolation polynomials is based both on interpolation polynomials  
for scalar functions with respect to an arbitrary Chebyshev system, and on the generalized Hermite – Birkhoff interpolation 
formulas obtained earlier by the authors for general operators in functional spaces. The presented operator formulas contain 
the Stieltjes integrals and the Gateaux differentials of an interpolated operator. An explicit representation of the error of oper-
ator interpolation was obtained. Some special cases of the generalized Hermite – Birkhoff formulas for partial differential 
operators are considered. The obtained results can be used in theoretical research as the basis for constructing approximate 
methods for solution of some nonlinear operator-differential equations found in mathematical physics.

Keywords: operator polynomial, operator interpolation, generalized Hermite – Birkhoff interpolation, differential opera- 
tor, Gateaux differential, Stieltjes integral, interpolation error

For citation. Ignatenko M. V., Yanovich L. A. Generalized interpolation Hermite – Birkhoff polynomials for arbi-
trary-order partial differential operators. Vestsі Natsyianal'nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh 
navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, 
pp. 149–163 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-2018-54-2-149-163

Введение. Рассмотрим задачу применения обобщенных операторных интерполяционных 
формул Эрмита – Биркгофа, полученных авторами ранее в работе [1] для операторов общего ви-
да в функциональных пространствах, к построению интерполяционных многочленов типа 
Эрмита – Биркгофа для одного частного случая – дифференциальных операторов произвольного 
фиксированного порядка в частных производных, заданных в пространстве непрерывно-диффе-
ренцируемых функций многих переменных.
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Пусть ( )1 2, ,..., mα = α α α  – мультииндекс с неотрицательными составляющими { } 10 m
j jm

=
≤ α ≤  

и точка ( )1 2, ,..., .m
mt t t t= ⊆   Через ( )D x tα  обозначим производную функции ( )1 2( ) , ,..., mx t x t t t=  

порядка 1 2 ... mα = α + α + + α  вида

 

( )
1 2

1 2 0
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, ,...,
( ) ,   ( ) ( ).

m

m

m

x t t t
D x t D x t x t

t t t

α
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α α α

∂
= =
∂ ∂ ⋅ ⋅ ⋅ ∂

Для производных невысоких порядков будем использовать также обозначения ( )( ) ,it
i

x tx t
t

∂′ =
∂

 
2

,
( )( ) .i jt t

i j

x tx t
t t

∂′′ =
∂ ∂

рассмотрим дифференциальные операторы ( ) ( )mF C T Y: →  фиксированного порядка m в част
ных производных:

 { } 0
( ) , ( ) ,

m
F x f t D x tα

α =

 =  
 

 (1)

где ( ) ( )mC T  – пространство функций ( )1 2( ) , ,..., mx t x t t t=  непрерывно-дифференцируемых  
m раз на прямоугольнике 1 2 ;m

mT T T T= × ×⋅⋅ ⋅× ⊆   Y – некоторое функциональное про- 
странство; функция 0 1( )y f t u u uµ= , , ,...,  задана на прямоугольнике 0 1T U U UµΩ = × × × × ,   

Ui – отрезки действительной оси ( 0 1 ),i = , ,...,µ  ( )
( )

2 2
2 !

C 1 1;
!

m
m

m

m
µ = − = −  { } { 2 21 2 1 2
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α
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 ∂ ∂ ∂ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= , , , 
∂ ∂ ∂ ∂  

. Далее предпо

лагаем, что смешанные производные одинакового порядка, отличающиеся лишь последова 
тельностью дифференцирования по одним и тем же переменным, совпадают, например, 

( ) ( )1 2 2 1, 1 2 , 1 2, ,t t t tx t t x t t′′ ′′=  при m = 2.
Формулы Эрмита – Биркгофа, содержащие дифференциалы Гато интерполируемого 

оператора. Пусть ( ) ,
, , 0

k n
k n ij i jI

=
= ε  – прямоугольная матрица размерности ( 1) ( 1),k n+ × +  элементы 

εij ( = 0,1, , ;  = 0,1, , )i k j n   которой 0 или 1;  множество , {( , ) : 1,  0 ,  0 },k n ijN i j i k j n= ε = ≤ ≤ ≤ ≤  

, = {( , ) : 1,  0 ,  1 };k n ijM i j i k j nε = ≤ ≤ ≤ ≤  функции ( ) ( )k
ijH t  – фундаментальные интерпо ля 

цион ные многочлены, соответствующие задаче Эрмита – Биркгофа для случая скаляр- 
ной чебы шев ской системы функций =0{ ( )} , ;r

i it rϕ ∈  
( ) ( ) = ,k

p ip jijD H tν νδ δ  где 0 ( ) = ( ),D f t f t  
( )

=0
( ) = ( ),j

j
j

D f t a f t
ν

ν ν∑  ajν – заданные числа, δij – символ Кронекера; ( )
0

( ,0) ,0
( ) = ( )k

k i
i Nk

t H t
∈

σ ∑  – 

некоторая постоянная или переменная на T ⊆   величина. Заметим, что в верхнем индексе (k) 
обозначения ( ) ( )k

ijH t  указан номер последней строки в соответствующей матрице Ik,n.
рассмотрим операторно-дифференциальные выражения

  1 2 1 2 0
=1

( ) [ ; ... ] [ ; ... ],   ( ) = ( ),
j

j j j j jD F x D F x h h h a F x h h h D F x F xν
ν

ν
≡ = δ∑    (2)

где 1 2 1 2[ ; ... ] [ ;1,1,...,1, ... ]j jF x h h h F x h h hν ν

ν−

δ = δ


 – дифференциал Гато ν-го порядка оператора F в точ

ке x, когда первые (ν – 1) направления ( ) 1i ih h t= ≡  ( )1,2,..., 1 ,i = ν −   а последнее ν-е направле
ние hν является произведением вида 1 2... jh h h hν =  ( )( )= ( ) ( ) .mh h t C Tν ν ∈

ранее в работе [1] для операторов F(x) общего вида, заданных на функциональных простран
ствах непрерывных и гладких функций, были построены обобщенные интерполяционные опе
раторные многочлены Эрмита – Биркгофа
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где xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 множества Nk,0, для которых выпол-
няются условия 
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B F x D F x H x
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 ∑   и первая группа равенств 

в условиях (4) отсутствует.
Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),k n k nr x F x B F x= −  где , ( ; )k nB F x  – интерполяционный полином (3), 

в работе [2] было указано явное представление:
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где xp, как и ранее, – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 множества Nk,0; 
1 ;kx x+ =  q – разность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ;k nI  ( )

1, ( ) 0k
k jH x+ ≡  ( )0,1,2,... .j =

В данной работе для дифференциального оператора (1) на основе формул (3) и (5) получим 
интерполяционный многочлен и представление его погрешности. 

Отметим, что дифференциальный оператор (1) зависит от одной функциональной пе- 
ременной x(t). Поэтому дифференциал Гато [ ; ]F x hδ  в точке x = x(t) по направлению h = h(t) 
( )( ), ( )mx h C T∈  для этого оператора вычисляется по правилу 
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где ( )1 2, ,..., mβ = β β β  – мультииндекс, 1 2 ... .mβ = β +β + +β
Далее, дифференциал Гато второго порядка 2

1 2[ ; , ]F x h hδ  оператора F в точке x = x(t) по на-
правлениям 1 1( ),h h t=  2 2( )h h t=  ( )( )

1 2, , ( )mx h h C T∈  равен



152   proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus, Рhysics and mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, рр. 149–163 

{ }
( ) ( )

2
02

1 2 1 2
0 0

, ( )
[ ; , ] ( ) ( ).

( ) ( )

m

m m f t D x t
F x h h D h t D h t

D x t D x t

β

β = α γ
α γ

α = γ =

 ∂  
 δ =

∂ ∂
∑ ∑

Следовательно,

{ }
( )

2
02 2

0

, ( )
[ ; ] [ ;1, ] ( ).

( ) ( )

m

m f t D x t
F x h F x h D h t

x t D x t

β

β = α
α

α =

 ∂  
 δ ≡ δ =

∂ ∂
∑

В случае 3,4,...ν =  аналогично получим, что для операторов (1) дифференциал Га- 
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Следовательно, для операторов (1) формула (3) преобразуется к виду 
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где функция ( )( , ) = ( ) ( ) ( ) ,i p i pt x t x t x tυ τ + τ −  ( ) ( )1 2
1 2

1 2

, ,..., ,
, = ,i m

i mm

t t t
D t

t t t

α
α

α α α

∂ υ τ
υ τ

∂ ∂ ⋅⋅ ⋅∂
 ( ) ,0,0 ;ki N∈  xp – 

фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 множества Nk,0. 
таким образом, справедлива 
т е о р е м а  1. Обобщенный операторный многочлен (7) является интерполяционным для 

заданного на множестве ( ) ( )mC T  оператора F(x) вида (1), и для него имеют место условия (4).
Воспользуемся правилом (5) для представления погрешности интерполирования оператора (1) 

полиномом (7).
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С л е д с т в и е  1. Для погрешности интерполирования , ,( ) = ( ) ( ; )k n k nr x F x B F x−  дифферен-
циаль но го оператора F(x) вида (1) полиномом , ( ; ),k nB F x  заданным равенством (7), имеет место 
представление 
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где 1 = ;kx x+  q – разность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ;k nI  ( )
1, ( ) 0k

k jH x+ ≡  ( )= 0,1,2,... .j
Формулы лагранжева и эрмитова типа с узлами второй кратности для рассматриваемого 

дифференциального оператора вида (1) в частных производных, а также явные представления 
погрешности интерполирования получены в работе [3].

многочлены эрмита – Биркгофа, содержащие дифференциалы Гато и интеграл Стилтьеса 
интерполируемого оператора. Ранее в работе [1] были построены обобщенные интерполяцион-
ные операторные многочлены, которые заданы на множествах функций одной переменной и со-
держат дифференциалы Гато и интегралы Стилтьеса интерполируемого оператора. В частности, 
если числовая функция 
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 (8)

где 1 1 1 10 1,  ,  (0, ) 0,t t< τ < ∈ χ ≡  а 1 1(1, ) 1,tχ ≡  то для операторного многочлена
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где xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 матрицы Im,n, также выполняются 
интерполяционные условия (4). Когда множество Nk,0 пустое, то, как и ранее, 

( )
,

( , ) ,
( ; ) = ; ( )k

k n j i ij
i j M k n

B F x D F x H x
∈

 
 ∑ 

 
и первая группа равенств в условиях (4) отсутствует.

В работе [2] для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),k n k nr x F x B F x= −  где , ( ; )k nB F x  – интерполяционный 
полином (9), получено следующее представление:
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 (10)

где xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 множества Nk,0, 1 ,kx x+ =  q – раз-
ность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ,k nI  ( )

1, ( ) 0  ( 0,1,2,...).k
k jH x j+ ≡ =  
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В этой работе обобщим формулы (9) и (10) на случай функций многих переменных 
( )1 2, ,..., [0,1]m

mτ = τ τ τ ∈  и ( )1 2, ,..., .m
mt t t t= ∈  Введем числовую функцию 

1 2 1 2 1
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m m i i
i

t t t t t
=

χ τ ≡ χ τ τ τ = χ τ∏

где 1( , )i itχ τ  задается по правилу (8). Учитывая определение 1( , ),i itχ τ  для ( , )tχ τ  имеем
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т е о р е м а  2. Для операторного многочлена
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где xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 матрицы Im,n, выполняются интер-
поляционные условия (4). Когда множество Nk,0 пустое, то
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и первая группа равенств в условиях (4) отсутствует.
Д о к а з а т е л ь с т в о. При x = xq (здесь индексу q соответствует первый индекс элемента εp0 = 1 
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для s ≥ 1. так как значение ( ) ( ) = ,k
s q iq sjijD H x  δ δ   то из всех слагаемых в (11), содержащих выра-
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H x x
x
σ

σ
 останутся только те, для которых i = q и s = j. Отсюда следует вторая 

группа равенств в (4). теорема 2 доказана.
т е о р е м а  3. Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),k n k nr x F x B F x= −  где , ( ; )k nB F x  – интерполяцион-

ный полином (11), справедливо следующее представление:
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где xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 множества Nm,0, 1 ,kx x+ =  q – раз-
ность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ,k nI  ( )

1, ( ) 0  ( 0,1,2,...).k
k jH x j+ ≡ =  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, в случае ,0( ,0) kNν ∈  погрешность , ( ) = 0.k nr xν  
Учитывая, что , ,  ( 0,1,2,...),k n k n qM M q+≡ =  при 1kν = +  получим 

[ ]
[ ] ( )

( 1)
10

, 1
1 1( ,0) 1,0 [0,1]

( )
( ) = ( ) ( , ) ( ) ( )

( )m

k
ki

k n k p i p
k ki Nk

H x
r x d F x x x

x

+
+

+ τ
+ +∈ +

τ
 ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ + σ τ

∑ ∫

( 1)
1

1
1 1( , ) 1,

( )
; ( )

( )

k
kij

j i k i
k ki j M k n q

H x
D F x x

x

+
+

+
+ +∈ + +

 
+ σ − 

σ  
∑ 

[ ]
[ ] ( )

( )
10

1( ,0) 1,0 [0,1]

( )
( ) ( , ) ( ) ( )

( )m

k
ki

p i p
k ki Nk

H x
d F x x x

x
+

τ
+∈ +

τ
 − ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ − σ τ

∑ ∫

( )
1

1( , ) 1,

( )
; ( )

( )

k
kij

j i k i
k ki j M k n q

H x
D F x x

x
+

+∈ + +

 
− − σ = 

σ  
∑ 

[ ]
[ ] ( )

( )
10

1
1( ,0) ,0 [0,1]

( )
( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( )m

k
ki

k p i p
k ki Nk

H x
F x d F x x x

x
+

+ τ
+∈

τ
 = − ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ − σ τ

∑ ∫

( )
1

1 , 1
1( , ) ,

( )
; ( ) ( ) ( ; ).

( )

k
kij

j i m i k k n k
k ki j M k n

H x
D F x x F x B F x

x
+

+ +
+∈

 
− σ = − 

σ  
∑ 

таким образом, теорема 3 доказана.
Воспользуемся формулами (11) и (12) для построения интерполяционного многочле- 

на и представления его погрешности в случае дифференциального оператора в частных 
производных вида (1). С учетом равенства (6) формула (11) для оператора (1) преобразу- 
ется к виду 
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где функция ( )( , ) = ( ) ( , ) ( ) ( ) ,i p i pt x t t x t x tξ τ + χ τ −  ( ) ( )1 2
1 2

1 2
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xp – фиксированный узел, соответствующий элементу εp0 множества Nk,0. Итак, доказана 
т е о р е м а  4. Обобщенный операторный многочлен (13) является интерполяционным 

для заданного на множестве ( ) ( )mC T  дифференциального оператора F(x) вида (1), и для него 
справедливы равенства (4).

Воспользуемся формулой (12) для представления погрешности интерполирования опера- 
тора (1) полиномом (13).

С л е д с т в и е  2. Для погрешности интерполирования , ,( ) = ( ) ( ; )k n k nr x F x B F x−  диф фе-
ренциального оператора F(x) вида (1) полиномом , ( ; ),k nB F x  заданным по правилу (13), имеет 
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где 1 = ;kx x+  q – разность числа столбцов матриц 1,k n qI + +  и , ;k nI  многочлен ( )
1, ( ) 0k

k jH x+ ≡  
( )= 0,1,2,... .j

В частности, если через , ( )k il x  обозначить фундаментальные многочлены, соответствующие 
задаче лагранжа для узлов 0 1, ,..., kx x x  относительно чебышевской системы функций { } 0

( ) ,k
q qt

=
ϕ  

для которых справедливы равенства , ( )k i j ijl x = δ  ( , 0,1,..., ),i j k=  то при p = 0 формула (11) при-
нимает достаточно простую форму:
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Интерполяционный многочлен (15) для дифференциального оператора (1) преобразуется к виду
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Как частный случай формулы (14), погрешность интерполирования ,0 ,0( ) ( ) ( ; )k kr x F x B F x= −  
дифференциального оператора F(x) вида (1) многочленом ,0 ( ; ),kB F x  заданным по правилу (16), 
имеет представление
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стую форму:
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Для дифференциального оператора (1) интерполяционный многочлен (17) преобразуется к виду
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Для погрешности интерполирования ,1 ,1( ) ( ) ( ; )k kr x F x B F x= −  многочленом (18), как частно-
го случая правила (14), справедливо следующее представление:
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где 1 , 1 , 1,  ( ) ( ) 0.k k k k kx x h x q x+ + += = ≡
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Частные случаи обобщенных формул эрмита – Биркгофа. если множество ,0 = {(0,0)},kN  
то ( ) ( )( )

00( ) = ( ) .k
k x t H x tσ   В этом случае вторая группа слагаемых в правой части формул (7) и (13) 

будет отсутствовать и соответствующие интерполяционные многочлены , ( )k nB x  для оператора (1) 
примут одинаковый вид:
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где x0 – фиксированный узел, соответствующий ненулевому элементу ε00 матрицы Ik,n. 
Рассмотрим частный случай формулы (19). В качестве чебышевской системы 2

=0{ ( )}k kuϕ  
выберем экспоненциальную на   систему функций 2 3{ , , },u u ue e e  а в качестве Dj – операторы 
дифференцирования: ( )( ) = ( ),j

jD u uϕ ϕ  и, соответственно, 1 2( ) = [ ; ... ],j
j jD F x F x h h hδ  = 1,2.j  

Пусть матрица 

 
1,2

1 0 0
= .

0 1 1
I  

 
 

тогда для многочлена Эрмита – Биркгофа вида (19), удовлетворяющего условиям 

 2 2
1,2 0 0 1,2 1 1 1 1 1,2 1 1 2 1 1 2( ) = ( ); [ ; ] = [ ; ], [ ; ] = [ ; ],B x F x B x h F x h B x h h F x h hδ δ δ δ

справедливо представление 

{ }
{ }

( )
( ) ( )

( )

(1) (1)12 0 11 00
1,2 0 (1)1=0 =1 0 1 00

, ( ) ( ) ( )
( ) = , ( ) ,

( )( ) ( )

mj
mm j

jj

f t D x t H x t H x t
B x f t D x t D

H x tx t D x t

β

β =α α
− αα α =

 ∂        +   
  ∂ ∂   

∑ ∑

где фундаментальные многочлены интерполирования (1)
00 ( ),H x  (1)

11 ( )H x  и (1)
12 ( )H x  задаются ра-

венствами 

 (1) 2 20 1 1
00 ( ) = ( 3 3 ),x x x x x xH x Ke e e e− ++ −

 ( )(1) 2 21 0 0 1 1 0
11 ( ) = ( ) 9 4 ( ) ,

2
x x x x x x x x x xKH x e e e e e e e e− +− + − +

 ( )(1) 2 21 0 0 1 1 0
12 ( ) = ( ) 3 2 ( ) ,

2
x x x x x x x x x xKH x e e e e e e e e− +− − + − +

 
2 2 10 1 0 1= ( 3 3 ) .x x x xK e e e −++ −

Рассмотрим еще один частный случай формулы (19). В качестве чебышевской системы 
2

=0{ ( )}k kuϕ  выберем тригонометрическую на [0,2π] систему функций {1,sin ,cos }.u u  Пусть  
и в этом случае ( )( ) = ( ),j

jD u uϕ ϕ  оператор 1 2( ) = [ ; ... ]j
j jD F x F x h h hδ  ( = 2,3),j  а матрица

 
1,3

1 0 0 0
.

0 0 1 1
I  

=  
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тогда для интерполяционного многочлена Эрмита – Биркгофа 1,3( )B x  вида (19), удовлетворя- 
ющего условиям 

 2 2 3 3
1,3 0 0 1,3 1 1 2 1 1 2 1,3 1 1 2 3 1 1 2 3( ) = ( );  [ ; ] = [ ; ],  [ ; ] = [ ; ],B x F x B x h h F x h h B x h h h F x h h hδ δ δ δ  (20)

справедливо представление 

3 (1)
1,3 0 1 1

=2
( ) = ( ) ; ( )j

j
j

B x F x F x H x + δ = ∑

 { }
{ }

( ) ( )
13 0 (1)

0 11=0 =2 0 1

, ( )
, ( ) ( ) ,

( ) ( )

mj
mm

jjj

f t D x t
f t D x t D H x t

x t D x t

β

β =α α
− αα α =

 ∂     = + 
  ∂ ∂

∑ ∑  (21)

где (1) (1)
0 1 1 0 1 112 13( ) = cos( ) cos( ), ( ) = sin( ) sin( ).H x x x x x H x x x x x− − − − − −

П р и м е р  1. Рассмотрим дифференциальный оператор порядка m в частных производных

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
mpF x t a t x t b t x t c t D x tα

α
α =

= ϕ + + + ∑  (22)

где p – фиксированное целое неотрицательное число, а ( ) ( ) ( ) ( ), , ,t a t b t c tαϕ  – произвольно за-
данные функции переменной ( )1 2, ,..., .mt t t t=  Для оператора (22) построим интерполяционный 
многочлен 1,3( )B x  вида (21).

Сначала вычислим дифференциалы Гато, входящие в формулу (21). Поскольку дифферен-

циал первого порядка { }1
1 1 1

1
[ ; ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

mpF x h a t pb t x t h t c t D h t− α
α

α =
δ = + + ∑  то дифференциалы 

Гато второго и третьего порядка задаются формулами 2 2
1 2 1 2[ ; ] ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )pF x h h p p b t x t h t h t−δ = −   

и 3 3
1 2 3 1 2 3[ ; ] ( 1)( 2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).pF x h h h p p p b t x t h t h t h t−δ = − −  Следовательно,

(1) (1)2 3
1,3 0 1 112 13( ) = ( ) ; ( ) ; ( )B x F x F x H x F x H x   + δ + δ =   

( )2 (1)
0 00 1 12

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

mp pt a t x t b t x t c t D x t p p b t x t H x t−α
α

α =
= ϕ + + + + − +∑

 ( )3 (1)
1 13( 1)( 2) ( ) ( ) ( ) .pp p p b t x t H x t−+ − −  (23)

Проверим выполнение интерполяционных условий (20). так как (1)
012 ( ) = 0H x  и (1)

013 ( ) = 0,H x  

то 1,3 0 0( ) ( ).B x F x=  Далее, с учетом равенств (1)
112 ( ) 1,H x ′′  =   (1)

113 ( ) 0,H x ′′  =   (1)
112 ( ) 0,H x ′′′  =   

(1)
113 ( ) 1,H x ′′′  =   получим, что для оператора (22) и интерполяционной формулы (23) выполня-

ются равенства

{ }22 2
1,3 1 1 2 1 2 1 1 21[ ; ] = ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ; ],pB x h h p p b t x t h t h t F x h h−δ − ≡ δ

{ }33 3
1,3 1 1 2 3 1 2 3 1 1 2 31 [ ; ] = ( 1)( 2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ; ].pB x h h h p p p b t x t h t h t h t F x h h h−δ − − ≡ δ

таким образом, для оператора 1,3( )B x  вида (23) справедливы интерполяционные условия (20).



160   proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus, Рhysics and mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, рр. 149–163 

Пусть далее Ik,k– квадратная диагональная матрица размерности ( 1) ( 1)k k+ × +  и рассматри-
вается интерполяционная задача абеля – Гончарова. В этом частном случае интерполяционной 
задачи Эрмита – Биркгофа множество Nk,0 состоит из нулевой пары (0,0), множество Mk,k – из эле-
ментов (q,q) (q = 1,2,…,k), сумма ( ) ( )( )

00( ) = ( )k
k x t H x tσ  и формула (19) принимает вид

{ }, 0
=0

( ) , ( )
m

k kB x f t D x tα

α

 = + 
 

 
{ }

( )
( ) ( )

( )

( )( )
=0 00

( )1=1 =1 =0 00

, ( ) ( ) ( )
.

( )( ) ( )

m
kkqqk m qq q

q k
q q q

f t D x t H x t H x t
a D

H x tx t D x t

ν β

β α
ν ν− α

ν α

 ∂      +  
∂ ∂   

∑ ∑ ∑  (24)

Здесь функции ( ) ( )k
qqH t  ( 0,1,..., )q k=  – фундаментальные интерполяционные многочлены, 

соответствующие задаче абеля – Гончарова для случая произвольной чебышевской системы 
функций, для которых выполняются условия ( ) ( ) =k

j qq j q jD H t δ   ( , = 0,1,..., ).q j k
Операторный многочлен , ( )k kB x  вида (24) удовлетворяет интерполяционным условиям 

, 0 0 ,( ) = ( );  ( ) = ( ),  = 1,2,..., .k k q k k q q qB x F x D B x D F x q k 

Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),k k k kr x F x B x−  где , ( )k kB x  – интерполяционный полином вида (24), 
имеет место представление 

{ }
( ) ( )

1 0( 1) ( 1)
, 1 1, 1 1, 11=1 0

, ( )
( ) ; ( ) ( ) .

( ) ( )

m

k mk k
k k k jk k k k

f t D x t
r x D F x H x a D H x t

x t D x t

ν β
+ β =+ +α

+ ν+ + + +ν− α
ν α =

 ∂  
  = =  ∂ ∂

∑ ∑

Через 1 [ ; ],kD F x h+  как и ранее, обозначен оператор вида (2), когда направления ( ) 1h tν ≡  для 

= 1,2,..., ,kν  а 1( ) = ( ).kh t h t+  

если ( )( ) = ( ),j
jD t tϕ ϕ  а 1 2( ) = [ ; ... ],   = 1,2,..., ,j

j jD F x F x h h h j kδ  то интерполяционная форму-
ла (24) примет вид 

 
{ }, 0

=0
( ) = , ( )

m
k kB x f t D x tα

α

  + 
 

 

{ }
( )

( ) ( )
( )

( )( )
0 00

( )1=1 0 00

, ( ) ( ) ( )
.

( )( ) ( )

mq
kkqk m qq q

kqq q q

f t D x t H x t H x t
D

H x tx t D x t

β

β = α
− α

α =

 ∂      +  
∂ ∂   

∑ ∑   (25)

Операторный многочлен , ( ),k kB x  заданный формулой (25), удовлетворяет интерполяцион-
ным условиям 

 , 0 0 , 1 2 1 2( ) = ( ),  [ ; ... ] = [ ; ... ],  = 1,2,..., .q q
k k k k q q q qB x F x B x h h h F x h h h q kδ δ  (26)

Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),k k k kr x F x B x−  где , ( )k kB x  – интерполяционный полином вида (25), 
справедливо представление 
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{ }
( ) ( )

1
0( 1) ( 1)1

, 1, 1 1, 1
0

, ( )
( ) = ; ( ) ( ) .

( ) ( )

mk
mk kk

k k k k k kk

f t D x t
r x F x H x D H x t

x t D x t

+ β

β =+ ++ α
+ + + +α

α =

 ∂  
  δ =  ∂ ∂

∑
 

Здесь, как и ранее, 1 [ ; ]k F x h+δ  означает, что направления ( ) 1h tν ≡  для = 1,2,..., ,kν  а 1( ) = ( ).kh t h t+

Отметим, что явный вид алгебраических фундаментальных многочленов ( ) ( ),k
qqH t  удовлет-

воряющих условиям ( ) ( ) =k
j qq j q jD H t δ  ( , = 0,1,..., ),q j k  приведен в монографии [4], в которой до-

статочно полно исследована задача абеля – Гончарова для функций скалярного аргумента.
П р и м е р  2. Построим интерполяционный многочлен , ( )k kB x  вида (25), как и раньше, 

для дифференциального оператора порядка m в частных производных, заданного форму- 
лой (22). Для этого вычислим дифференциалы Гато порядка 2,3,...,q k=  рассматриваемого 
оператора. так как

{ } ( ) ( )( ) 1 ( ) ( )
1 11 1 11 11

1
; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

mk p k kF x H a t pb t x t H x t c t D H x t− α
α

α =

 δ = + +  ∑

( )( ) 2 ( )2
2 22 2 22; ( 1) ( ) ( ) ( ) ,k p kF x H p p b t x t H x t− δ = − 

( )( ) 3 ( )3
3 33 3 33; ( 1)( 2) ( ) ( ) ( ) ,k p kF x H p p p b t x t H x t− δ = − − 

то, очевидно, что

( ) ( ) ( )( ) ( )!; ( ) ( ) ( ) ( )  2,3,..., .
!

q k p q k
q qq q qq

pF x H x b t x t H x t q k
p q

− δ = =  −

Следовательно, формула (25) для оператора (22) примет вид

( )
, 0 0 00

=1 1
( ) = ( ) ; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k mpq k
k k q qq

q
B x F x F x H x t a t x t b t x t c t D x tα

α
α =

 + δ = ϕ + + + + ∑ ∑  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
11 11

1 =1

!( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
!

m kk k p q k
q qq

q

pa t H x t c t D H x t b t x t H x t
p q

α −
α

α =
+ + +

−
∑ ∑  (27)

Проверим выполнение интерполяционных условий (26). так как ( )
0( ) = 0k

qqH x  при всех 

1,2,..., ,q k=  то 1,3 0 0( ) ( ).B x F x=  Далее, с учетом равенств 
( )( ) ( )

jk
qq j q jH t  = δ   ( , = 0,1,..., ),q j k  

получим, что

 

{ } ( ) ( )1
, 1 1 1 1 1 11

1
[ ; ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ; ],

mp
k kB x h a t pb t x t h x t c t D h x t F x h− α

α
α =

δ = + + ≡ δ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 2 1 2 1 2
![ ; ... ] = ( ) ( ) ( ) ... ( ) [ ; ... ],  = 2,3,..., .

!
q p q q

k k q q q q q q
pB x h h h b t x t h x t h x t h x t F x h h h q k

p q
−δ ≡ δ

−

Итак, для оператора , ( )k kB x  вида (27) справедливы интерполяционные условия (26).
В заключение отметим, что результаты, полученные в работе, могут быть использованы  

в качестве основы для построения приближенных методов решения некоторых нелинейных опе-
раторно-дифференциальных уравнений с частными производными, встречающихся в том числе 
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в различных областях математической физики. Ряд интерполяционных формул, представляю-
щих решение задачи лагранжа и Эрмита с узлами второй кратности, а также обобщенной про-
блемы Эрмита – Биркгофа, для нелинейных обыкновенных дифференциальных операторов при-
веден в работах [2, 5]. Статьи [6–11] посвящены построению интерполяционных многочленов 
Эрмита – Биркгофа различной структуры для операторов в функциональных пространствах. 
Исследование регулярности интерполирования типа Эрмита – Биркгофа, различные постановки 
этой задачи и некоторые ее применения имеются в монографии [12] и работах [13, 14]. Достаточно 
полная теория операторного интерполирования изложена в [15, 16].
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О ЦЕЛОМ ПОЛОЖИТЕЛЬНОМ РЕШЕНИИ МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ X n = A  
ДЛЯ МАТРИЦ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА В СЛУЧАЕ НАТУРАЛЬНЫХ n

Аннотация. Цель данной работы – исследовать возможность использования аналитических методов для нахож-
дения целых положительных решений нелинейных матричных уравнений вида X n = A, где А, X – матрицы третьего 
порядка, n – натуральное число. Элементы исходной матрицы А являются целыми положительными числами. 
Решаемое уравнение записывалось в виде системы, состоящей из девяти нелинейных уравнений, которая затем ре-
шалась аналитическими методами. Предложенная методика решения поставленной задачи предполагает нахожде-
ние внедиагональных элементов в общем случае для каждой возможной комбинации диагональных элементов ма-
трицы Х (если необходимо найти матрицу-корень Х, диагональные элементы которой не являются нулевыми). Задача 
решалась в два этапа. Первый предусматривал нахождение произведений пар, симметричных относительно главной 
диагонали элементов. На втором этапе для каждой пары внедиагональных элементов матрицы Х составлялась систе-
ма уравнений, которая включала в себя два соответствующих уравнения для внедиагональных элементов исходной 
матрицы и уравнение, представляющее собой произведение вычисляемых элементов матрицы Х. Решая полученные 
таким образом системы для всех трех пар внедиагональных элементов матрицы Х, можно найти последние. Если все 
рассчитанные внедиагональные элементы представляют собой натуральные числа, то исходная матрица А имеет 
натуральную матрицу-корень Х. В ходе проведенного исследования соблюдался принцип от простого к сложному, 
от частного к общему. В связи с этим в данной статье представлена лишь часть полученных результатов: рассматри-
ваются только решения вида 

,   
0

0 0 .
0 0

b c a b c
X d f X d f

g h g h
= =
   
   
   
   

Было показано, что для решения задачи по нахождению целых положительных решений матричного уравне-
ния Xn = A для матриц третьего порядка в случае натуральных n можно использовать аналитические методы. 
Методику, представленную в статье, можно применять и для нахождения натуральных корней матриц третьего 
порядка и при больших n.

Ключевые слова: нелинейное матричное уравнение, аналитические методы, система нелинейных алгебраических 
уравнений, натуральные корни уравнения, диагональные элементы матрицы, внедиагональные элементы матрицы

Для цитирования. Якуто, К. Л. О целом положительном решении матричного уравнения Xn = A для матриц 
третьего порядка в случае натуральных n / К. Л. Якуто // Вес. Нац. акад. навук Беларусi. Сер. фiз.-мат. навук. – 2018. – 
Т. 54, № 2. – С. 164–178. https://doi.org/10.29235/1561-2430-2018-54-2-164-178

K. L. Yakuto

Vitebsk State University named after P. M. Masherov, Vitebsk, Belarus

POSITIVE INTEGER SOLUTION OF THE MATRIX EQUATION Xn = A 
FOR THIRD-ORDER MATRICES IN THE CASE OF POSITIVE INTEGERS n

Abstract. The problem of the positive integer solution of the equation Xn = A for different-order matrices is important to 
solve a large range of problems related to the modeling of economic and social processes. The need to solve similar problems 
also arises in areas such as management theory, dynamic programming technique for solving some differential equations.  
In this connection, it is interesting to question the existence of positive and positive integer solutions of the nonlinear equations  
of the form Xn = A for different-order matrices in the case of the positive integer n. The purpose of this work is to explore the 
possibility of using analytical methods to obtain positive integer solutions of nonlinear matrix equations of the form Xn = A 
where A, X are the third-order matrices, n is the positive integer. Elements of the original matrix A are integer and positive 
numbers. The present study found that when the root of the nth degree of the third-order matrix will have zero diagonal ele-
ments and nonzero and positive off-diagonal elements, the root of the nth degree of the third-order matrix will have two zero 
diagonal elements and nonzero positive off-diagonal elements. It was shown that to solve the problem of finding positive inte-
ger solutions of the matrix equation for third-order matrices in the case of the positive integer n, the analytical techniques can 
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be used. The article presents the formulas that allow one to find the roots of positive integer matrices for n = 3,…,5. However, 
the methodology described in the article can be adopted to find the natural roots of the third-order matrices for large n.

Keywords: nonlinear matrix equation, analytical methods, nonlinear algebraic equations system, natural roots, matrix 
diagonal elements, matrix off-diagonal elements
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Введение. Важное значение для решения широкого круга проблем, связанных с моделирова-
нием экономических, социальных процессов, имеет задача о нахождении целого положительно-
го решения уравнения Xn = A для матриц различных порядков [1, c. 189]. Необходимость решать 
подобные задачи также возникает в таких областях, как теория управления, динамическое про-
граммирование, методика решения некоторых дифференциальных уравнений. В связи с этим 
представляет интерес вопрос о наличии положительных и целых положительных решений не-
линейного матричного уравнения вида Xn = A для матриц различных порядков в случае целых 
положительных n. 

К настоящему моменту разработано несколько алгоритмов для нахождения решений нели-
нейных матричных уравнений. Основными итерационными методами являются метод Ньюто- 
на [2] и метод Шура [3], но они имеют ряд недостатков, среди которых проблема выбора на-
чального приближения, проблема сходимости и скорости сходимости итерационного процесса 
к решению. Кроме того, нелинейные матричные уравнения можно решать, используя метод раз-
ложения Жордана [4] и метод интерполяционных полиномов [5]. Однако особенностью данных 
подходов в условиях решаемой задачи является тот факт, что в результате решения мы получаем 
все возможные значения матрицы Х, неоправданно тратя на это время. Предлагаемый нами ме-
тод не имеет указанных выше недостатков.

Целью настоящей работы является доказательство эффективности использования анали-
тических методов для решения задачи по нахождению целых положительных решений нели-
нейного матричного уравнения Xn = A для матриц третьего порядка в случае целых поло- 
жительных n. 

материал и методы. Изучались нелинейные матричные уравнения вида Xn = A, где А, X – 
матрицы третьего порядка, n – натуральное число. Элементы исходной матрицы А являются це-
лыми и положительными числами. Методика проводимого исследования была подобна подходу, 
предложенному в [6, 7]: решаемое уравнение записывалось в виде системы, состоящей из девяти 
нелинейных уравнений, которая затем решалась аналитическими методами. В процессе прове-
дения исследования использовался пакет символьной математики Maple 15.

Результаты и их обсуждение. Пусть в общем случае 

,   .
a b c K L M

X d e f A N P Q
g h i R S T

   
   = =   
   
   

Пусть необходимо выяснить, когда корень n-й степени матрицы третьего порядка будет 
иметь нулевые диагональные и отличные от нуля внедиагональные элементы, т. е. 

0
0 .

0

nb c K L M
d f N P Q
g h R S T
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л е м м а  1. Чтобы найти целый положительный корень рассматриваемого вида уравнения 
4X A=  или показать, что таковой отсутствует, необходимо оценить возможные значения 

:γ = fh 1 5,P≤ γ ≤ −  затем для каждого возможного значения γ найти значения переменных
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После этого, разрешив уравнения 
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+ αγ =  отно-

сительно переменных x, y, z соответственно, найти значения переменных b, c, f, используя фор-

мулы 
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xyz
=  и значения переменных d, g, h, используя формулы ,d

b
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,g
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γ

=  Если в результате вычислений все внедиагональные элементы матрицы Х будут 

представлять собой целые положительные числа, то уравнение 4X A=  имеет целый положи-
тельный корень, иначе такой корень отсутствует. Если установлено, что существует несколь-
ко целых положительных вариантов матрицы Х, то рассматриваемое матричное уравнение 
имеет столько же целых положительных решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  В рассматриваемом случае система уравнений будет иметь сле- 
дующий вид: 
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Рассмотрим 1-е, 5-е и 9-е уравнения системы (1):
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 (2)

Решая систему (2), можно найти переменные α и β, которые в данном случае будут зависеть 
от переменной γ:

( ) ( )( )
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Оценка для γ имеет вид 1 5.P≤ γ ≤ −
таким образом, произведения всех пар, симметричных относительно главной диагонали эле-

ментов, считаем известными. Перепишем 2-е и 4-е уравнения системы (1) в следующем виде:
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Перемножив уравнения системы (3), получим

 
2 2 ,Lcd h Nb gh С+ =   (4)

где ( )2 2(2 ) .С LN= +βγ α − α +β + γ  
Перепишем 3-е и 7-е уравнения системы (1) в следующем виде:
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Перемножив уравнения системы (5), получим

 
2 2 ,Rc dh Mbfg B+ =  (6)

где ( )2 2( 2 ) .B MR= + αγ β − α + β + γ
Перепишем 6-е и 8-е уравнения системы (1) в следующем виде:
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Перемножив уравнения системы (7), получим

 
2 2 ,Qcdh Sbf g E+ =  (8)

где ( )2 2( 2 ) .E QS= + αβ γ − α +β + γ
Поскольку α, β, γ считаем известными, то С, В, Е также можем считать известными.
таким образом, имеем следующую систему уравнений:
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Выразив переменные d, g, h из трех последних уравнений системы (9) и подставив получен-
ные значения в первые три уравнения, получим следующую систему уравнений:

 

2

2

2

,

,

,

L N x С
x

R M y B
y

S Q z E
z

 α γ
+ β =


αγ + β =


 β

+ αγ =


  (10)

где 
2

,b fx
c

= 2 ,bfy
c

= 2 .cz
bf

=

Зная x, y, z, можно найти переменные b, c, f: 

 

3
4 4 43 3

1,   ,   .x z xb c f
y y z xyz

= = =  

т е о р е м а  1. Необходимым условием существования корня четвертой степени с нулевыми 
диагональными и целыми положительными внедиагональными элементами у матрицы А являет-
ся существование хотя бы одного общего делителя у диагональных элементов матрицы А.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем систему уравнений (2) в следующем виде:

 

( )( )
( )( )
( )( )

,

,

.

K

P

T

α+β α +β + γ =

α + γ α +β + γ =

 β + γ α +β + γ =

 (2ʹ)

Из системы (2ʹ) следует, что диагональные элементы матрицы А имеют общий делитель. 
Поскольку необходимым условием существования корня четвертой степени с нулевыми диаго-
нальными и целыми положительными внедиагональными элементами у матрицы А является це-
лочисленность и положительность всех элементов тройки (α, β, γ), то общий делитель является 
натуральным числом.

а л г о р и т м  1. Нахождение корня (корней) четвертой степени с нулевыми диагональными 
и целыми положительными внедиагональными элементами у матрицы А, если такой корень (или 
корни) существует (существуют).

Шаг 1. Выяснить, имеют ли диагональные элементы матрицы А хотя бы один общий дели-
тель. если такой делитель отсутствует, то матрица А не имеет ни одного корня четвертой степе-
ни рассматриваемого вида. если такой делитель (делители) существует (существуют), то перей-
ти к шагу 2.

Шаг 2. Используя приведенную в лемме 1 оценку, определить возможные значения пере-
менной γ. 

Шаг 3. Найти для каждого возможного значения γ значения переменных α и β. если у всех 
троек (α, β, γ) хотя бы одна из переменных не является натуральным числом, то матрица А  
не имеет ни одного корня четвертой степени рассматриваемого вида. если все переменные хотя бы 
одной из троек являются натуральными числами, то необходимо перейти к шагу 4.

Шаг 4. Для всех троек, все переменные которых являются натуральными числами, необходи-
мо найти переменные С, В, Е по формулам, представленным в лемме 1.

Шаг 5. Разрешив систему (10), найти переменные x1, x2, y1, y2, z1, z2. 
Шаг 6. По формулам связи троек (x, y, z) и (b, c, f ) найти переменные b, c, f. Зная соответ-

ствующие тройке (x, y, z) произведения, найти переменные d, g, h. если все переменные, являю-
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щиеся	 элементами	 матрицы	Х,	 представляют	 собой	 целые	 положительные	 числа,	 то	 система	
уравнений	(1)	разрешима	в	целых	положительных	числах,	иначе	можно	сделать	вывод,	что	мат-
рица	А	не	имеет	ни	одного	корня	четвертой	степени	рассматриваемого	вида.

П	р	и	м	е	р.	Пусть	матрица	А	имеет	вид	

88 35 59
125 55 83 .
61 46 99

A
 
 =  
 
 

Оценка	для	γ	имеет	вид	1 7.≤ γ ≤ 	Используя	формулы	связи	переменных	α	и	γ,	а	также	β	и	γ,	по-
лучим,	что	лишь	в	случае,	когда	γ	=	3,	имеет	место	тройка	(α,	β,	γ)	=	(2,	6,	3).	При	всех	других	
значениях	 переменной	 γ	 переменные	 α	 и	 β	 не	 представляют	 собой	 натуральные	 числа.	
Следовательно,	в	дальнейшем	проводить	расчеты	необходимо	только	с	данными	значениями	пере-
менных	α,	β,	γ.	Далее	для	решения	системы	уравнений	(10)	необходимо	вычислить	С, В, Е.	В	рас-
сматриваемом	примере	для	тройки	 ( ) ( ), , 2,6,3 ,α β γ = 1405,С =  2081,B = 1574.E = 	Решая	1-е	урав-
нение	системы	(10),	получим	 1 1,5;x =  2 0,37(3).x = 	Решая	2-е	уравнение	системы	(10),	получим	

1 0,75,y =  2 0,23.y = 	Решая	3-е	уравнение	системы	(10),	получим	 1 0,83,z =  ( )2 0, 2 .z = 	Вычислив	
значения	переменных	b,	c,	f,	для	тройки	(x1,	y1,	z2),	получим	b	=	1,	c	=	2,	f	=	3.	Исходя	из	того,	что	
произведения	всех	трех	пар	диагональных	элементов	матрицы	Х,	симметричных	относительно	
главной	диагонали,	известны,	можно	найти	значения	переменных	d,	g,	h: b	=	2,	g	=	3,	h	=	1.	Таким	
образом,	искомая	матрица	Х	имеет	вид

0 1 2
2 0 3 .
3 1 0

X
 
 =  
 
 

Л	е	м	м	а		2.	Чтобы найти целый положительный корень рассматриваемого вида уравнения 
X 5	 =	A или показать, что таковой отсутствует, необходимо оценить возможные значения 

:γ = fh 1 10,M≤ γ ≤ −  затем для каждого возможного значения γ	найти значения переменных 

( ) ( )2 2

2 2

2 3 2 2 2 3
,   ,

3 2 2 3 2 2

KP PT P KP PT P
bd cg

KP PT P KP PT P

γ − + γ + −
α = = β = =

− + + − + +

( )2 2 2 2 2 2( 2 2 3 ) ,С LN= + α β γ − α + αβ + αγ + βγ +β + γ  

( )2 2 2 2 2 2( 2 2 3 ) ,B MR= +β α γ − β + βγ + αβ + αγ + α + γ

( )2 2 2 2 2 2( 2 2 3 ) .E QS= + γ α β − γ + βγ + αγ + αβ + α +β

После этого, разрешив уравнения

2 2 2 2
2 2,   ,   M L SR y B N x С Q z E

y x z
α γ β α γ

+ β = + αγ = + β =  

относительно переменных x,	y,	z соответственно, найти значения переменных b, c, f, используя 
формулы

 

2 3 2
3 2 25 5 5

2 2 3,   ,   ,x y yb x y z c f
z x z

= = =

и значения переменных d, g, h, используя формулы
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,   ,  .d g h
b c f
α β γ

= = =

Если в результате вычислений все внедиагональные элементы матрицы Х будут представ-
лять собой целые положительные числа, то уравнение X5 = A имеет целый положительный ко-
рень, иначе такой корень отсутствует. Если установлено, что существует несколько целых 
положительных вариантов матрицы Х, то рассматриваемое матричное уравнение имеет 
столько же целых положительных решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В рассматриваемом случае система уравнений будет иметь следующий вид: 

 

2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 ,

2 2 3 ,

2 2 3 ,

2 2 3 ,

2 2 2

b dfg c dgh bcd h bcfg cdfh bf gh K

b d b cdg b dfh bcfgh bc g bf h c dh L

c g c fgh bc dg bcdfh b cd b f g cf h M

b d bcd g bd fh cdfgh df h c dg bf g N

bcd h b dfg cdfh

+ + + + + =

+ + + + + + =

+ + + + + + =

+ + + + + + =

+ + 2 2 2

3 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 ,

2 2 3 ,

2 2 3 ,

2 2 3 ,

2 2 2 2

bf gh bcfg c dgh P

f h cf gh bdf h bcdfg c d h c fg b d f Q

c g bcdg cfg h bdfgh b d g cd h f gh R

f h bdfh cfgh bcdgh b d h c g h b fg S

cdfh bcfg c dgh bf gh bcd h b dfg

+ + + =

+ + + + + + =

+ + + + + + =

+ + + + + + =

+ + + + + = .T


















 (11)

Рассмотрим 1-е, 5-е и 9-е уравнения системы (11):

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 ,

2 2 2 2 ,

2 2 2 2 .

b dfg c dgh bcd h bcfg cdfh bf gh K

bcd h b dfg cdfh bf gh bcfg c dgh P

cdfh bcfg c dgh bf gh bcd h b dfg T

 + + + + + =
 + + + + + =
 + + + + + =

 (12)

Решая систему (12), можно найти переменные α и β, которые в данном случае будут зависеть 
от переменной γ:

 

( ) ( )2 2

2 2

2 3 2 2 2 3
,   .

3 2 2 3 2 2

KP PT P KP PT P

KP PT P KP PT P

γ − + γ + −
α = β =

− + + − + +

Оценка для γ имеет вид 1 10.M≤ γ ≤ −
таким образом, произведения всех пар, симметричных относительно главной диагонали эле-

ментов, считаем известными.
Действуя аналогично предложенному выше в лемме 1, получим следующую систему уравнений:

 

2
2

2 2

2
2

,

,

,

L N x С
x

M R y B
y

S Q z E
z

 β
+ αγ =


 α γ

+ β =

 α γ + β =


  (13)

где 
2

2 ,cx
bf

=
2 2

,b fy
c

=
2

2 .b fz
c

=
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Зная x, y, z, можно найти переменные b, c, f: 

 

2 3 2
3 2 25 5 5

2 2 3,   ,  .x y yb x y z c f
z x z

= = =

т е о р е м а  2. Необходимым условием существования корня пятой степени с нулевыми диа-
гональными и целыми положительными внедиагональными элементами у матрицы А является 
существование хотя бы одного общего делителя у диагональных элементов матрицы А.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем систему уравнений (12) в следующем виде:

 

( )( )
( )( )
( )( )

,

,

.

K

P

T

α+β α +β + γ =

α + γ α +β + γ =

 β + γ α +β + γ =

 (12ʹ)

Из системы (12ʹ) следует, что диагональные элементы матрицы А имеют общий делитель. 
Поскольку необходимым условием существования корня пятой степени с нулевыми диагональ-
ными и целыми положительными внедиагональными элементами у матрицы А является цело-
численность и положительность всех элементов тройки (α, β, γ), то общий делитель является на-
туральным числом.

алгоритм нахождения корня (корней) пятой степени с нулевыми диагональными и целыми 
положительными внедиагональными элементами у матрицы А аналогичен алгоритму нахожде-
ния корня (корней) четвертой степени с нулевыми диагональными и целыми положительными 
внедиагональными элементами. 

Необходимо выяснить, когда корень n-й степени матрицы третьего порядка будет иметь два 
нулевых диагональных и отличные от нуля внедиагональные элементы, т. е. 

0 .
0

na b c K L M
d f N P Q
g h R S T

   
   =   
   
   

л е м м а  3. Чтобы найти целый положительный корень рассматриваемого вида уравнения 
X 3 = A или показать, что таковой отсутствует, необходимо оценить возможные значения пе-
ременной a: 31 6a K≤ ≤ −  и :γ = fh 1 4,L≤ γ ≤ −  затем для каждого возможного значения пары 
переменных (a, γ) найти значения переменных 

2 2,   ,
3 3

k P T k P Tbd cg
a a

+ − − +
α = = β = =  

2 ,I a bd cg fh= + + + ,H bd cg fh= + +
2 2

,LN I bd a cgfhU
I

+ −
=

2 2 2 2
,   ,MR I cg a bdfh QS H fh a bdcgV W

I H
+ − + −

= =

где 3.k K a= −  После этого найти значения переменных b, c, f, используя формулы

222 444 ,   ,   ,
2 2 2

± − γ± − β± − α
= = =

W W QSV V MRU U LNb c f
N R S

и значения переменных d, g, h, используя формулы 

,   ,  .d g h
b c f
α β γ

= = =
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Если в результате вычислений все внедиагональные элементы матрицы Х будут представлять 
собой целые положительные числа, то уравнение X 3 = A имеет целый положительный корень, 
иначе такой корень отсутствует. Если установлено, что существует несколько целых положи-
тельных вариантов матрицы Х, то рассматриваемое матричное уравнение имеет столько же 
целых положительных решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В рассматриваемом случае система уравнений будет иметь следу- 
ющий вид: 

( ) ( ) ( )3 2 2

2 2 2

2 2 2

2 , , ,

, , ,

, , .

a a bd cg cdh bfg K b a bd cg fh ach L c a bd cg gh abf M

a d afg bd cdg dfh N abd cdh bfg P acd cfg bdf f h Q

a g adh bdg cg fgh R abg cgh bdh fh S acg cdh bfg T

 + + + + = + + + + = + + + + =

 + + + + = + + = + + + =
 + + + + = + + + = + + =  

(14)

Рассмотрим 1-е, 5-е и 9-е уравнения системы (14):

 

2 2 ,
,
,

abd acg cdh bfg k
abd cdh bfg P
acg cdh bfg T

+ + + =
 + + =
 + + =

 (15)

где 3.k K a= −

Решая систему (15), получим 2 ,
3

k P Tbd
a

+ −
=

2 .
3

k P Tcg
a

− +
=

таким образом, известны все пары произведений, симметричных относительно главной диа-
гонали элементов матрицы Х.

Перемножив соответствующие уравнения системы (14) и подставив вместо переменных d, g, h 

соответственно , , ,
b c f
α β γ  как сделано выше для системы (1), получим

 

2

2

2

4 ,
2

4
,

2

4
,

2

U U LNb
N

V V MR
c

R

W W QS
f

S

± − α
=

± − β
=

± − γ








=






 (16)

найдем значения переменных d, g, h, используя формулы ,   ,  .d g h
b c f
α β γ

= = =

а л г о р и т м  2. Нахождение корня (корней) третьей степени с нулевыми диагональными  
и целыми положительными внедиагональными элементами у матрицы А, если такой корень 
(или корни) существует (существуют).

Шаг 1. Используя приведенную в лемме 3 оценку, определить возможные значения пе- 
ременной а.

Шаг 2. Используя приведенную в лемме 3 оценку, определить возможные значения пере-
менной γ. 

Шаг 3. (Для каждого из возможных значений переменной а.) Найти для каждого возможного 
значения γ значения переменных α и β. если у всех троек (α, β, γ) хотя бы одна из переменных  
не является натуральным числом, то матрица А не имеет ни одного корня третьей степени рас-
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сматриваемого вида. если все переменные хотя бы одной из троек являются натуральными чис-
лами, то необходимо перейти к шагу 4.

Шаг 4. Для всех троек, все переменные которых являются натуральными числами, необходи-
мо найти переменные U, V, W по формулам, представленным в лемме 3.

Шаг 5. Разрешив уравнения системы (16), найти соответственно переменные b1, b2,  
c1, c2, f1, f2.

Шаг 6. Зная произведения α, β, γ, найти переменные d, g, h. если все переменные, являющие-
ся элементами матрицы Х, представляют собой целые положительные числа, то система уравне-
ний (14) разрешима в целых положительных числах, иначе можно сделать вывод, что матрица А 
не имеет ни одного корня третьей степени рассматриваемого вида.

л е м м а  4. Чтобы найти целый положительный корень рассматриваемого вида уравнения 
X 4 = A или показать, что таковой отсутствует, необходимо оценить возможные значения пе-
ременной a: 41 16a K≤ ≤ −  и :γ = fh 1 8,P≤ γ ≤ −  затем для каждого возможного значения 
пары переменных (a, γ) найти значения переменных 

( ) ( )
( )

2

4 2
,

2
a I P T I P T

a
+ − + γ − +

α =
− γ

( ) ( )
( )

2

4 2
,

2
a I P T I P T

a
− + + γ + −

β =
− γ

 

22 ,
2

k P TI − − + γ
=

2 2 2 2 22 ,T a cg bcdg bdfh c g cgfh f hbfg cdh
a

− − − − − −
δ = + =

( )2 2 2 2 2
1 1 1

1

2
,

LN bdX cgfhY b d cgfh Y bdcgfh
U

X

+ − − − δ −
= 3

1 2 2 ,X a abd acg afh= + + +

2
1 2 ,Y a bd cg fh= + + +

 
( )2 2 2 2 2

2 2 2

2

2
,

MR cgX bdfhY bdc g fh Y bdcgfh
V

X

+ − − − δ −
= 3

2 2 2 ,X a abd acg afh= + + +

2
2 2 ,Y a bd cg fh= + + +

( )2 2 2 2 2
3 3 3

3

2
,

QS fhX bdcgY bdcgf h Y bdcgfh
W

X

+ − − − δ −
= X abd acg= + 2

3 2 ,Y a bd cg fh= + + +

где 4.k K a= −  После этого найти значения переменных b, c, f, используя формулы 

222 444 ,   ,   ,
2 2 2

W W QSV V MRU U LNb c f
N R S

± − γ± − β± − α
= = =  

и значения переменных d, g, h, используя формулы 

,   ,   .d g h
b c f
α β γ

= = =

Если в результате вычислений все внедиагональные элементы матрицы Х будут представ-
лять собой целые положительные числа, то уравнение X4 = A  имеет целый положительный ко-
рень, иначе такой корень отсутствует. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В рассматриваемом случае система уравнений будет иметь вид 

 

4 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

3 3 2 2 2 ,

2 2 2 ,

2 2 2 ,

2 2 2

a a bd a cg abfg acdh b d bcdg bdfh cfgh c g K

a b a ch ab d abcg abfh bcdh b fg c gh cfh L

a c a bf abcd ac g acfh bcfg c dh b df bf h M

a d a fg abd acdg adfh bdfg cd h cfg f gh

+ + + + + + + + + =

+ + + + + + + + =

+ + + + + + + + =

+ + + + + + + + =
2 2 2 2 2

2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

,

2 ,

2 ,

2 2 2 ,

2 ,

2

N

a bd abfg acdh b d bdfh bcdg cfgh f h P

a cd abdf acfg cdfh bcd c dg bf g Q

a g a dh abdg acg afgh cdgh bd h dfh bfg R

a bg abdh acgh bfgh b dg bcg cdh S

a cg abfg acdh c g cgfh bcdg

+ + + + + + + =

+ + + + + + =

+ + + + + + + + =

+ + + + + + =

+ + + + + 2 2 .bdfh f h T

















+ + =

 (17)

Рассмотрим 1-е, 5-е и 9-е уравнения системы (17):

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 3 2 2 2 ,

2 ,

2 ,

a bd a cg abfg acdh b d bcdg bdfh cfgh c g k

a bd abfg acdh b d bdfh bcdg cfgh f h P

a cg abfg acdh c g cgfh bcdg bdfh f h T

 + + + + + + + + =
 + + + + + + + =
 + + + + + + + =

 (18)

где 4.k K a= −
Составим новую систему уравнений, первое из уравнений которой будет представлять собой 

разность 1-го уравнения системы (18) и суммы 2-го и 3-го уравнений той же системы; второе – 
разность 2-го и 3-го уравнений той же системы:

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 ,

.

k P T a bd a cg bdfh cgfh f h

P T a bd a cg b d c g bdfh cgfh

 − − = + − − −


− = − + − + −
 (19)

Решая данную систему, находим, что

 

( ) ( )
( )

2

4 2
,

2
a I P T I P T

a
+ − + γ − +

α =
− γ

( ) ( )
( )

2

4 2
,

2
a I P T I P T

a
− + + γ + −

β =
− γ

22 .
2

k P TI − − + γ
=

таким образом, известны все пары произведений симметричных относительно главной диа-
гонали элементов матрицы Х.

Перемножив соответствующие уравнения системы (17) и подставив вместо переменных d, g, h 

соответственно , , ,
b c f
α β γ  как сделано выше для системы (1), получим

 

2

2

2

4 ,
2

4
,

2

4
,

2

U U LNb
N

V V MR
c

R

W W QS
f

S

± − α
=

± − β
=

± − γ








=






 (20)

найдем значения переменных d, g, h, используя формулы ,   ,  .d g h
b c f
α β γ

= = =
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При	 перемножении	 уравнений	 возникает	 необходимость	 нахождения	 суммы	 квадра- 
тов	 ( ) ( )2 2 .bfg cdh+ 	 Из	 9-го	 уравнения	 системы	 (17),	 можно	 найти	 сумму	 bfg и cdh: 

2 2 2 2 22 .T a cg bcdg bdfh c g cgfh f hbfg cdh
a

− − − − − −
δ = + = 	Учитывая,	что	 ( )( ) ,bfg cdh = αβγ 	мож-

но	найти	сумму	квадратов	 ( ) ( )2 2 .bfg cdh+  
А	л	г	о	р	и	т	м		3.	Нахождение	корня	(корней)	четвертой	степени	с	нулевыми	диагональными	

и	целыми	положительными	внедиагональными	элементами	у	матрицы А,	если	такой	корень	(или	
корни)	существует	(существуют).

Шаг	1.	Используя	приведенную	в	лемме	4	оценку,	определить	возможные	значения	переменной	а.
Шаг	2.	Используя	приведенную	в	лемме	4	оценку,	определить	возможные	значения	переменной	γ.	
Шаг	3.	(Для	каждого	из	возможных	значений	переменной	а.)	Найти	для	каждого	возможного	

значения	γ	значения	переменных	α	и	β.	Если	у	всех	троек	(α,	β,	γ)	хотя	бы	одна	из	переменных	не	
является	натуральным	числом,	то	матрица	А	не	имеет	ни	одного	корня	четвертой	степени	рас-
сматриваемого	вида.	Если	все	переменные	хотя	бы	одной	из	троек	являются	натуральными	чис-
лами,	то	необходимо	перейти	к	шагу	4.

Шаг	4.	Для	всех	троек,	все	переменные	которых	являются	натуральными	числами,	необходи-
мо	найти	переменные	U, V, W, X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3, δ по	формулам,	представленным	в	лемме	5.

Шаг	5.	Разрешив	уравнения	системы	(20),	найти	соответственно	переменные	b1, b2, c1, c2, f1, f2.	
Шаг	6.	Зная	произведения	α,	β,	γ,	найти	переменные	d,	g,	h.	Если	все	переменные,	являющие-

ся	элементами	матрицы	Х,	представляют	собой	целые	положительные	числа,	то	система	уравне-
ний	(17)	разрешима	в	целых	положительных	числах,	иначе	можно	сделать	вывод,	что	матрица	А 
не	имеет	ни	одного	корня	четвертой	степени	рассматриваемого	вида.

Л	е	м	м	а		5.	Чтобы найти целый положительный корень рассматриваемого вида урав-
нения X 5 = A или показать, что таковой отсутствует, необходимо оценить возможные 

значения переменной a: 51 40,a K≤ ≤ −  :α = bd  181
2

P −
≤ α ≤  и :β = cg 181 ,

2
T −

≤ β ≤   

затем для каждого возможного значения тройки переменных (a, α,	 β) решить уравнение 
второго порядка 2 0,ϕγ +ργ +µ =  где ( )2 ,aϕ = α −β  ( ) ( ) ( )3 2 23 4 2 ,a a T Pρ = α −β + α −β + −

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 3 2 2 3 2 2 3 23 2 2 2 2 2 2a a a a P T T P T Pµ = α −β + α −β + α + α β − αβ − β + − + α − +β −  

 
и

найти значения переменных
3 2

2
2 2 2 ,

2 2
T a a a a abfg cdh

a
− β − αβ − αγ − β − βγ

ψ = + =
+ α + β + γ

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

1

4 2 2 2 3
,

LN X Y a Y aY a
U

X

+ α −βγ − αβ γ − α βγ − βγψ − ψ − αβγ − ψ ψ − αβγ
=

4 2 2 2 2 2 2
1 3 3 2 2 3 ,X a a a a= + α + β + γ + α + αβ + αγ +β + βγ + γ 3

1 4 2 ,Y a a a a= + α + β + γ

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2

4 2 2 2 3
,

MR X Y a Y aY a
V

X

+β − αγ − α βγ − αβ γ − αγψ − ψ − αβγ − ψ ψ − αβγ
=

4 2 2 2 2 2 2
2 3 3 2 3 2 ,X a a a a= + α + β + γ + α + αβ + αγ +β + βγ + γ 3

2 2 4 ,Y a a a a= + α + β + γ

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3

3

2 3
,

QS X Y a Y aY a
W

X

+ γ − αβ − α β γ − αβγ − αβψ − ψ − αβγ − ψ ψ − αβγ
=

2 2 2 2 2
3 3 2 2 ,X a a= α + β + α + αβ + αγ +β + βγ + γ 3

3 2 2 2 .Y a a a a= + α + β + γ
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После этого найти значения переменных b, c, f, используя формулы 

222 444 ,   ,   ,
2 2 2

W W QSV V MRU U LNb c f
N R S

± − γ± − β± − α
= = =

и значения переменных d, g, h, используя формулы

 
,   ,   .d g h

b c f
α β γ

= = =

Если в результате вычислений все внедиагональные элементы матрицы Х будут представ-
лять собой целые положительные числа, то уравнение X5 = A имеет целый положительный ко-
рень, иначе такой корень отсутствует. Если установлено, что существует несколько целых 
положительных вариантов матрицы Х, то рассматриваемое матричное уравнение имеет 
столько же целых положительных решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В рассматриваемом случае система уравнений будет иметь следую-
щий вид:

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

5 3 2 2 2

2 2 2
1 1

2 2 2
2 2

2 2 2
1 1

3 2 2

2 2 2
3 3

2 2

4 3 2 3 3 2 2 ,

2 ,

2 ,

2 ,

2 2 2 2 2 ,

,

2

a a a a bfg cdh a K

bX chY c dh ab fg L

cX bfY ac dh b f g M

dX fgY bf g acd h N

a a a bfg cdh a P

fX cdY abf g c d h Q

gX dhY abf

+ α +β + α +β + αβ + αγ +βγ + + + α + β + γ =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

α + α + αβ + αγ +βγ + + + α +β + γ =

+ + + =

+ +

( ) ( )( )

2 2 2

2 2 2
3 3

3 2 2

,

,

2 2 2 2 2 .

g cd h R

hX bgY acgh b fg S

a a a bfg cdh a T














+ =


+ + + =
 β + β + αβ + αγ + βγ + + + α + β + γ =

 (21)

Рассмотрим 5-е и 9-е уравнения системы (21):

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

3 2 2

3 2 2

2 2 2 2 2 ,

2 2 2 2 2 .

P a a a bfg cdh a

T a a a bfg cdh a

 = α + α + αβ + αγ +βγ + + + α +β + γ


= β + β + αβ + αγ + βγ + + + α + β + γ

 (22)

Выразив ( )bfg cdh+  из 2-го уравнения системы (22) и подставив полученный результат в 1-е 
уравнение той же системы, получим уравнение относительно переменной γ, в котором α и β 
играют роль параметров:

 
2 0,ϕγ + ργ + µ =  (23)

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 3 2 2 3 2 2 3 23 2 2 2 2 2 2 ,a a a a P T T P T Pµ = α −β + α −β + α + α β − αβ − β + − + α − +β −

( ) ( ) ( )3 2 23 4 2 ,a a T Pρ = α −β + α −β + − ( )2 .aϕ = α −β  Корни уравнения (23) имеют вид

 

2 4
.

2
−ρ ± ρ − ϕµ

γ =
ϕ

 (24)
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таким образом, будем считать, что известны все пары произведений, симметричных относи-
тельно главной диагонали элементов матрицы Х.

Перемножив соответствующие уравнения системы (21) и подставив вместо переменных d, g, h 

соответственно , , ,
b c f
α β γ  как сделано выше для системы (1), получим

 

2

2

2

4 ,
2

4
,

2

4
,

2

U U LNb
N

V V MR
c

R

W W QS
f

S

± − α
=

± − β
=

± − γ








=






 (25)

найдем значения переменных d, g, h, используя формулы ,   ,  .d g h
b c f
α β γ

= = =

При перемножении уравнений возникает необходимость нахождения суммы квадратов 

( ) ( )2 2bfg cdh+  и суммы кубов ( ) ( )3 3 .bfg cdh+  Из 9-го уравнения системы (21) можно найти сум-

му bfg и cdh: 
3 2

2
2 2 2 .

2 2
T a a a a abfg cdh

a
− β − αβ − αγ − β − βγ

ψ = + =
+ α + β + γ

 Учитывая, что ( )( ) ,bfg cdh = αβγ  

можно найти сумму квадратов ( ) ( )2 2bfg cdh+  и сумму кубов ( ) ( )3 3 .bfg cdh+  
а л г о р и т м  4. Нахождение корня (корней) пятой степени с нулевыми диагональными 

и целыми положительными внедиагональными элементами у матрицы А, если такой корень (или 
корни) существует (существуют).

Шаг 1. Используя приведенную в лемме 5 оценку, определить возможные значения переменной а.
Шаг 2. Используя приведенную в лемме 5 оценку, определить возможные значения перемен-

ных α и β. 
Шаг 3. (Для каждого из возможных значений переменной а.) Найти для каждой возможной 

пары значений α и β значение переменной γ. если у всех троек (α, β, γ) хотя бы одна из перемен-
ных не является натуральным числом, то матрица А не имеет ни одного корня пятой степени 
рассматриваемого вида. если все переменные хотя бы одной из троек являются натуральными 
числами, то необходимо перейти к шагу 4.

Шаг 4. Для всех троек, все переменные которых являются натуральными числами, необходи-
мо найти переменные U, V, W, X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3, δ по формулам, представленным в лемме 6.

Шаг 5. Разрешив уравнения системы (25), найти соответственно переменные  b1, b2, c1, c2, f1, f2.
Шаг 6. Зная произведения α, β, γ, найти переменные d, g, h. если все переменные, являющие-

ся элементами матрицы Х, представляют собой целые положительные числа, то система уравне-
ний (21) разрешима в целых положительных числах, иначе можно сделать вывод, что матрица А 
не имеет ни одного корня пятой степени рассматриваемого вида.

Очевидно также, что необходимым условием существования корней всех рассматриваемых  
в данной статье уравнений, если таковые имеют место, является целочисленность и положитель-
ность всех элементов тройки (α, β, γ).

теорема 3. Необходимым условием существования решений рассматриваемых видов уравне-
ния Xn = A является целочисленность корня соответствующей степени n определителя матри-
цы А, причем этот корень будет представлять собой определитель матрицы Х.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходя из постановки задачи очевидно, что определители обеих мат-
риц Х и А ∈ Z. Согласно теореме о связи определителей исходной матрицы А и матрицы-корня Х 
корень n-й степени определителя матрицы А равен определителю матрицы Х. Следовательно, 
необходимым условием существования решений рассматриваемых видов уравнения X n = A яв-
ляется целочисленность корня соответствующей степени n определителя матрицы А.
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Заключение. В результате проведенного исследования было показано, что для решения зада-
чи по нахождению целых положительных решений матричного уравнения Xn = A для матриц 
третьего порядка в случае натуральных n можно использовать аналитические методы. Приведены 
формулы, позволяющие находить целые положительные корни матриц при n = 3,…,5. Однако 
представленную методику можно использовать и для нахождения натуральных корней матриц 
третьего порядка и при больших n. Преимуществом данного подхода является поиск всех корней 
рассматриваемого вида, если таковые имеют место. Задача, связанная с выяснением условий су-
ществования и единственности целых положительных решений нелинейных уравнений для ис-
ходных матриц с также целыми положительными коэффициентами, является достаточно слож-
ной. В связи с этим в статье приведены лишь теоремы, устанавливающие необходимые условия 
существования целых положительных решений.

В следующей работе будет рассматриваться методика нахождения решений вида 

0

a b c
X d e f

g h

 
 =  
 
 

 и ,
a b c

X d e f
g h i

 
 =  
 
 

 если таковые имеют место.
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АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ РОБАСТНОСТИ  
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО КРИТЕРИЯ ОТНОШЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ  

ДЛЯ МОДЕЛИ НЕЗАВИСИМЫХ НЕОДИНАКОВО РАСПРЕДЕЛЕННЫХ НАБЛЮДЕНИЙ

Аннотация. Рассмотрена проблема последовательного теста для модели независимых неодинаково распреде-
ленных наблюдений. На основе рекурсивного расчета построен новый численный подход для аппроксимации тесто-
вых характеристик последовательного критерия отношения вероятностей (ПКОВ) и усеченного ПКОВ (УПКОВ). 
Исследована проблема анализа робастности, когда «засорение» представлено искажением распределений всех при-
ращений статистики логарифмического отношения правдоподобия. Предложено использование двухсторонних усе-
ченных функций для построения робастного ПКОВ. Указан алгоритм для выбора порогов этих усеченных функций. 
Результаты применены для последовательной проверки гипотез о параметрах временных рядов с трендом. Для неко-
торых моделей «засорения» временных рядов с трендом исследована робастность усеченного ПКОВ. Проведенные  
в работе численные эксперименты подтверждают теоретические выводы.

Ключевые слова: последовательный тест, простые гипотезы, аппроксимация, характеристики теста, усечение, 
неодинаково распределенные наблюдения, анализ робастности
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Introduction. Sequential analysis was first developed by Abraham Wald [1] and has been widely 
applied in many fields because of its optimal properties. In practice, the error probabilities α, β of type I 
and II can be different from the preassigned values α0, β0. In addition, the calculation of conditional ave-
rage number of observations is very important in optimal evaluation of this approach. In the case  
of independent identically distributed observations, there have been some approaches to approximate 
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the indicated test characteristics. Based on Wald’s fundamental identity and likelihood ratio identity, 
some approximations for the average numbers of observations have been obtained [1–3]. An important 
improvement in computing these characteristics is that the operating characteristics (OC) and average 
sample number (ASN) functions were proved to satisfy the Fredholm integral equation of the second 
kind (FIESK) [3, 4]. Neglecting the conditions on the existence of their solutions, we can resort numerical 
methods to get the approximations of these characteristics. Another approach to calculate is to use the 
properties of absorbing Markov chains [5–7]. This approach allows not only to get the approximate values 
of test characteristics but also to evaluate the robustness of statistical procedures [6, 8, 9]. For the TSPRT, 
the upper bounds for the error probabilities of type I and II were achieved by using normal approximation 
for the accumulated log-likelihood ratio statistic when the maximum number of observations is relatively 
large [1], or in more general case [2]. In the case of non-identical distributed observations, Liu Y. and Li X. R. 
[10] have shown numerical solutions in some special cases to the OC and ASN functions by construc- 
ting the sequence of the FIESK with respect to the sequence of new stopping times. In this paper, another 
method based on recursive calculations is constructed for approximating the test characteristics of the 
SPRT and TSPRT as well. Evaluation of robustness for the truncated sequential test is also studied and 
these results will be applied for sequentially testing the parameters of time series with trend.

1. Mathematical model and auxiliary results 
Let { , 1}nX n ≥  be a sequence of independent random variables on the same probability space 

( , , )PΩ F  with probability density functions 1{ ( , ), , 1}np x x nθ ∈ ≥R  respectively, where θ is an unknown 
vector of parameters.

Consider two simple hypotheses: 

 
0 1

0 1: , : ,H Hθ = θ θ = θ   (1)

where 0 1, mθ θ ∈R  are known vectors, 0 1.θ ≠ θ
Denote the accumulated log-likelihood ratio statistic for n observations:

 
1 2

1
( , ,., ) ,

n
n n n i

i
x x x

=
Λ = Λ = λ∑  (2)

where ( )1 0ln ( , ) / ( , )i i i i ip x p xλ = θ θ  is the log-likelihood ratio calculated on the observation xi, and 
( , )ip x θ  is the probability density function of xi provided the true parameter value is θ.
After n observations one makes the decision:

 [ , ) ( , )( ) 2 ( ),C n C C nd + − ++∞= Λ + ⋅ Λ1 1  (3)

where the thresholds C−  and C+  are the parameters of the test. According to Wald [12], C−  and C+  can 
be calculated as follows:

 ( ) ( )0 0 0 0ln (1 , ln 1 ,) / / ( )C C+ −= −β α = β −α  (4)

where α0, β0 are the given values for error probabilities of types I and II respectively.
Denote 0 1inf{ : ( , )},  ( ),  ( ),n N NN n C C P C P C− + + −= Λ ∉ α = Λ ≥ β = Λ ≤  where (·)kP  means the 

pro bability measure under , {0,1}.k kH ∈  We will use the following auxiliary results.
L e m m a  1 [11]. If X is a non-negative, integer valued random variable, then 

1
( ) ( ).

n
E X P X n

+∞

=
= ≥∑

T h e o r e m  1 [12]. If f is continuous on [a, b] and g is monotonic on [a, b], then there exists 
Riemann – Stieltjes integral ( ) ( ).b

a f x dg x∫
C o r o l l a r y  1. If g is monotonic on [a, b] and f is C-Lipschitzian on [a, b], i. e., there exists a posi-

tive constant C such that  | ( ) ( ) | | |, , [ , ],f x f y C x y x y a b− ≤ − ∀ ∈  then the following expansion holds:

 ( ) ( )( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ).
2

b
a

f a f bf x dg x g b g a O b a+
= − + −∫
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T h e o r e m  2 [13]. Let ( ), ( )f x g x  be two functions defined on [a, b]. Suppose that f″ and g″ are 
continuous on [a, b] and that g is monotonic there. Then, there exist , , , ( , )a bξ τ η σ∈  such that

 
[ ] [ ]

3( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2 12

b
a

f a f b b af dg g b g a g f f g+ −′′ ′ ′′ ′− − = ξ τ − η σ∫

2. Main results 
2.1. Numerical approach to calculate the test characteristics. put ( )

11 ( ) ( ),k
kS x P x= Λ <  and for 

1,n >  ( )( ) ( ) ,  and ( , ),  1, 1 ,  {0,1}.k
n k n iS x P x C C i n k− += Λ < Λ ∈ = − ∈

Clearly, the function ( ) ( )k
nS x  satisfies the following recurrent relation:

 
( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( ),  1,  {0,1},Ck k k
n n nCS x F x y dS y n k+

− −= − > ∈∫  (5)

where ( ) ( )k
nF x  is the cumulative distribution functions of λn under hypothesis Hk, and ( ) ( )

1 1( ) ( ).k kS x F x=
Assume that ( ) ( )( ),  ( ),  1,  {0,1},k k

n nF x S x n k≥ ∈  are continuous functions in R. Then, from the defi-
nitions of α, β and Lemma 1 the test characteristics can be expressed as follows:

 
(0) (0) (1) (1) ( ) ( ) ( )( ) ( ),  ( ) ( ), ( ) 1 ( ) ( ),k k kG G C G C G E N G C G C+ − + −α = +∞ − β = − −∞ = + −

where ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ),  {0,1},  (·)k k k

n
n

G x S x k E
+∞

=
= ∈∑  means expectation under Hk. Since (1) ( ) 0,G −∞ =  and 

( )(0) (0) (0)
0

1
( ) 1 ( , ), 1, 1 ( ) ( ),i

n
G P C C i n G C G C

+∞
− + + −

=
+∞ = + Λ ∈ = = + −∑  we have

 
(0) (1)1 ( ),  ( ),G C G C− −α = − β =  (6)

 
( ) ( ) ( )( ) 1 ( ) ( ),  {0,1}.k k kE N G C G C k+ −= + − ∈  (7)

Assume that 
( ) ( ) ,  {0,1}.kE N k< +∞ ∈   In this case, from Lemma 1 we get

 
( )( ) ( , ), 1, 0 as , {0,1}.k

n k i
j n

p P C C i j n k
∞

− +
=

= Λ ∈ = → →∞ ∈∑

Given a very small positive value ε0, there exists 0n ∈N  such that ( )
0 0,  ,  {0,1}.k

np n n k≤ ε ∀ ≥ ∈  
Note that ( )

1( ) ( , 1, ),  ,  1,k
k inS x P i n x n+ ≤ Λ = ∀ ∈ ≥R  which allows us to approximate ( ) ( )kG x  by the new 

function ( ) ( ) :kG x

 

0 ( )( ) ( )

1
( ) ( ) ( ), , {0,1},

n
kk k

i
i

G x G x S x x k
=

≈ = ∀ ∈∑
 
 (8)

where ( ) ( )
0| ( ) ( ) | , .k kG x G x x− ≤ ε ∀

Next, we use a numerical method for approximating the values of functions ( ) ( ),  2,  {0,1}.k
nS x n k≥ ∈  

Without loss of generality, assume that H0 is true. Let H > 1 be a fixed positive integer, and { , 1, }it i H=  
be a partition of [ , ],C C− +  where ( 1) , 1, , .

1i
C Ct C i h i H h

H
+ −

−
−

= + − = =
−

 Using Theorem 2, un- 
der some assumptions of the functions (0) ( )nF x  and (0) ( ),nS x  the Riemann-Stieltjes integral 

(0)(0)
1( ) ( )C

n nC F x y dS y+

− −−∫  can be expanded as 0 :h →

 
( ) ( )

1 (0) (0)(0) (0) (0) 2
1 11 1

1

1( ) ( ) ( ) ( ).
2

H
n n j n j j jn n

j
S x F x t F x t S t S t O h

−
+ +− −

=

  = − + − − +   ∑  (9)
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This can be rewritten:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0) (0)(0) (0) (0) (0) (0)
1 2 1 11 1

1 (0)(0) (0) 2
1 1 1

2

1 1( ) ( ) ( )
2 2

1 ( ) ( ).
2

n n n n H n H Hn n

H
n j n j jn

j

S x F x t F x t S t F x t F x t S t

F x t F x t S t O h

−− −

−
− + −

=

   = − − + − + − + − +   

 + − + − + ∑

Denote ( ) (0)
0( ),  1, ,  1, .j

ii jf S t j n i H= = =  For 02 ,n n≤ ≤  we obtain the following systems of linear 
equations:

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( 1) ( 1)(0) (0) (0) (0)
1 2 11

1 ( 1)(0) (0)
1 1

2

1 1
2 2

1 ,  1, .
2

n n n
n i n i n i H n i Hi H

H n
n i j n i j j

j

f F t t F t t f F t t F t t f

F t t F t t f i H

− −
−

−
−

− +
=

   = − − + − + − + − +   

 + − + − = ∑
 
 (10)

Denote ( )( ) ( ) ( )
1 ,..., ,  1,

Tn n n
Hf f f n= ≥  and ( ) { } ,  2,n n

ij H HD d n×= ≥  where

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(0) (0)
1 1

(0) (0)
1 2

(0) (0)
1

1 , 1, ,  2, 1,
2

1 , 1, ,  1,
2

1 , 1, ,  .
2

n i j n i j

n
ij n i n i

n i H n i H

F t t F t t i H j H

d F t t F t t i H j

F t t F t t i H j H

− +

−

  − − − = = −  

  = − − + − = =  

  − + − = =  

We get ( ) ( ) ( 1)
0,  2 ,n n nf D f n n−= ≤ ≤  where ( )(1) (1) (1) (1) (0)

1 1,..., ,  and ( ),  1, .
T

iiHf f f f F t i H= = =  If 

the tailed sum 
0

(0)

1
( )i

i n
F x

∞

= +
∑  was neglected, the following theorem has been proved.

T h e o r e m  3. Assume that ( ) ( ) ,  {0,1}.kE N k< +∞ ∈  If ( ) ( ),  1,  {0,1},k
nF x n k≥ ∈  have continuous 

derivatives of second order in [ , ],C C C C− + + −− −  then the following asymptotic expansions hold at 
00, 0 :h → ε →

(0) (1)
0 0( ) ( )2 2

0 01 1
1 1

1 ( ) ( ), ( ) ( ),
n n

i i

i i
f O h O g O h O

= =
α = − + + ε β = + + ε∑ ∑

( ) ( )
(0) (1)
0 0(0) ( ) ( ) 2 (1) ( ) ( ) 2

0 01 1
1 1

( ) 1 ( ) ( ), ( ) 1 ( ) ( ),
n n

i i i i
H H

i i
E N f f O h O E N g g O h O

= =
= + − + + ε = + − + + ε∑ ∑

where { } ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)
00 1 0min : ,  {0,1}, ,..., ,  1 ,,

Tk k i i i
n Hn n p k g g g i n= ≤ ε ∈ = =  are calculated similarly  

to f (i) replacing (0) ( )iF x  with (1) ( )iF x  – the distribution function of λi under hypothesis H1.
p r o o f. Note that by the way of selecting ( )

0
kn , we have ( ) ( )

0| ( ) ( ) | , , {0,1}k kG x G x x k− ≤ ε ∀ ∈ ∈R .  
The result is directly derived from (6), (7), (10) and Theorem 2.

R e m a r k  1. In practice, it is not easy to determine ( )
0
kn  theoretically with respect to a given 

value ε0. However, if we know ( )( ) ( , ) 0k
n k nq P C C− += Λ ∈ →   as ,n → +∞  then ( )

0
kn  can be chosen 

from the weaker condition: ( ) ( )
00 min{ : }.k k

nn n q= ≤ ε  This condition seems to be reasonable: in this 
case, all probabilities of the form ( ) ( )

0( , ), 1, , , k
kP C C i n n n− +Λ∈ = ≥  are much less than ε0 and the test 

will terminate finitely with probability 1 as well. 
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R e m a r k  2. In general, there is still a problem of calculating the probability ( )( , )n k nq P C C− += Λ ∈  
because of the difficulty in getting theoretically the probability distribution for the sum of independent 
random variables ,  1.n nλ ≥  Note that ( ) ( ) ( ) 2

0 1( , ), 1, ( ).n n
i HP C C i n f f O h− +Λ ∈ = = − +  Therefore,  

if the way of finding index ( )
0
kn   in Remark 1 is not feasible, these indices can be possibly chosen from 

the following conditions:

{ } { }(0) ( ) ( ) (1) ( ) ( )
0 00 1 0 1inf 1: ,  inf 1: .n n n n

H Hn n f f n n g g= ≥ − ≤ ε = ≥ − ≤ ε

R e m a r k  3. In the case of independent identically distributed observations, due to Stein’s lemma [3] 
a sufficient condition for ( ) ( ) ,  {0,1},kE N k< +∞ ∈  is 1( 0) 1,  {0,1}.kP kλ = < ∈

Next, we modify the method above to approximate error probabilities of type I and II for the TSPRT. 
Let M be the maximal number of observations that we may measure. The Wald’s TSPRT is formulated 
as follows. If the sampling process has progressed to the n-th stage (n < M):

 

0

0

reject  if ,
accept  if ,

n

n

H C
H C

+

−

Λ ≥
 Λ ≤  (11)

and takes one more observation if ( , ).C C− +Λ ∈  If the SPRT does not lead to the terminal decision  
for n < M, then

 

0

0

reject  if 0,
accept  if 0.

M

M

H
H

Λ >
 Λ <

 (12)

For the partition { , 1, }it i H=  defined above, we set the value 0it  with respect to the smallest absolute 
value to be zero. Denote type I, II error probabilities and the number of observations used in TSPRT  
at the stage M by αM, βM and NM respectively.

T h e o r e m  4. If the functions ( ) ( ),  1,  {0,1},k
nF x n k≥ ∈  have continuous derivatives of second 

order in [ , ],C C C C− + + −− −  then the following expressions are valid:

0 0

1 1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2

1 1
1 1

1 ( ),   ( ),
M M

i M i M
M Mi i

i i
f f O h g g O h

− −

= =
α = − − + β = + +∑ ∑

( ) ( )
1 1

(0) ( ) ( ) 2 (1) ( ) ( ) 2
1 1

1 1
( ) 1 ( ),   ( ) 1 ( ).

M M
i i i i

M MH H
i i

E N f f O h E N g g O h
− −

= =
= + − + = + − +∑ ∑

P r o o f. We have:

( )

( ) ( )

( )

1
0

1
2 1

0 1 0 0
1 2

2 1 2
1 2 ( 1) ( ) 2

1 1
1 2 1

( , ),  1, 1,  

1 ( ) ( , ),  1, ( , ),  1, 1,  

1 ( ) 1 ( ),

M
i n

n
M M

i i n
n n

M M M
n n n M n

H H H H
n n n

P C C i n C

P C P C C i n P C C i n C

f f f f O h f f O h

−
− + +

=
− −

+ − + − + +
= =

− − −
−

= = =

Λ ∈ = − Λ ≥ =

= − Λ < + Λ ∈ = − Λ ∈ = − Λ < =

= − + − − + = − − +

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

(13)

 

( )
( ) ( )

0

0

0 0

( 1) ( 1) ( ) 2
1

( , ),  1, 1,  0

( , ),  1, 1 ( , ),  1, 1,  0

( ).

i M

i i M

M M M
H i

P C C i M

P C C i M P C C i M

f f f O h

− +

− + − +

− −

Λ ∈ = − Λ > =

= Λ ∈ = − − Λ ∈ = − Λ ≤ =

= − − +

 

(14)

From (11)–(12) and (13)–(14), we obtain 
0

1 ( ) ( ) 2
1

1
1 ( ).

M i M
M i

i
f f O h

−

=
α = − − +∑  Furthermore, we also have

(1) (1) 2
0 0 1 0 1 1( 1) ( ) ( ) 1 ( ),M HP N P C P C f f O h− += = Λ ≤ + Λ ≥ = + − +
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( ) ( 1) ( 1) 2
0 0 1( ) ( , ), 1, 1 ( ),M M

M i HP N M P C C i M f f O h− −
− += = Λ ∈ = − = − +

and for 2 1,i M≤ ≤ −

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0

( ) 2
0 01

( ) ( ) ( 1) ( 1) 2
1 1

( ) ( , ), 1, 1,  ( , ), 1, 1,  

( , ), 1, 1 ( , ), 1, 1,  ( )

( ).

M j i j i

i
j j i

i i i i
H H

P N i P C C j i C P C C j i C

f P C C j i P C C j i C O h

f f f f O h

− + − − + +

− + − + +

− −

= = Λ ∈ = − Λ ≤ + Λ ∈ = − Λ ≥ =

= + Λ ∈ = − − Λ ∈ = − Λ ≤ + =

= − + − +

From that we get:

( ) ( )

( )

(0)
0

1
1(1) (1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) 2

1 1 1 1
2

1 ( ) ( ) 2
1

1

( ) ( )

1 ( )

1 ( ).

M
M M

i
MM M i i i i

H H H H
i

M i i
H

i

E N iP N

f f M f f i f f f f O h

f f O h

=
−

− − − −

=
−

=

= =

= + − + − + − + − + =

= + − +

∑

∑

∑

The rest part is proved similarly.
R e m a r k  4. From Theorem 1 and Corollary 1, we have:
(i) In the case that functions ( ) ( ),  {0,1},k

nF x k ∈  are C-Lipschitzian on [ , ],C C C C− + + −− −  the for-
mulas in Theorem 3 and Theorem 4 are still valid with the order of accuracy O(1).

(ii) By the definition of the Riemann – Stieltjes integral and Theorem 1, these formulas in Theorem 3 
and Theorem 4 are still applicable in the case of continuous functions ( ) ( ),  {0,1},k

nF x k ∈  without any 
conclusion about the order of accuracy. For the TsPRT, due to the limited number of terms in the sum 
we can increase the number H to get better approximation.

2.2. Robustness evaluation. In practice, there is often the case that the observed data do not follow  
the hypothetical model exactly, e. g. the hypothetical model is distorted [14]. This leads to the distortion  
in the dist ributions of increments λn of log-likelihood statistic Λn. In this section, we study the case where 
these influences can be described in the form of contaminated model of Huber type [15] for each incre- 
ment λn as follows:

 ( ) (1 ) ( ) ( ),  1,n n nF x F x F x n= − δ + δ ≥

where ( )nF x  is a contaminating CDF, and [0,1 / 2)δ∈  is the level of contamination.
Introduce the notation: ( ) ( ) ( ), , , ,k n n

n Mp f D α α  are the elements calculated similarly to ( ) ,k
np  ( ) ,nf  

( ) , ,n
MD α α  replacing (0) ( )nF x  with (0) ( ),  1,nF x n N≥  

(0) ( ),  1,nF x n N≥  and MN  are the new stopping times for the 
sPRT and TsPRT respectively; ( )ˆ nD  are the elements also calculated analogously to ( )nD  replacing 

(0) ( )nF x  with (0) (0)( ) ( ),  1.n nF x F x n− ≥  Put (1) (1)ˆQ f=  that is computed similarly to f(1) replacing 
(0)

1 ( )F x  with (0) (0)
1 1( ) ( ),F x F x−  and for n ≥ 2:

 
( ) ( ) ( 1) (2) (1) ( ) ( 1) (2) (1) ( ) ( 1) (2) (1)ˆˆ ˆ... .n n n n n n nQ D D D f D D D f D D D f− − −= + + +

T h e o r e m  5. Assume that ( ) ( )kE N < +∞  and ( ) ( ) ,  {0,1}.kE N k< +∞ ∈   If the functions ( ) ( )k
nF x  

and  ( ) ( ),  1,  {0,1},k
nF x n k≥ ∈  have continuous derivatives of second order in [ , ],C C C C− + + −− −  then 

the following expressions hold:
(0) (1)
0 0( ) ( )2 2 2 2

0 01 1
1 1

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),
n n

i i

i i
Q O h O O R O h O O

= =
α −α = −δ + + δ + ε β −β = δ + + δ + ε∑ ∑
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(0)
0 ( ) ( )(0) (0) 2 2

01
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
n

i i
H

i
E N E N Q Q O h O O

=
− = δ − + + δ + ε∑

(1)
0 ( ) ( )(1) (1) 2 2

01
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
n

i i
H

i
E N E N R R O h O O

=
− = δ − + + δ + ε∑

where ( ) ( ) ( ) ( )
0 00 inf{ 1:  and },  {0,1},  ,  1,k k k n

n nn n p p k R n= ≥ ≤ ε ≤ ε ∈ ≥  are calculated similarly to Q(n) 
replacing (0) (0)( ), ( )n nF x F x (0) (0)( ), ( )n nF x F x  with (1) (1)( ), ( ).n nF x F x

 
(1) (1)( ), ( ).n nF x F x

P r o o f. Note that (1) (1) (1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)ˆ ˆ,  ,  ,  ,  2.n n n n n n n n nf f f D D D f D f f D f n− −= + δ = + δ = = ≥  
From that, we have:

(2) (2) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2) 2

(3) (3) (2) (3) (3) (2) (2) 2 (3) (3) 2

ˆˆ( )( ) ( ),
ˆ( )( ) ( ) ( ),

H

H H

f D f D D f f f Q O

f D f D D f Q O f Q O

= = + δ + δ = + δ + δ

= = + δ + δ + δ = + δ + δ

where OH(δ2) is an H-dimensional column vector with all elements that are O(δ2).
By induction, we get: ( ) ( ) ( ) 2( ),  1.n n n

Hf f Q O n= + δ + δ ≥  The rest parts of proof are derived from 
the proof of Theorem 3.

Similarly, we also have the following result for the TSPRT.
T h e o r e m  6. If the functions ( ) ( )k

nF x  and ( ) ( ),  1, ,  {0,1},k
nF x n M k= ∈  have continuous deriva-

tives of second order in [ , ],C C C C− + + −− −  then the following expressions hold:

0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1

1 1
( ) ( ), ( ) ( ),

M Mi M i M
M M M Mi i

i i
Q Q O h O R R O h O

− −

= =

   
α −α = −δ + + + δ β −β = δ + + + δ   

   
∑ ∑

1 ( ) ( )(0) (0) 2 2
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

M i i
M M H

i
E N E N Q Q O h O

−

=
− = δ − + + δ∑

1 ( ) ( )(1) (1) 2 2
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

M i i
M M H

i
E N E N R R O h O

−

=
− = δ − + + δ∑

2.3. Robustifying the TSPRT. To reduce the influence of outliers in λn, we can truncate the values 
of λn by the following function (Figure a):

 ( , ] ( , ) [ , )( ) · ( ) · ( ) · ( ),g
g g g ggf x g x x x g x+
− − + +− − −∞ + +∞= + +1 1 1  (15)

where ,g g− +  are two given values, 0 .g g− +< <

a                                                                                                 b
plots of truncated functions
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Put  { }1 0 1( ),  ... ,  inf : ( , ) ,  ( ),  ( ).g
n n n n n N Ngf N n C C P C P C+

− − + + −λ = λ Λ = λ + + λ = Λ ∉ α = Λ ≥ β = Λ ≤

L e m m a  2. If g C C− − +≤ −  and ,g C C+ + −≥ −  then:
(i) ( ) ( ),  1,  {0,1},k kP N i P N i i k= = = ≥ ∈
(ii) ,  .α = α β = β
P r o o f. 
(i) Clearly, t tλ = λ  if and only if [ , ],t g g− +λ ∈  and ( ) ( ),  [ , ],  {0,1}.k t k tP x P x x g g k− +λ > = λ > ∀ ∈ ∈  

additionally, if , ( , )x x y C C− ++ ∈  then | .|y C C+ −< −  Therefore,

1 1 1 1( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1).k k k k k kP N P C P C P C P C P N+ − + −= = λ ≥ + λ ≤ = λ ≥ + λ ≤ = =

For i > 1, we get

( )
( )

( ) ( )
( )

1

( ) ( , ), 1, 1,  ( , )

( , ), 1, 1,  ( , )

( , ), 1, 1 ( , ), 1, 1,  ( , )

( , ), 1, 1,  ( , ) .

k k j i

k j i i

k j k j i

k j i

P N i P C C j i C C

P C C j i C C

P C C j i P C C j i C C

P C C j i C C

− + − +

− + − − +

− + − + − +

− + − +

= = Λ ∈ = − Λ ∉ =

= Λ ∈ = − Λ + λ ∉ =

= Λ ∈ = − − Λ ∈ = − Λ ∈ =

= Λ ∈ = − Λ ∉

 

so, N and N  have the same probability distributions.
(ii) similarly, 0 1 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( )P C P C P C P C+ + + +Λ ≥ = λ ≥ = λ ≥ = Λ ≥  and

( ) ( )
1 1

1 1

0 0 1

1 2 2 , , 1 1 0 1 1

1 2 2 , , 1 1 0

( , ), 1, 1,  ( , ), 1, 1,  

( , , ) ( )

. ( , , ) (

i

i

j i j i i

C C C C
i i i i iC C C C

C C C C
i i i iC C C C

P C C j i C P C C j i C

dx dx dx f x x P C x dx

dx dx dx f x x P C x

+ + + +
−− − − −

+ + + +
−− − − −

− + + − + + −

− Λ Λ − + − −

− Λ Λ − + −

Λ ∈ = − Λ ≥ = Λ ∈ = − λ ≥ − Λ =

= λ ≥ −

= λ ≥ −

=∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫









( ) ( )
1 1

0 1 0

)

( , ), 1, 1,  ( , ), 1, 1,  .

i

j i i j i

dx

P C C j i C P C C j i C

−

− + + − − + += Λ ∈ = − λ ≥ − Λ = Λ ∈ Λ ≥

=

= −

 

Therefore, 0 0( ) ( )NNP C P C+ +Λ ≥ = Λ ≥ . similarly, we obtain 1 1( ) ( ).NNP C P C− −Λ ≤ = Λ ≤
C o r o l l a r y  2. The results of Lemma 2 are still valid for the TSPRT.
R e m a r k  5. There are some remarks for choosing the thresholds g– and g+:
(i) If g– ≥ 0, then βM = 0; if g+ ≤ 0, then αM = 0. Therefore, the possible choice is that we should select 

( ,0)g C C− − +∈ −  and (0, ).g C C+ + −∈ −
(ii) If g– increases, βM will decrease, but αM will increase. If g+ decreases, there is an opposite picture. so, 

the possible and reasonable criterion for choosing g– and g+ is to minimize the sum αM + βM for the TsPRT.
Using the truncated function (15), the distribution function of nλ  is:

0, ,
( ) ( ) ( ), ,

1, ,
nn n

x g
F x P x F x g x g

x g

−

λ − +λ

+

≤
= λ < = < ≤
 >

which is generally a discontinuous function. Therefore, the numerical results in Theorem 3 and Theorem 4 
cannot be applied for calculating the test characteristics. To make use of the proposed numerical ap-
proach, we can use a modified version of the function (15) in the following form (Figure b):

 

, ,

( ) , ,

, .

g
g

g g x g
x

f x x g x g
g g x g
x

+
−

−
− −

− +

+
+ +

ε + − ε ≤


= < <
 ε− + + ε ≥


 (16)
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In	this	case,	when	 ( )nF xλ 	is	continuous,	the	distribution	function	of	 nλ 	is	also	continuous	and	has	
the	following	form:

0, ,

, ,

( ) ( ), ,

, ,

1, .

n

nn

n

x g

gF g x g
x g

F x F x g x g

gF g x g
g x

x g

−

−
λ − −

−

λ − +λ

+
λ + +

+

+

≤ − ε


 ε − ε < ≤  − + ε 
= < <
  ε ≤ < ε  + ε − 


≥ + ε

When | |g g+ −− 	is	small,	we	have	to	take	more	observations	for	the	sequential	test	(e.	g.	the	number	
of	observations	tends	to	the	maximum	number	M).	This	means	that	we	have	more	information	for	the	
test	and	this	leads	to	the	downward	trend	of	both	error	probabilities.	However,	when	 | |g g+ −− 	is	suffi-
ciently	small,	the	number	of	observations	are	mostly	M	and	we	have	to	make	the	final	decision	according	
to	(15).	In	this	case,	both	error	probabilities	can	increase	again.

The	following	algorithm	can	be	used	to	choose	thresholds	g–	and	g+:
–	choose	a	positive	value	K ∈N 	and	a	small	value	ε	>	0;
–	split	 [ ,0]C C− +− 	and	 [0, ]C C+ −− 	into	cells	by	points	{ ( ), 1, }g i i K− = 	and	{ ( ), 1, }g i i K+ = 	res-

pectively,	where	 ( ) ,  ( ) ,  ;
1

C Cg i ih g i ih h
K
+ −

− +
−

= − = =
+

–	 for	 each	 pair	 ( )( ), ( )g i g j− +  calculate ( , )M i jα 	 and	 ( , )M i jβ 	 using	Theorem	 4	 and	 truncated	
function	(16);

–	choose	 ( )( ), ( )g i g j− +  such that ( , ) ( , )M Mi j i jα +β 	is	minimal.
In	practice,	due	to	the	limitation	of	time	and	capacity	of	computation	we	can	consider	only	the	sym-

metric	case	 g g− += − 	and	select	 ( )( ), ( )g i g i− +  such that ( , ) ( , )M Mi i i iα +β 	is	minimal.
2.4. Application for sequential testing on parameters of time series with trend. Let 1 2, ,...x x 	be	

the	observed	time	series	with	a	trend	in	the	following	form	[8]:

 ( ) ,  1,T
t tx t t= θ ψ + ξ ≥ 	 (17)

where	 ( )1 2( ) ( ), ( ), , ( ) ,  1,T
mt t t t tψ = ψ ψ ψ ≥ 	 is	 the	 vector	 of	 basic	 functions	 of	 trend,	

1 2( , , , )T m
mθ = θ θ θ ∈R 	is	an	unknown	vector	of	coefficients,	and	{ , 1}t tξ ≥ 	is	the	sequence	of	inde-

pendent	identically	distributed	random	variables,	 2~ (0, ),t Nξ σ σ 	is	a	given	positive	constant.
Consider	two	simple	hypotheses	concerning	the	trend	coefficients:

0 1
0 1: , : ,H Hθ = θ θ = θ

where	 0 1, mθ θ ∈R 	are	two	given	vectors,	 0 1.θ ≠ θ
For	all	t	≥	1	we	have:	 ( )2~ ( ); ,  1,T

tx N t tθ ψ σ ≥  ( )2

2
1 1( , ) exp ( )
2 2

T
tp x x t θ = − − θ ψ 

σ π σ 
	and

{ }0 1 1 1 0 0
2

1( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2

T T T T T
t t t tx x t t t t tλ = λ = − θ − θ ψ + θ ψ ψ θ − θ ψ ψ θ

σ

Put 
1

( ) ( ).
n

T
n

t
t tV

=
= ψ ψ∑ 	Due	to	the	properties	of	the	normal	distribution,	λt	and	Λn	also	have	the	normal	

distributions	with	the	following	parameters:

 
{ }0 1 1 1 0 0

2
1( ) 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2
T T T T T T

tE t t t t t tλ = − θ − θ ψ ψ θ+ θ ψ ψ θ − θ ψ ψ θ
σ
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{ }0 1 1 1 0 0
2

1( ) 2( ) ( ) ( ) ,
2

T T T
n n n nV V VE Λ = − θ − θ θ+ θ θ − θ θ

σ
0 1 0 1 0 1 0 1

2 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) , ( ) .

T T T
n

t n
Vt tD Dθ − θ ψ ψ θ − θ θ − θ θ − θ

λ = Λ =
σ σ

Introduce the notation: 
0 1 0 1

0 1 0 1 2 (0) (1)
2

( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ),  
T T

T
n n n

n nD D θ − θ ψ ψ θ − θ
Γ = θ − θ θ − θ σ = λ = λ =

σ
 

and for {0,1}k∈

1 1 2 1 2
( ) ( ) 0 1 0 1 2 2 ( ) ( )

2
1 1

( 1) ( 1) ( 1)( ) ( ) ( ) ( )( ) ,  , .
2 22

k k kn nn nk k T T k k
n n n t n t

t t

sE n n s m
+ + +

= =

− − σ −
µ = λ = θ − θ ψ ψ θ − θ = = σ = µ =

σ
∑ ∑

1 1 2 1 2
( ) ( ) 0 1 0 1 2 2 ( ) ( )

2
1 1

( 1) ( 1) ( 1)( ) ( ) ( ) ( )( ) ,  , .
2 22

k k kn nn nk k T T k k
n n n t n t

t t

sE n n s m
+ + +

= =

− − σ −
µ = λ = θ − θ ψ ψ θ − θ = = σ = µ =

σ
∑ ∑

 

1 1 2 1 2
( ) ( ) 0 1 0 1 2 2 ( ) ( )

2
1 1

( 1) ( 1) ( 1)( ) ( ) ( ) ( )( ) ,  , .
2 22

k k kn nn nk k T T k k
n n n t n t

t t

sE n n s m
+ + +

= =

− − σ −
µ = λ = θ − θ ψ ψ θ − θ = = σ = µ =

σ
∑ ∑

Without loss of generality assume that hypothesis H0 is true and we are interested in studying type I error 
probability α and the average number of observations (0) ( ).E N

2.4.1. Calculation of the test characteristics. A sufficient condition for the termination of the test 
can be found in [16].

T h e o r e m  7 [16]. If tr( )nVΓ → +∞  as ,n → +∞  then the test (3)–(4) terminates finitely with pro- 
bability 1. 

Furthermore, in this case we know the exact probability distribution of ( )( ) 2, ~ , .k
n n n nN m sΛ Λ    

When hypothesis Hk is true, the index ( )
0 ,  {0,1},kn k ∈  can be chosen from the condition:

 ( ){ }( )
00 inf 1: ( , ) ,  {0,1},k

k nn n P C C k− += ≥ Λ ∈ ≤ ε ∈

where ε0 is a given small positive value.
Next, we can use Theorem 3 and Theorem 4 for calculating the test characteristics for the SPRT 

and TSPRT as well, where ( ) ( ),  1,k
nF x n ≥  are the normal distribution functions ( ) 2( , )k

n nN µ σ , and  
the index ( )

0
kn  can be calculated following Remarks 1, 2. In practice, the condition ( ) ( )kE N < +∞   

of Theorem 3 can be neglected because under the condition tr( )nVΓ → +∞  as ,n → +∞  we have [16]:

 ( )lim ( , ) 0, {0,1}.k n
n

P C C k− +
→+∞

Λ ∈ = ∈

2.4.2. Robustness evaluation for the tsPRt. In this section, we will use the results of Theorem 4 
and Theorem 6 for evaluating the robustness of the TSPRT with the maximum number of observations 
M for model (17) under the distortion on its different components.

Case 1. Distortion in the error component ξt. Instead of hypothetical model (17) we consider the fol-
lowing contaminated model:

 ( ) , 1,T
t tx t t= θ ψ + ξ ≥  (18)

where (1 ) , 1, { , 1}t t t t t tt tξ = − τ ξ + τ ξ ≥ ξ ≥ 

  is a sequence of independent random variables, { , 1}t tτ ≥   
is a sequence of independent identically distributed random variables, ( 0) 1 , ( 1) ,t tP Pτ = = − δ τ = = δ  

, ,t t tτ ξ ξ  are independent and [0,1 / 2)δ∈  is the level of contamination.
Let Mα  be the error probability of type I when replacing λt by tλ  , where ( ),  1,t t tx tλ = λ ≥  and 

MN  is the new stopping time for the TSPRT at stage M.
T h e o r e m  8. For the model (18) and the TSPRT (3), (11)–(12), the following expressions are valid:

 
2 (0) (0) 2( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ).M M M MO h O E N E N O h Oα = α + + δ = + + δ
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P r o o f. Under hypothesis H0, we have: 
2 0 1

2
( ) ( ) ,  1.

2

T
t

t t
t tσ θ − θ ψ

λ = − − ξ ≥
σ

 From that we get:

 

(0)
0 0 0

2 0 1 2 0 1

0 02 2

(0) (0)

( ) ( ) ( , 0) ( , 1)

( ) ( ) ( ) ( )(1 )
2 2

(1 ) ( ) ( ),

n n n n n n

T T
n n

n n

n n

F x P x P x P x

n nP x P x

F x F x

= λ < = λ < τ = + λ < τ = =

   σ θ − θ ψ σ θ − θ ψ
= − δ − − ξ < + δ − − ξ < =      σ σ   

= − δ + δ





 

(19)

where (0) ( )nF x  is the distribution function of random variable 
2 0 1

2
( ) ( ) .

2

T
n

n n
nσ θ − θ ψ

ζ = − − ξ
σ

  The rest 
part of proof is directly derived from (19) and Theorem 6.

C a s e  2. Distortion in the basic function of trend ψ(t). We consider the following model:

 ( ) ,  1,T
t tx t t= θ ψ + ξ ≥  (20)

where ( )1( ) ( ),..., ( ) T
mt t tψ = ψ ψ    is a basic function of trend such that with a given positive δ, 

1
1

( ) ( ) max sup | ( ) ( ) | .i m i i
t

t t t t≤ ≤
≥

ψ −ψ = ψ −ψ ≤ δ 
 

T h e o r e m  9. For the model (20) and the TSPRT (3), (11)–(12), the following expressions are valid: 

2 (0) (0) 2( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ).M M M MO h O E N E N O h Oα = α + + δ = + + δ

P r o o f. Put 0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  1,T Tt t t tη = θ − θ ψ − θ − θ ψ ≥  then 0 1

1
| ( ) | | | .

m
i i

i
t

=
η ≤ δ θ − θ∑   Under hypoth-

esis H0, we have ( ) ( )(0) 2 (0) 2~ , ,  ~ , .n n n n n nN Nλ µ σ λ µ σ   Let φ(x) and Φ(x) be the standard normal PDF 

and CDF. Therefore, for all [ , ],x C C C C− + + −∈ − −  
(0) (0)

(0) (0)( ) ( ) .n n
n n

n n

x xF x F x
   − µ −µ

− = Φ −Φ      σ σ   





 

Using mean value theorem, there exits ζ∈R  such that

(0) (0)
(0) (0) 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

2 2 2
n n n n

n n n n
n n n n n n

x x x x xF x F x
 − µ −µ σ σ   − = − ϕ ζ = + − − ϕ ζ = σ −σ − ϕ ζ      σ σ σ σ σ σ    

 



  

On the other hand, 
0 1 0 1|| ( ) ( ) | | ( ) ( ) || | ( ) || | .

T T

n n
n n nθ − θ ψ − θ − θ ψ η

σ −σ = ≤
σ σ



  From that, we get:

 
(0) (0)( ) ( ) ( ),  [ , ],  1,n nF x F x O x C C C C n− + + −− = δ ∀ ∈ − − ≥

which implies (1) (1) ( ) ( )( ),  ( ),  2.n n
H H Hf f O D D O n×= + δ = + δ ≥  Therefore, ( ) ( ) ( ),  1.n n

Hf f O n= + δ ≥  
The rest part of proof is derived from Theorem 3.

C a s e  3. Joint distortion in both components ψ(t) and ξt. Consider the following mixed model:

 ( ) (1 ) ,  1,T
t t t t tx t t= θ ψ + − τ ξ + τ ξ ≥

  (21)

where { , 1}t tτ ≥  is a sequence of independent identically distributed random variables, 1( 0) 1 ,tP τ = = − δ  
1( 1) ,tP τ = = δ  and , ,t t tτ ξ ξ  are independent, 2( ) ( ) ,t tψ −ψ ≤ δ

   δ1 and δ2 are given positive cons-
tants, 1 (0,1).δ ∈
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T h e o r e m  10. For the model (21) and the TSPRT (3), (11)–(12), the following expressions are valid:

2 (0) (0) 2
1 2 1 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).M M M MO h O O E N E N O h O Oα = α + + δ + δ = + + δ + δ

P r o o f. Denote: 

( )20 2 0 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ,  1.
2

T T

t
t th t t

θ − θ ψ θ − θ ψ
ψ ξ = − − ξ ≥

σ σ

For n ≥ 1, we have

( ) ( )
( ) ( ) ( )

(0)
0 0 1 0 1 0

0 1 0 0

( ) ( , 0) ( , 1) (1 ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) .

n n n n nF x P x P x P h n x P h n x

P h n x P h n x P h n x

= λ < τ = + λ < τ = = − δ ψ ξ < + δ ψ ξ < =

 = ψ ξ < + δ ψ ξ < − ψ ξ < 



 



  

From the proof of Theorem 9, we knew ( ) (0)
0 2( , , ) ( ) ( ), [ , ].nP h n x F x O x C C C C− + + −ψ ξ < = + δ ∀ ∈ − −  

Therefore, (0) (0)
1 2( ) ( ) ( ) ( ).n nF x F x O O= + δ + δ  The rest part of the proof is similar to the proof of Theorem 9.

3. Numerical examples
The probability model (17) was considered and the hypotheses (2) were tested with the following 

values of parameters: 0 1 210,  (1,2,2,2) ,  (1,1,2, .1) ,  ( ) (1, /10, /10,1 / )T T t t t tσ = θ = θ = ψ =  The thre- 
sholds C– and C+ were calculated according to Wald [1]. Denote the sample estimate of a character-
istic γ with Monte-Carlo method by ˆ.γ  The number of repetitions used in Monte-Carlo simulation 
was 100 000. The index (0)

0n  was chosen according to Remark 1 with 5
0 .10−ε =  The approximate va- 

lues 0, tα  constructed as main terms in Theorem 3 and Monte-Carlo estimates 0̂ˆ ,tα  are presented in 
Tab. 1 for different values of partition number H, where (0)

0 ( ).t E N=

Table 1. Approximate values of the test characteristics for SPRT

α0 β0
(0)
0n α̂  0̂t H α  0t

0.1 0.1 134 0.07896 46.37639
50 0.08345 46.13523
100 0.07940 46.35240

0.1 0.05 136 0.07482 51.49942
50 0.08376 51.15358
100 0.078362 51.43005

With very small value 5
0 ,10−ε =  the change in value of index n0 is negligible corresponding to dif-

ferent values of α0 and β0. When the value H increases, the approximate values α  and 0t  are much clo- 
ser to their Monte-Carlo estimates α̂  and 0̂t  respectively. To get better approximate values, we can in-
crease (0)

0n  or H, or both of them, but we should consider the possible amount of time used for calcula- 
ting as well as computation capacity of the machine.

Next, we choose H to be 200. The approximate values of test characteristics calculated according 
Theorem 4 and Monte-Carlo estimates for the TSPRT are shown in Tab. 2 with different possible num-
bers of observations M.

Table 2. Approximate values of the test characteristics for TSPRT

α0 β0 M ˆ Mα Mα 0̂ ( )t M 0 ( )t M

0.1 0.1
40 0.22447 0.22427 38.08305 38.05922
50 0.15096 0.15226 43.14025 43.11857

0.1 0.05
40 0.22345 0.22472 39.22610 39.22269
50 0.15435 0.15490 45.97958 45.95119
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For the TSPRT, there is no requirement of determining the index n0, and the maximum number  
of observations M is usually not too large. Due to these advantages we can possibly increase the number 
of partitions H to get better accuracy of approximation. In Tab. 2, with the same levels of α0, β0 when 
the value M increases, the error probability αM decreases but the average number of observations 

(0) ( )ME N  increases. This can easily be understood because the more observations we have, the higher 
accuracy of the test is. In addition, the average number of observation has an upward trend with respect 
to M to reach its real expected values in Tab. 1. With H = 200, the approximate values Mα  and 0 ( )t M  
are relatively close to their Monte-Carlo estimates. Furthermore, compared with Tab. 1, the limitation  
of maximum number of observations leads to so remarkable change in error probabilities of the test.
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И. В. Качан*

Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь

НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ОТ НАЧАЛЬНЫХ ДАННЫХ РЕШЕНИЙ 
СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

С ДРОБНЫМИ БРОУНОВСКИМИ ДВИЖЕНИЯМИ

Аннотация. Рассматриваются конечномерные стохастические дифференциальные уравнения с дробными броу-
новскими движениями, имеющими различные индексы Харста, большие 1/3, и со сносом. Данные разнородные со-
ставные компоненты уравнений объединены в единый процесс. Решения уравнений понимаются в интегральном 
смысле, а интегралы, в свою очередь, являются потраекторными интегралами Губинелли [1] и, таким образом, реа-
лизуют известный подход в теории грубых траекторий (rough path) [2]. Указаны условия, обеспечивающие существо-
вание и единственность решений рассматриваемых стохастических дифференциальных уравнений. Такие условия 
оказываются достаточными для получения результатов, касающихся непрерывной зависимости от начальных дан-
ных. В работе доказывается потраекторная непрерывная зависимость от начальных условий и правых частей реше-
ний рассматриваемых стохастических дифференциальных уравнений. Полученный результат не зависит от вероят-
ностных свойств дробных броуновских движений и поэтому легко переносится на произвольные процессы, не-
прерывные по Гельдеру с показателем, большим 1/3. При этом возникающая в оценке константа получается 
экспо ненциально зависящей от норм дробных броуновских движений. С учетом последнего факта и доказанного 
потраекторного результата впоследствии выводится логарифмическая непрерывная зависимость в среднем от на-
чальных условий и правых частей решений рассматриваемых стохастических дифференциальных уравнений, пред-
ставляющая собой основной результат настоящей статьи. 

Ключевые слова: дробное броуновское движение, потраекторный интеграл Губинелли, стохастическое диффе-
ренциальное уравнение, интегральная непрерывность, устойчивость
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CONTINUOUS DEPENDENCE ON THE INITIAL DATA OF THE SOLUTIONS  
OF STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH FRACTIONAL BROWNIAN MOTIONS

Abstract. In the present acticle we consider finite-dimensional stochastic differential equations with fractional Brownian 
motions having different Hurst indices larger than 1/3 and a drift. These heterogeneous components of the equations are com-
bined into a single process. The solutions of the equations are understood in the integral sense, and the integrals in turn  
are Gubinelli’s rough path integrals [1] realizing the well-known approach of the rough paths theory [2]. The existence  
and uniqueness conditions of the solutions of these stochastic differential equations are specified. Such conditions are suffi-
cient to obtain the results related the continuous dependence on the initial data. In this article, we have first proved a continu-
ous dependence on the initial conditions and the right-hand sides of the solutions of the stochastic differential equations under 
consideration for almost all their trajectories. The result obtained does not depend on the probabilistic properties of fractional 
Brownian motions, and therefore it can be easily generalized to the case of arbitrary Holder-continuous processes with an ex-
ponent greater than 1/3. In this case, the constant arising in the estimates appears to be exponentially dependent on the norms 
of fractional Brownian motions. Taking into account the last fact and the proved result, an expected logarithmic continuous 
dependence on the initial conditions and the right-hand sides of the solutions of the stochastic differential equations con - 
si dered is subsequently derived. This is the major result of this article. 

Keywords: multivariate fractional Brownian motion, rough paths theory, Gubinelli’s derivative, stochastic differential 
equation, integral continuity, stability

For citation. Kachan I. V. Continuous dependence on the initial data of the solutions of stochastic differential equa-
tions with fractional Brownian motions. Vestsі Natsyianal’nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh 
navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, 
pp. 193–209 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-2018-54-2-193-209

© Качан И. В., 2018



194    proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus, Рhysics and mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, рр. 193–209 

Введение. Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение следующего вида: 

 = ( ) , [0, ],t t tdX f X dB t T∈  (1)

где f = ( f0,…,fd), : ,n n
if →   i = 0,…,d, – достаточно гладкие функции с ограниченными 

производными, (0) ( )= ( , , )d T
t t tB B B  (0) = ,tB t , ( ) ,i

tB  i = 1,…,d, – независимые одномерные дроб-
ные броуновские движения с индексами Харста Hi ∈ (1/3, 1). Наряду с уравнением (1) рассмотрим 
аналогичное уравнение с возмущенной правой частью 

 
  = ( ) , [0, ],t t td X f X dB t T∈  (2)

где    

0= ( , , ),  : ,n n
d if f f f →    i = 0,…,d, – также достаточно гладкие функции с ог ра ни-

ченными производными.
Cуществуют различные подходы к определению интегралов по дробному броуновскому дви-

жению (см. напр., [1; 2, гл. 5; 3]). В работе М. Губинелли [1] впервые вводится понятие потраек-
торного интеграла для уравнений (1) общего вида, где в качестве [0, ]( )t t TB ∈  выступают функции, 
непрерывные по Гельдеру с показателем a > 1/3. В монографии [2, гл. 4, 8] выводятся оценки 
простого вида для потраекторных интегралов. В этих же работах получены результаты, касаю-
щиеся интегральной непрерывности решений уравнений (1) общего вида, см. [1, пред ло жение 8; 2, 
теорема 8.5]. В приложении к стохастическим дифференциальным уравнениям указанные ре-
зультаты означают, что имеет место почти наверное потраекторная интегральная непрерывность 
решений уравнений вида (1) c дробным броуновским движением Bt, компоненты которого имеют 
один и тот же индекс Харста H > 1/3, в условиях существования указанных решений.

В [3] впервые исследуются уравнения смешанного типа, содержащие дробное броуновское 
движение H

tB  c индексом Харста H > 1/2 и стандартное броуновское движение Wt (являющееся 
частным случаем H

tB  при H = 1/2). Здесь интеграл по Wt рассматривается как стохастический 
интеграл Ито, а интеграл по H

tB  – как потраекторный интеграл Римана – Стилтьеса, вве ден-
ный в [4]. Стоит отметить, что из выведенных в [3] оценок можно получить условия, обес пе чи-
вающие интегральную непрерывность решений уравнений смешанного типа. В [5] по лу чены усло-
вия, гарантирующие (a, p)-асимптотическую устойчивость по вероятности и (a, p)-при тяжение 
решений, [5, теоремы 1, 2]. Нетрудно заметить, что уравнения смешанного типа яв ля ются част-
ным случаем уравнений (1).

Исследованию устойчивости уравнений вида (1) также посвящена статья [6]. В ней получены 
условия, обеспечивающие локальную почти наверное экспоненциальную устойчивость нулево-
го решения уравнения (1) на конечном отрезке [0, T] c дробным броуновским движением Bt, ком-
поненты которого имеют один и тот же индекс Харста H > 1/2.

Целью настоящей работы является доказательство непрерывной зависимости от начальных усло-
вий и правых частей решений уравнений (1), (2) с броуновским движением Bt, компоненты которого 
имеют различные индексы Харста Hi > 1/3, i = 1,…,d, в условиях существования указанных решений.

Обозначения. Будем использовать обозначение | · | для евклидовой нормы, U1, U2 – для нор-
мированных векторных пространств над полем .� Пространство функций, непрерывных  
по Гельдеру с показателем a∈(0, 1], будем обозначать следующим образом: 

 

( ) 1
1 1

, [0, ],

| |
[0, ], = :[0, ] | = < .sup

| |
t s U

s t T s t

Y Y
C T U Y T U Y

t s
α

α α
∈ ≠

−  → ∞ 
−  

Выделим также класс 2
2 2([0, ] , )C T Uα  функций двух переменных R(s, t) = Rs,t, принимающих 

значения в U2, для которых существует константа C такая, что |Rs,t| ≤ C|t – s|a для всех (s, t) ∈ [0, T]2. 

Наименьшую такую константу будем обозначать 2
,

, [0, ],= .sup
| |

s t U
s t T s t

R
R

t s∈ ≠α α−
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Отметим, что для функции Y ∈ Ca([0,T], U1) можно определить приращения Ys,t = Yt – Ys, (s, t) ∈ [0,T]2, 
принадлежащие 2

2 1([0, ] , )C T Uα . Поэтому мы будем также использовать обозначение Ys,t для 
соответствующих приращений функции одной переменной Yt.

Будем использовать символ I для обозначения отрезков вещественной прямой: = [ , ]I a b ⊂  . 
Длины таких отрезков также будем обозначать |I| = b – a. Через ;Iα⋅  обозначим норму Гельдера 
с показателем a на отрезке I ⊂ [0,T], а через ; ,Iα δ⋅ – норму Гельдера с показателем a, взятую по 
подотрезкам отрезка I длины не более d, т. е. 

 

, ,
; ; ,, ,

0<| |

= , =sup sup
| | | |

s t s t
I Is t I s t I

s t t s

Y Y
Y Y

t s t sα α δα α∈ ∈
≠ − ≤δ

− −

для функций 1([0, ], )Y C T Uα∈  или 2
2 2([0, ] , ).Y C T Uα∈  Очевидно, 

 ; , ; ;[0, ],| | ;[0, ]I I T I Tα δ α α α⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅

для любых I ⊂ [0,T], d ∈ (0, |I|]. Для краткости будем опускать индекс [0,T] для норм, связанных  
с исходным отрезком интегрирования, полагая ;[0, ]:= ,Tα α⋅ ⋅  ;[0, ],:= .Tα,δ α δ⋅ ⋅

Через 1 2( , )U UL  будем обозначать пространство линейных ограниченных операторов, дей-
ствующих из U1 в U2. Через 1 2( , )k

bC U U  будем обозначать множество функций 1 2: ,U Uϕ →  
имеющих непрерывные и ограниченные производные до порядка k включительно. Пусть 

=0
= ,

k j
kCb j

D
∞

ϕ ϕ∑

где ∞⋅  – максимум-норма: 1= ( ) ,maxj j
x UD D x∈∞

ϕ ϕ  j = 0,…,k; D0j = j, D – оператор диф фе-
ренцирования.

Необходимые определения. Прежде чем определить решение уравнения (1), приведем неко-
торые необходимые сведения из теории интегрирования Губинелли [1; 2, гл. 4].

Пусть V, W – конечномерные банаховы пространства над полем ,  a ∈ (1/3, 1/2].
О п р е д е л е н и е 1. Для заданной функции Z ∈ Ca([0,T], W) будем говорить, что 

( )[0, ], ( , )Y C T W Vα∈ L  управляется Z, если существует ( )( )[0, ], , ( , )Y C T W W Vα′∈ L L  (назы вае-

мое производной Губинелли Y) такое, что остаток , , ,=Y
s t s t s s tR Y Y Z′−  удовлетворяет 

2
< .YR

α
∞  

Множество всех ( , )Y Y ′  таких, что Y управляется Z, будем обозначать ( )2 [0, ], ( , ) .Z T W VαD L
О п р е д е л е н и е 2. Для заданной функции Z : [0,T] → W будем говорить, что функция 

2:[0, ]T W W→ ⊗  является процессом второго порядка над Z, если она удовлетворяет сле ду-
юще му тождеству Чена: 

, , , , ,=s t s u u t s u u tZ Z− − ⊗  

для любой тройки (s,u,t) ∈ [0,T]3.
О п р е д е л е н и е  3. Пусть ( )2( , ) [0, ], ( , ) .ZY Y T W Vα′ ∈D L  Потраекторным интегралом Губинел-

ли Y по Z будем называть предел интегральных сумм 

1 1
1

, ,0 | | 0 ,
= ( ),lim i i i i i i

i i

T
t t t t t t

P t t P
YdZ Y Z Y

+ +
+→ ∈

′+∑∫ 

где |P| = max |ti – ti+1| – диаметр разбиения P = {0 = t0 < t1 < … < tl = T}, 2:[0, ]T W W→ ⊗  – 
процесс второго порядка над Z, а предел понимается не зависящим от разбиений P. 



196    Proceedings of the National academy of sciences of Belarus, рhysics and mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, рр. 193–209 

З а м е ч а н и е 1. Слагаемое 
1,i i it t tY
+

′  записано корректно в том смысле, что имеет место 
изометрия ( ), ( , ) ( , ).W W V W W V≅ ⊗L L L  Действительно, мы можем понимать указанное выше 
произведение как действие билинейной формы на множитель, являющийся тензорным произве
дением двух векторов. Более точно, если 

= = ( ), = ( ), = 1,2, ,dim , , = 1,2, ,dim ,j k ijkz z z z Y y i V j k W′ ′⊗  

то 
dim

dim

, =1 =1

= .
V

W
ijk j k

j k i

Y y z z
 

′ ′  
 
∑

 

Таким образом, потраекторный интеграл Губинелли 0
TYdZ∫  принимает значения в V.  

В дальнейшем будем считать, что 1= ,  = .n dV W + 
Пусть ( , , )Ω F  – вероятностное пространство, на котором заданы компоненты ( ) ,i

tB   
i = 1,…,d, дробного броуновского движения Bt и случайного процесса Xt. Введем обозначение: 

min
=0, ,

= .min i
i d

H H


 Выберем и зафиксируем H ∈ (1/3, 1/2] такое, что H < Hmin. Пусть x, ξ  – случайные 

величины, заданные на вероятностном пространстве ( , , )Ω F  и принимающие значения в .n  
Будем писать кратко «п.н.», подразумевая под этим сокращением «почти наверное». Для дробного 
броуновского движения Bt процесс второго порядка над ним можно определить явным образом.

О п р е д е л е н и е 4. Процессом второго порядка над B будем называть случайный процесс 
2 ( 1) ( 1):[0; ] ,d dT + × +×Ω→   ( )( , )

, , , =0
= ,

di j
s t s t i j

   определенный следующими равенствами:

( )

2

1
1

1

( ) ( )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , , ,

| | 0 ,

п.н.
( )(0, ) ( )

, , 1,
| | 0 ,

2( , ) ( ) ( , )
, , , ,

, = , 1 < ,lim

= = ( ), 1 ,lim

1= , 0 , =
2

k k k
k k

k
k k

L
i ji j i j i j

s t s r r s r r s t t tP PP t t P

t jj j
s t s r k ks ts P t t P

i i i i j
s t s t s t s

B dB B dB B B i j d

B dr B t t j d

B i d

+
+

+

→ ∈

+
→ ∈

= ≤ ≤

− ≤ ≤

≤ ≤ −

∑∫ ∫

∑∫





  ( , ) ( ) ( )
, , , 0 < ,j i i j

t s t s tB B j i d+ ≤ ≤

 

для всех пар (s, t) ∈ [0,T]2, где P = {0 = t0 < t1 < … < tl = T} – произвольное разбиение отрезка [s, t], 

|P| = max |tk – tk+1|. Здесь также используются обозначения 
2

=,
L

 
п.н.
=   для того, чтобы показать, что 

соответствующие пределы понимаются в смысле 2 ( , , )L Ω F  и п.н. соответственно. 
З а м е ч а н и е  2. Следует пояснить корректность данного определения. Интегралы, входящие 

в (0, )
, ,j

s t  являются потраекторными интегралами Янга, соответствующие интегральные суммы 
сходятся п.н., поскольку сумма показателей Гельдера функции ( )

,
j

sB ⋅  и тождественной функции 
больше 1. Интегральные суммы ( , )

,
i j

s t  имеют конечный предел в L2 ввиду [2, предложение 10.3], 
поскольку ковариационные функции процессов ( ) ,i

tB ( )j
tB  имеют конечную rвариацию, r = 1 / 

/ 2H < 2 (см. [6, с. 417, предложение 2.2]). В справедливости тождества Чена для   можно убедиться 
непосредственной проверкой.

З а м е ч а н и е  3. Как следует из [2, теорема 10.4], имеет место конечность моментов 2
q

H   
любого порядка q ≥ 1.

О п р е д е л е н и е  5. решением уравнения (1) будем называть случайный процесс Xt такой, 
что 2( , ) ([0, ], )H n

BX X T′ ∈D    п.н. и почти наверное удовлетворяющий интегральному уравнению 

0 0= ( ) , [0, ],t
t s sX X f X dB t T+ ∈∫

где интеграл понимается как потраекторный интеграл Губинелли. Будем говорить, что решение 
Xt уравнения (1) с начальным условием X0 = x единственно, если для любого другого решения Yt урав
нения (1) с начальным условием Y0 = x выполняется равенство ( = [0, ]) = 1.t tX Y t T∀ ∈



 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2018. T. 54, № 2. С. 193–209 197

тривиальное обобщение теоремы 8.4 из [2] показывает, что достаточным условием су ще-
ствования и единственности решения уравнения (1) с начальным условием X0 = x является при-
надлежность 3 ( 1)( , ).n n d

bf C × +∈    Поэтому будем предполагать далее, что 

3 ( 1), ( , ).n n d
bf f C × +∈    

Причем f будем считать фиксированной, а f  – изменяющейся в малой окрестности f в простран-
стве 3 ( 1)( , ).n n d

bC × + 
Вспомогательные утверждения. Приведем ряд утверждений, которые будем использовать  

в дальнейшем для проведения оценок.
Пусть Y ∈ Ca([0,T],U1), I ⊂ [0,T]. Следующие предложения касаются свойств гельдеров- 

ских норм.
П р е д л о ж е н и е 1. Если ; , ,IY Mα δ ≤  d ≤ |I|, то ( )(1 ) 1

; 1 2 | | .IY M I− −α −α
α ≤ ∨ δ

Доказательство дословно повторяет доказательство утверждения 4.24 на с. 77 в [2].
П р е д л о ж е н и е 2. Пусть tj = ( j · d) ˄ T, Ij = [tj, tj+1] ⊂ [0, T], j = 0, 1,… . Тогда 

1 [ / ]
=0; ;2 .H T

jH H I j
Y Y− δ

δ ≤ ∨
Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольные s, t ∈ [0, T] такие, что 0 < |t – s| ≤ d, s < t. 

если s, t ∈ Ij для некоторого j, то, очевидно, [ / ]
, =0; ;| | | | | | .H H T

s t jH I H Ij j
Y Y t s t s Yδ≤ − ≤ − ∨  Иначе  

s ∈ Ij–1, t ∈ Ij. В таком случае 

( )
, , , ; ;1

[ / ] [ / ]1
; ;

=0 =0

| | | | | | | | | |

| | | | 2 | | ,

j j
H H

s t s t t t j jH I H Ij j

T TH H H H
j j H I H Ij jj j

Y Y Y Y t s Y t t

t t t s Y t s Y

−

δ δ
−

≤ + ≤ − + − ≤

≤ − + − ≤ −∨ ∨
 

 
где в последнем переходе было применено неравенство Иенсена для вогнутой функции j(t) = t H,  
t > 0, H∈(0,1). так как 1 – H > 0, то 21–H > 1, и в любом из рассмотренных случаев 

 

[ / ]1
, ;

=0
| | 2 | |

TH H
s t H I jj

Y t s Y
δ

−≤ − ∨

для |t – s| ≤ d. Из последнего неравенства следует требуемое утверждение. 
В технических выкладках будет полезно следующее элементарное предложение.
Предложение 3. Пусть u,u ,∈U  v,v ,∈V  , ,ku u U V ⊗∈ ×  , kv v V ⊗∈  – тензоры, U, V, U, V – 

нормированные векторные пространства над полем ,  .k∈� Тогда справедливы неравенства 

 

 

 

| uv | | u | v | | u ,

| | | | | | .

uv v v u

uv uv u v v v u u

− ≤ − + −

− ≤ − + −

  

  

Далее будет существенно использоваться следующее предложение [1, предложение 1; 2, 
теорема 4.10].

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть функция Z ∈ Ca(I, W ) такова, что 2 ; <Iα ∞  и 
( )2( , ) , ( , ) ,ZY Y I W Vα′ ∈D L  = [0, ].I T  Тогда существует константа C > 0, зависящая лишь от a  

и |I| = T, такая, что для любых s,t ∈ I выполняется неравенство 

 
3

, , ; 2 ; ;2 ;
| | .t Y

r r s s t s s t I I Is I
Y dZ Y Z Y C Z R Y t s α

α α αα
 ′ ′− − ≤ + − 
 ∫  

Причем константа C = C(a, |I|) может быть выбрана не зависящей от |I|=T, если T ∈ (0,1]. 
З а м е ч а н и е 4. В предложении 4 несущественен тот факт, что отрезок I имеет вид [0, T]. 

Для произвольного отрезка I = [a, a + T] предложение также справедливо ввиду замены переменных 
= ,s s a−  =t t a−  ( , , , , [0, ])[ ] ss t ta T Ta∈ + ∈ )и замен функций = ,s a sY Y +  =s a sZ Z +  (очевидно, 

указанные нормы и интегралы сохраняют свои значения).
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П р е д л о ж е н и е  5. Пусть Xt – решение уравнения. Тогда для любого I ⊂ [0,T] длины |I| ≤ 1 
п.н. справедливы неравенства

 

1/

2 2; ,
H

B BH I C Cb b
X K C f C f

  ≤ ∨     
 (3)

 

2 1 (1/ )

2 2
2 ;

ˆ ,
H

X
B BC CH I b b

R K C f C f
+    ≤ ∨         

 (4)

где ( )2 2= , =B B H H H HC C B B +  , a константы ˆ,K K  зависят лишь от H.
Равенство (3) является простым следствием [2, предложение 8.3]. Поясним, как из [2, 

предложение 8.3] вывести равенство (4). Воспользуемся неравенствами из [2, предложение 8.3]: 

2 2
2 21 02 ; ;2 ;

, ,X
BC H H H CH b b

R c f X X c f Cδ δδ
≤ + ≤

справедливыми для достаточно малых 
1/

22 ;
H

B Cb
c C f

−
 δ ≤  
 

 здесь c0, c1, c2 – некоторые конс-

тан ты, зависящие лишь от H. Комбинируя их, получим 

 ( )
2

2 2 2
2 21 0 32 ;

= ,X
B BC CH b b

R f c c C c C f
δ

 ≤ +  
 

где 2
3 1 0= .c c c+  Применяя предложение 1, с учетом |I| ≤ 1, будем иметь 

( )
12 2 1

1
2 2 23 42 ;

1 2 ,HX H
B B BC C CH I b b b

R c C f c C f C f
+

−
 

      ≤ ∨ δ ≤ ∨            
 

где ( )1
4 3 2= 1 2 Hc c c −∨  зависит лишь от H.

Промежуточные результаты. В данном разделе мы получим ряд вспомогательных лемм, 
на которые будут опираться доказательства результатов, связанных с непрерывной зави си-
мостью решений уравнений (1), (2). Все неравенства в дальнейшем понимаются выполненны-
ми почти наверное.

л е м м а  1. Пусть Xt и  tX  – решения уравнений (1) и (2) соответственно с правыми частями 
f, f  из класса 3 ( 1)( , ),n n d

bC × +   причем функция f  такова, что 

2 1.
Cb

f f− ≤  Тогда для любого 

отрезка I = [u, v] ⊂ [0,T] длины |I| ≤ 1 и любых s,t ∈ I п.н. имеет место следующее неравенство: 

  ( ) 

2( ) ( ) | | ,t H
fs Cb

f X f X dB C f f t sτ τ τ− ≤ − −∫

где 3 2= , , ,f f C H Hb
C C H f B 

 
 

  – случайная величина.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя предложение 4, получим оценку

 

  ( )      

  

  

, ,

( ) ( ) 3
2 ;2 ;

( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) | |

( ) ( ) | | .

t
s s s ss t s ts

f X f X H
H H H IH I

f X f X dB f X f X B f X f X

C B R f X f X t s

τ τ τ

−

′ ′− ≤ − + − +

 ′ ′+ + − − 
 

∫ 


 

(5)
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Следуя	 [2,	 лемма	 7.3,	 теорема	 8.4],	 имеют	 место	 следующие	 соотношения	 для	 производных	
Губинелли:

 
       ( ) = ( ) = ( ) ( ) = ( )( ),f X Df X X Df X f X Df f X⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅′ ′⋅ ⋅ ⋅  (6)

 
           ( ) = ( ) = ( ) ( ) = ( )( ).f X D f X X D f X f X D f f X⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅′ ′⋅ ⋅ ⋅ 	 (7)

Из	соотношений	(6),	(7)	очевидным	образом	следуют	оценки	

   

    

, 2

, 2 2 2

( ) ( ) | | | | ,

( ) ( ) | | | |

H
s s s t HCb

H
s s s t HC Cb b

f X f X B f f B t s

f X f X f f f t s

− ≤ − −

′ ′− ≤ − − 

для	 любых	 s,t ∈ I,	 |I| ≤	 1.	 Из	 неравенства	 треугольника	 следует,	 что	  22 1.CC bb
f f≤ + 	 Та- 

ким	образом,	

 
      

, , 0 2( ) ( ) | | ( ) ( ) | | | | ,H
s s s ss t s t Cb

f X f X B f X f X c f f t s′ ′− + − ≤ − − 	 (8)

где	 30 2= (1 ) .H C Hb
c B f+ + 

Далее	 оценим	   

;
( ) ( ) .

H I
f X f X′ ′− 	 Используя	 соотношения	 (6),	 (7)	 и	 формулу	 конечных	

приращений,	будем	иметь	

 
     ( )   ( ) 

, , , ;
( ) ( ) = ( ) ( ) | | .H

s t s t s t H I
f X f X Df f D f f X D Df D f f X t s⋅ ⋅ ⋅

∞
′ ′− ⋅ − ⋅ ≤ − ⋅ −

Поскольку	  ( )    

2 2( ) = ( ) ( ) ,D Df D f f D f D f f Df D f D f− ⋅ − ⋅ + − ⋅ 	 то	 нетрудно	 видеть,	 что	
    32 2 2(( ) ) 2 2(1 ) .CC C Cbb b b

D Df D f f f f f f f f
∞

− ⋅ ≤ − ≤ + − 	Отсюда	ввиду	предложения	5	выво-

дим	неравенство	

 
   

2;
( ) ( ) ,fH I Cb

f X f X c f f′′ ′− ≤ − 	 (9)

где	
1/

3 3 3= 2(1 ) (1 ) (1 ) .
H

f B BC C Cb b b
c f K f C f C′

  + + ∨ +     

Осталось	 оценить	
  ( ) ( )

2 ;
.f X f X

H I
R − 	 Учитывая	 соотношения	 (6),	 (7)	 и	 формулу	 конечных	

приращений,	для	некоторого	  (0,1)θ∈ 	будем	иметь	

 

  

       

    ( )   ( ) 

( )  ( )   ( ) 

( ) ( )
, , , , ,

,, ,

22
, , ,

= ( ) ( ) ( ) ( ) =

= ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) =

1= ( ) ( ) ( ) .
2

f X f X
s s s ss t s t s t s t s t

X
s s t s ss t s t

X
s t s t s s s t

R f X f X Df X X B D f X X B

f f X D f f X X Df X D f X R

D f f X X Df X D f X R

−
⋅ ⋅

⋅

⊗

′ ′− − +

− − − + −

− θ + −

Из	последнего	равенства	и	формулы	конечных	приращений	следует,	что	для	любых	s,t ∈ I 
имеет	место	оценка	

 
  







2( ) ( ) 2
, 2; 2 ;

1 | | ,
2

f X f X X H
s t H I CH I b

R X R f f t s−  ≤ + − − 
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из которой с учетом предложения 5 устанавливаем неравенство 

 

  



( ) ( )
, 2

2 ;

f X f X
s t R CH I b

R c f f− ≤ −  (10)

где 

2 2/ 2 1 (1/ )
2

3 3 3 3
1 ˆ= (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) .
2

H H

R B B B BC C C Cb b b b
c K f C f C K f C f C

+          + ∨ + + + ∨ +                       

Применяя неравенства (8)–(10) к правой части (5), получим

 
  ( ) ( ) 

0 22( ) ( ) | | ,t H
R fH Hs Cb

f X f X dB c Cc B Cc f f t sτ τ ′τ− ≤ + + − −∫ 

что и требовалось. лемма доказана.
л е м м а  2. Пусть Xt и  tX  – решения уравнений (1) и (2) соответственно с правыми частями 

f, f  из класса 3 ( 1)( , ),n n d
bC × +   причем функция f  такова, что 

2 1.
Cb

f f− ≤  Тогда для любых 

функций 

1, ,bg g C∈  любого отрезка I = [u, v] ⊂ [0,T] длины |I| ≤ 1 и любого s ∈ I п.н. справедливо 
неравенство 

    





0; 1;2

( ) ( ) 3
2; 2 ;2 ;

| ( ) ( ) | | |

( ) ( ) | | ,

s us g g uCb

f X f X H
g H H H IH I

g X g X g g C f f C X X

C B R f X f X I

∞

−

− ≤ − + − + − +

 ′ ′+ + − 
 



где 1 30; 0; 2= , , , , ,g g C C H Hb b
C C H g f B 

 
 

  1 31; 1; 2= , , , ,g g C C H Hb b
C C H g f B 

 
 

  – случай-

ные величины, 12; 2;= ,g g Cb
C C H g 

 
 

 – константа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формулы конечных приращений следует, что имеет место нера вен ство

 

       

  ( ),1 ,

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | |

| | | | .

s s s s ss s s

u u su u sCb

g X g X g X g X g X g X Dg X X g g

g g g X X X X

∞ ∞

∞

− ≤ − + − ≤ − + − ≤

≤ − + − + −
 (11)

Поэтому осталось оценить  ,,| | .u su sX X−  Для этого воспользуемся определением решения  
и предложением 4. Будем иметь 

 
  ( ),, 1 2| |= ( ) ( ) ,s

u su s uX X f X f X dB M Mττ τ− − ≤ +∫

где ( )1 = ( ) ( ) ,s
uM f X f X dBττ τ−∫    ( )2 = ( ) ( ) .s

uM f X f X dBτ τ τ−∫  Оценку для второго выражения 

дает лемма 1: 

2 2 | | .H
f Cb

M C f f s u≤ − −

Оценим M1. С учетом соотношений, аналогичных (6), (7), и предложения 4 получим

 

  





1 , ,

( ) ( ) 3
; 2 ; ;2 ;

( ) ( ) | | ( )( ) ( )( ) | |

( ) ( ) | | .

u uu u s u u s

f X f X H
H I H I H IH I

M f X f X B Df f X Df f X

C B R f X f X s u−

≤ − + ⋅ − ⋅ +

 ′ ′+ + − − 
 




 (12)
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Осталось заметить, что ввиду формулы конечных приращений, примененной к функциям  
f и Df · f, для любого s ∈ I, |I| ≤ 1 будем иметь

 
  3, ;( ) ( ) | | | | | | | |,H

u u uu u s u uH I C Hb
f X f X B Df X X B s u f B X X∞− ≤ − ⋅ − ≤ −  (13)

 

    ( )
 

, ,

2
3 3 22 2

( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) | | | |

| | .

u u uu u u s u u s

uuC H C HCb b b

Df X f X Df X f X D Df f X X Df f f

f X X f f f

∞ ∞ ∞
− ≤ ⋅ − + − ≤

≤ − + −

 

 
 

(14)

Окончательно из соотношений (11)–(14) и леммы 1 выводим 

   





0; 1;2

( ) ( ) 3
2; 2 ;2 ;

| ( ) ( ) | | |

( ) ( ) | | ,

s us g g uCb

f X f X H
g H H H IH I

g X g X g g C f f C X X

C B R f X f X I

∞

−

− ≤ − + − + − +

 ′ ′+ + − 
 



где 2
1 3 1 3 3 10; 1; 2;2 2= ,  = 1 ,  = .g f g gC C H C C H C H Cb b b b b b

C g f C C g f B f C C g   + + +   
   

   По-
следнее соотношение доказывает лемму. 

л е м м а  3. Пусть Xt и  tX  – решения уравнений (1) и (2) соответственно с правыми частями 
f, f  из класса 3 ( 1)( , )n n d

bC × +  , причем функция f  такова, что 

2 1
Cb

f f− ≤ . Для любого от-

рез ка I = [u, v] ⊂ [0,T] длины |I| ≤ 1 п.н. имеет место следующее неравенство: 

 
   

1 2 32; ;
( ) ( ) | | ,uuH I C H Ib

f X f X C X X C f f C X X′ ′− ≤ − + − + −

где 3 2= ( , , , )j j C H Hb
C C H f B  , j = 1, 2, 3, – случайные величины.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначения: Ys,t(q) = Ys + qYs,t, q ∈ (0,1), s,t ∈ I, j = Df · f.  

С учетом соотношений, аналогичных (6), (7), следуя формуле конечных приращений, найдутся 
q1, q2, q ∈ (0, 1) такие, что

 

( )  ( ) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )   ( ) ( )
  

, , ,,

, , , ,, 1 , 2

, , ,, 1 , , 1 2

2
,

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( ) ( )

| ( ) | | | | | ( ) ( )

( ) ( ) | | .

s t s t s ts t

s t s t s t s ts t s t

s t s t s ts t s t s t

s t

f X f X Df f X Df f X Df f f X

D X X D X X D Df f f X X

D X X X X D X D X

D f f f Df Df D f X

⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅

∞

′ ′− ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ −

ϕ θ − ϕ θ + ⋅ − θ ≤

≤ ϕ θ ⋅ − + ⋅ ϕ θ − ϕ θ +

+ ⋅ − + ⋅ −

 

(15)

легко видеть, что   

2
3 2( ) ( ) 2 .C Cb b

D f f f Df Df D f f f f
∞

⋅ − + ⋅ − ≤ −  Оценим второе слагаемое 
в (15). Из формулы конечных приращений следует:

 

  ( )
  ( )

2
, ,, 1 2 1 2 ,

2
3

; ;

( ( )) ( ( )) | | | | | |

| | | | | | .

s t s s ts t s s t

H H
uuC H I H Ib

D X D X D X X X X

f X X X X u s X X t s

∞
ϕ θ − ϕ θ ≤ ϕ − + θ − θ ⋅ − ≤

≤ − + − − + − −
 

(16)

С учетом соотношений(15), (16), очевидных неравенств  ,
;

| | | | ,H
s t

H I
X X t s≤ −   32 1 CC bb

f f≤ +  
и предложения 5 для любых s,t ∈ I будем иметь 

( )   

1 2 32 ;,
( ) ( ) | | | | ,H

uu C H Is t b
f X f X C X X C f f C X X t s⋅⋅

 ′ ′− ≤ − + − + − − 
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где 
 



( ) 

1/
2 2

3 3 3 3 31 2 3= ,  = 2 ,  = 1 2 ,  = (1 ) (1 ) .
X

H

B BX X XC C C C Cb b b b b
C f C C f C C C f C K f C f C

  + + ∨ +     
 

Из последнего неравенства следует требуемое утверждение. Лемма доказана.
Л е м м а  4. Пусть Xt и  tX  – решения уравнений (1) и (2) соответственно с правыми частями 

f, f  из класса 3 ( 1)( , ),n n d
bC × +   причем функция f  такова, что 

2 1.
Cb

f f− ≤  Для любого 
отрезка I = [u, v] ⊂ [0,T] длины |I| ≤ 1 п.н. имеет место следующее неравенство: 



  

( ) ( )
4 5 62 ;2 ;

| | ,f X f X
uu C H IH I b

R C X X C f f C X X− ≤ − + − + −

где 3 2= , , , ,j j C H Hb
C C H f B 

 
 

  j = 4, 5, 6, – случайные величины.
Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению

 



( )  

( )   



( ) ( )
, , ,,

,, , ,,

= ( ) ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

f X f X
s ss t s s s t s ts t

X X
s s t ss s t s s t s ts t

R f X f X Df X X B Df X X B

f X f X Df X X Df X X Df X R Df X R

−
⋅⋅

⋅⋅

′ ′− − +

− − + + −
 

(17)

рассмотрим функцию  ( , ) = ( ) ( )g x x f x f x− . Она дифференцируема по обеим переменным до 
3-го порядка включительно и ввиду разложения в ряд Тейлора для некоторого q ∈ (0, 1):

 

  















,,
( , )

2 2 2 22
, ,, ,2 2

( ( , ( )

( ) ( )( , ) = ( , )

1 ( ) ( ) ( )2 ( ) .
2

t s s tt s s t
X X ss

s t s ts t s t
X X ss

g gg X X g X X X X
x x

g g gX X X X
x xx x

⊗⊗

θ) θ)

∂ ⋅ ∂ ⋅ + + + ∂ ∂ 

 ∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅
+ + ⋅ ⊗ +  ∂ ∂∂ ∂ 

 
(18)

Вернемся к исходным обозначениям: 

 

 









2( , ) ( , ) ( , )= ( ), = ( ), = 1,2; = 0.
i i

i i
i i

g x x g x x g x xD f x D f x i
x xx x

∂ ∂ ∂
−

∂ ∂∂ ∂
 (19)

Учитывая равенства (17)–(19), получим 

 

 ( ) ( )( ) 

( )2( ) ( ) 2 2 2
, ,, , , , ,

1= ( ) ( ) ( ) ( ) .
2

f X f X X X
s t s t ss t s t s t s s t s tR D f X X D f X X Df X R Df X R

⊗− ⊗θ − θ + −  (20)

Далее зафиксируем произвольные s,t ∈ I такие, что |t – s| ≤ d для некоторого d ≤ |I| и получим 

оценку на 
( ) ( )

2 ;
,f X f X

H
R −

δ
 оценивая слагаемые в равенстве (20). Выберем отрезок Id ⊂ I длины 

|Id| ≤ d, содержащий точки s,t ∈ Id.
Шаг 1. Оценим первое слагаемое в (20). Очевидно,

 

( ) ( ) ( ) 

 ( ) ( )

2 22 2 2 2 2
, , ,, , , ,

2 2 2
, ,,

( ) ( ) | ( ) |

( ) ( ) .

s t s t s ts t s t s t s t

s t s ts t

D f X X D f X X D f X X X

X D f X D f X

⊗ ⊗⊗ ⊗

⊗

θ − θ ≤ θ − +

+ θ − θ
 

(21)

Ввиду формулы конечных приращений и неравенства |I| ≤ 1:

 

( ) ( )  ( )
 ( )

2 2 3
, ,, ,

3
;

( ) ( ) | | | || |

| | 2 .

s t s s ts t s s t

uuC H Ib

D f X D f X D f X X X X

f X X X X

∞
θ − θ ≤ − + θ − ≤

≤ − + −
 

(22)
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Из определения евклидовой нормы нетрудно установить справедливость соотношений

 
  

22 2 2
, ,

;
=| | | | ,H

s t s t
H I

X X X t s
⊗

≤ −  (23)

 
  

22 22 2
,, ; ; ;

2 | | .H
s ts t H I H I H I

X X X X X X t s
⊗⊗  − ≤ + − − 

 
 (24)

Учитывая равенства (21)–(24) и предложение 5, получаем окончательно оценку: 

 
( ) ( )  ( )22 2 2 2

, ,, , 1 2 ;
( ) ( ) | | | | ,H

s t s t us t s t u H I
D f X X D f X X c X X c X X t s

⊗⊗θ − θ ≤ − + − −  (25)

где 


2
31 = ,XCb

c f C  
( )2 2

32 1= 2 2 ,X XCb
c c f C C+ +  



1/

3 3= 1 1 ,
H

B BX C Cb b
C K C f C f

     + ∨ +           
 

1/

3 3= .
H

X B BC Cb b
C K C f C f

  ∨     
 

Шаг 2. Оценим второе слагаемое в (20). Очевидно, 

 

  



, , , , ,( ) ( ) | ( ) | ( ) ( ) .X X X X X
s ss s t s t s s t s t s t sDf X R Df X R Df X R R R Df X Df X− ≤ − + −  (26)

Ввиду формулы конечных приращений 

    ( )2
3

;
( ) ( ) | | .s s us s uC H Ib

Df X Df X D f X X f X X X X
∞

− ≤ − ≤ − + −  (27)

Рассмотрим разность остатков:

 



 

 ( )  ( )
( ) ( )

  ( )   ( )

,, , , ,

, 1 2

1 ,

2 ,

= ( ) =

= ( ) ( ) ( ) ( ) ,

= ( ) ( ) ( ) ( ) ,

= ( ) ( ) ( ) ( ) .

X X
s t ss t s t s t s s t

t
ss s ts

t
ss s ts

t
s s s ts

R R X X X X B

f X f X dB f X f X B M M

M f X f X dB f X f X B

M f X f X dB f X f X B

ττ τ

ττ τ

τ τ τ

′ ′− − − −

− − − ≤ +

− − −

− − −

∫

∫

∫
 

(28)

Оценим M1, применяя предложение 4:

 

 





1 ,

( ) ( ) 2
2 ;2 ;

( )( ) ( )( ) | |

( ) ( ) | | ,

ss s t

f X f X H H
H H H IH I

M Df f X Df f X

C B R f X f X t s−

δδ

≤ ⋅ − ⋅ +

 
′ ′+ + − δ − 

 




 

(29)

где константа C зависит лишь от H. По аналогии с неравенством (14) можем записать

 

   

 ( ) 

2
3 3 2;

( )( ) ( )( ) ( ) | |

| | .

s ss s

uuC CH I Cb b b

Df f X Df f X D Df f X X Df f f

f X X X X f f f

∞ ∞ ∞
⋅ − ⋅ ≤ ⋅ − + − ≤

≤ − + − + −
 

(30)

Согласно лемме 3 найдутся случайные величины C1, C2, C3 (зависящие только от H, 3 ,Cb
f  

,HB  2H ) такие, что 

    

1 2 32; ;
( ) ( ) | | .uuH I C H Ib

f X f X C X X C f f C X X′ ′− ≤ − + − + −  (31)
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Учитывая, что ; ; ,H I H Iδ
⋅ ≤ ⋅  2 ; 2 ; , ,H I H I δδ

⋅ ≤ ⋅  d ≤ 1, подставляя (30), (31) в (29), получим оценку

  

( ) ( ) 2
1 ,1 ,2 ,3 21 1 1; 2 ; ,

| | | | ,H f X f X H
uM u M M HCH I H Ib

M C X X C X X C f f C B R t s−

δ

 ≤ − + − + − + δ − 
 

 (32)

где 2
3,1 121

= ,M H Cb
C f CC + 

 
   2

3,2 321
= ,M H Cb

C f CC + 
 

  3,3 221
= .M H Cb

C f CC + 
 



Оценим M2, также применяя предложение 4: 

 

    

  

  

2 ,

( ) ( ) 2
2 ;2 ;

( )( ) ( )( ) | |

( ) ( ) | | .

s s s t

f X f X H
H H H IH I

M Df f X D f f X

C B R f X f X t s−

δδ

≤ ⋅ − ⋅ +

 
′ ′+ + − − 

 





Используя неравенства (8)–(10), из последнего соотношения можно вывести неравенство 

 

2
2 ,3 22

| | ,H
M Cb

M C f f t s≤ − −  (33)

где 3 2 22
= 1 .,3 R fM C H H Hb

C f Cc B Cc ′
 + + + 
 

 

Учитывая равенства (26), (27), (32), (33) и предложение 5, получаем окончательно оценку:

 





  



, , 3 4 5 2;

( ) ( ) 2
6

2 ; ,

( ) ( ) ( | |

) | | ,

X X
s us s t s t u H I Cb

H f X f X H

H I

Df X R Df X R c X X c X X c f f

c R t s−

δ

− ≤ − + − + − +

+ δ −
 

(34)

где ( )3 3,4 , 22 1
= , , , = ,i i M iC H Hb

c c H f B c C −
  
 

  i = 3,4, ( )5 3,4 ,3 ,31 2
= ,M Mc c C C+  6 = ,Hc C B   

а в свою очередь, 
2 1 (1/ )

3 3 33,4
ˆ( ) = 1 1 .

H

B BC C Cb b b
c y f K C f C f y

+         + ∨ + +                 
 

Применяя оценки (25), (34) к равенству (20), получим, что для любых s,t ∈ I таких, что |t – s| ≤ d, 
справедливо неравенство 



  

( ) ( ) ( ) ( ) 2
, 8 7 5 62; 2 ; ,

| | | | ,f X f X H f X f X H
us t u CH I H Ib

R c X X c X X c f f c R t s− −

δ

 ≤ − + − + − + δ − 
 

где 8 1 3 7 2 4
1 1= ,  = .
2 2

c c c c c c+ +  Отсюда заключаем, что 



  

( ) ( ) ( ) ( )
8 7 5 62;2 ; , 2 ; ,

| |f X f X H f X f X
uu H I CH I H Ib

R c X X c X X c f f c R− −

δ δ
≤ − + − + − + δ

для произвольного d ∈ (0, |I|]. теперь выберем и зафиксируем d таким, чтобы 

( ) 1/
6

1= 2 ,
2

HH H
H Hc C B C B

−
δ δ ≤ ⇔δ ≤

т. е. положим ( ) 1/
:=| | 2 .

H
HI C B

−
δ ∧  При таком выборе 
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( ) ( )
8 7 5 2;2 ; ,

2 | | 2 2 .f X f X
uu H I CH I b

R c X X c X X c f f−

δ
≤ − + − + −

Из последнего равенства, предложения 1 и неравенства |I| ≤ 1 вытекает 

 

 ( )   

1
( ) ( )

8 7 5 2;2 ;
2 1 2 2 | | ,

H
f X f X H uuH CH IH I b

R C B c X X c X X c f f
−

−   ≤ ∨ − + − + −     

откуда и следует требуемое неравенство. лемма доказана. 
Основные результаты. Перейдем к основным результатам, касающимся непрерыв- 

ной зависимости от начальных условий и правых частей решений уравнений (1), (2) на  
отрезке [0, T]. Следующая теорема устанавливает потраекторную непрерывную зави- 
симость.

те о р е м а  1. Пусть 

3 ( 1), ( , ),n n d
bf f C × +∈    причем функция f  такова, что 

2 1.
Cb

f f− ≤  
Тогда для решений Xt,  tX  уравнений (1), (2) c начальными условиями X0 = x, 0 =X ξ  соответ-
ственно п.н. справедлива следующая оценка: 

  

2| |
H Cb

X X C f f 
− ≤ ξ − ξ + − 

 
  (35)

для некоторой случайной величины 3 2= , , , , .C H Hb
C C H T f B  

 
  Причем C может быть 

выбрана не зависящей от T, если T ∈ (0, 1].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольный отрезок I = [u, v] ⊂ [0,T] достаточно малой 

длины |I| ≤ 1 ˄  T (точное значение длины |I| будет указано ниже) и получим оценку на 

;
.

H I
X X−  

Выберем произвольные , ,s t I∈  очевидно справедливо неравенство 

   ,, 1 2| |= ( ) ( ) ,t t
s ts t s sX X f X dB f X dB M Mττ τ τ− − ≤ +∫ ∫  (36)

где ( )1 = ( ) ( ) ,t
sM f X f X dBττ τ−∫    ( )2 = ( ) ( ) .t

sM f X f X dBτ τ τ−∫
Оценим M1. Из предложения 4 следует, что

 

  





2
1 2

( ) ( ) 3
2 ;2 ;

( ) ( ) | | ( )( ) ( )( ) | |

( ) ( ) | | .

H H
s ss sH H

f X f X H
H H H IH I

M f X f X B t s Df f X Df f X t s

C B R f X f X t s−

≤ − − + ⋅ − ⋅ − +

 ′ ′+ + − − 
 





Введем обозначение: 1,2 1 2 1 2 2( , ) = .H Hc K K K B K+   Применяя лемму 2 к функциям f и  ,f  
Df · f и  ,Df f⋅  учитывая, |I| ≤ 1, из последнего неравенства легко вывести 

 



 







,,
0 12

( ) ( ) 2
2 ;2 ;

| |
| |

| |

( ) ( ) | | ,

s ts t
uuH Cb

f X f X H
H H H IH I

X X
c f f c X X

t s

C B R f X f X I−

−
≤ − + − +

−

 ′ ′+ + − 
 



где 30 1,2= 1, ,Cb
c c f  

 
 ( )1 1,2 1; 1;= , ,f Df fc c C C ⋅   ( )1,2 2; 2;= , .f Df fC c C C C⋅ +  Причем c1, c2 – случай ные 

величины, зависящие только от H, 3 ,Cb
f  ,HB  2 ,H  но не зависящие от s, t, I.
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Далее, применяя леммы 3, 4 к правой части последнего неравенства, с учетом |I| ≤ 1 получим 

   

1
2 3 42 ;

| | | | ,
| |

H
uuH C H Ib

M c f f c X X c I X X
t s

≤ − + − + −
−

где 

2 0 1,2 5 3= ( , ),c c C c C C+ ⋅  

3 1 1,2 4 1= ( , ),c c C c C C+ ⋅  

4 1,2 6 3= ( , ).c C c C C⋅  Причем c3, c4 – случайные 
величины, зависящие от H, 3 ,Cb

f  ,HB  2 ,H  но не зависящие от s, t, I. Из леммы 1 следует, 

что 
2

2 ,
| | fH Cb

M C f f
t s

≤ −
−

 а посему 

 


  

,,
3 4 5 2;

| |
| | | | ,

| |
s ts t H

uuH H I Cb

X X
c X X c I X X c f f

t s
−

≤ − + − + −
−

где c5 = c2 + Cf. Последнее неравенство справедливо для любых s, t ∈ I, s ≠ t, а значит, 

    

3 5 42; ;
| | | |HuuH I C H Ib

X X c X X c f f c I X X− ≤ − + − + −

для произвольного |I| ∈ (0, 1]. теперь выберем |I| таким, чтобы выполнялось соотношение 

 1/
4 4 0

1| | | | (2 ) =: .
2

H Hc I I c −≤ ⇔ ≤ δ

таким образом, для любого отрезка I = [u, v] ⊂ [0,T] длины |I| ≤ 1˄ T˄d0 справедливо неравенство 

   

2;
| | ,uu fH I Cb

X X c X X c f f− ≤ − + −  (37)

где c = 2c3, cf = 2c5. если 1˄ T˄d0 = T, то I = [0, T], и неравенство (37) доказывает требуемое. Поэтому 
пусть далее T > 1˄ d0 := d1.

Построим разбиение отрезка [0, T] точками tj = ( j · d) ˄ T, где j = 0, 1,… . Заметим, что tN = T 
при N ≥ T / d1, а также, что отрезки Ij = [tj, tj+1] имеют длины |Ij| ≤ d1, j = 0, 1,… . Поэтому из 
неравенства (37) следуют оценки 

 
  

2;
| | ,tt fjjH I Cj b

X X c X X c f f− ≤ − + −

для j < T / d1. Заметим, что 

 
    

1 1 1 21 11 1; 1
| | | | (1 ) | | .H H H

t t tt t t fj j jj j jH I Cj b
X X X X X X c X X c f f− −− −−

− ≤ − +δ − ≤ + δ − + δ −

Из полученного рекуррентного соотношения очевидной индукцией выводим неравенство: 

 

  

( ) 

1
01 0 1 12

=0

1 1 2

| | (1 ) | | (1 ) =

= (1 ) | | (1 ) 1

j
H j H H k

tt fjj C kb

fH j H j
Cb

X X c X X c f f c

c
c c f f

c

−
− ≤ + δ − + δ − + δ

+ δ ξ − ξ + + δ − −

∑



для j < T / d1. таким образом, 

 
 

/ 1
1 2;

(1 ) | |TH
fH I Cj b

X X c c c f fδ  
− ≤ + δ ξ − ξ + − 

 
  (38)

для любого [ ]1= 0,1, , / .j T δ
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Применяя предложение 1 с учетом неравенства (38) получим 

 
 

/1 1
1 2; 1

2 (1 ) | | .TH H
fH Cb

X X c c c f fδ−
δ

 
− ≤ + δ ξ − ξ + − 

 


Рассмотрим выражение / 1
1(1 ) ,THc δ+ δ  d1 = 1˄ d0. если d1 = 1, то оно принимает значение (1 + c)T. 

В противном случае d1 = d0, d0 = (2c4)
–1/H < 1, 2c4 > 1 и 

(2 ) 2 2 /4 4 4
0

0
4 4 4

(1 ) = 1 1 = 1 ,
2 2 2

H cTT c T c T c c
H cTc c cc e

c c c
δ

       + δ + ≤ + + ≤            

поскольку функция j(x) = (1 + 1/x)x, x > 0 ограничена сверху числом e. Кроме того, (1 + c)T = j(1/c) ≤ ecT. 
Поэтому / 1

1(1 )TH cTc eδ+ δ ≤  и 

 
 

1
2; 1

2 | | .H cT
fH Cb

X X e c c f f−
δ

 
− ≤ ξ − ξ + − 

 


теперь из предложения 1 и последнего неравенства получем оценку требуемого вида: 

  

1
22 1 13

4 3 5 22 1 2 2(2 ) ( ) | | .
H

c TH H HH
H Cb

X X e T c T c c f f
−

− − −
    − ≤ ∨ ∨ ∨ ξ − ξ + −     

  (39)

теорема доказана.
З а м е ч а н и е  5 . Нетрудно видеть, что в приведенном доказательстве не использовалось ни-

каких других свойств дробного броуновского движения [0, ]( ) ,t t TB ∈  кроме свойства непрерывно-
сти траекторий по Гельдеру с показателем H. Это означает, что теорема справедлива для произ-
вольных гельдеровских функций 1([0, ], ).H dB C T +∈ 

З а м е ч а н и е  6. Рассмотрим зависимость случайных величин c3, c4, c5, фигурирующих  
в равенстве (39) от HB , 2H  при фиксированных 3, , .Cb

T H f  Из доказательства теоре- 
мы следует, что эта зависимость выражается в виде композиции конечного числа функций 

( , ) =u v u vα,β,γΣ α +β + γ,  ( , ) = ,u v u vΠ ⋅  ( , ) = ,u v u v∨ ∨  ( ) = s
s u uψ  ( ,α,β, γ∈  s +∈  – парамет-

ры) вещественных аргументов , .u v +∈
Следующая теорема, устанавливающая непрерывную зависимость в среднем, является ос-

новным результатом представленной работы.
те о р е м а  2. Пусть 

3 ( 1), ( , ),n n d
bf f C × +∈    причем функция f  такова, что 

2 1.
Cb

f f− ≤  

Тогда для решений Xt,  tX  уравнений (1), (2) c начальными условиями X0 = x, 0 =X ξ  соответ-
ственно имеет место следующее неравенство: 

 
( ) 

2ln ln | | ,
H Cb

X X C f f 
− ≤ + ξ − ξ + − 

 
 

где 31= , , , , ,d Cb
C C H H H T f ∈ 

 
   – константа, вообще говоря, зависящая от H, H1,… ,Hd,  

T, 3 .Cb
f
Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим логарифм к обеим частям неравенства (39). Учитывая, что 

x y x y∨ ≤ +  для , > 0,x y  будем иметь

 
 ( ) 

1 (1 )/ 1
3 3 5 4 2ln 2 ln( ) ln 1 2 2(2 ) ln | | ,H H H H

H Cb
X X c T c c T c T f f− − −  
− ≤ µ + + + + + + + ξ − ξ + − 

 


где m = (2 – H) ln 2. Возьмем математическое ожидание от обеих частей последнего неравенства. 
Ввиду вогнутости логарифма и неравенства Иенсена (ln ) ln( )η ≤ η   для любой случайной ве-
личины h. С учетом этого выводим неравенство 
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( ) ( )( )


(1 )/1 1 1/
3 3 5 4

2

ln 2 ln( ) ln 1 2 2

ln | | .

H HH H H
H

Cb

X X T c c c T T c

f f

−− −− ≤ µ + + + + + + +

 
+ ξ − ξ + − 

 


    

таким образом, осталось доказать, что 3 < ,c ∞  5 < ,c ∞  ( )(1 )/
4 < .H Hc − ∞  Однако мы уста-

новим даже большее: для любого r > 0 конечны моменты ( )2= , ,r r
j j H Hc c B    j = 3, 4, 5.

Воспользуемся замечанием 6: зависимость ( )2= , ,r r
j j H Hc c B   j = 3, 4, 5, от норм 2,H HB   

выражается в виде композиции конечного числа функций ( , ),u vα,β,γΣ  ( , ),u vΠ  ( , ),u v∨  ( ).s uψ  
Но очевидно, что 1,1,0( , ) = = ( , )u v u v u v u v∨ ∨ ≤ + Σ  для , .u v +∈  также понятно, что для 

( ) ( )2 2= , , = ,H H H Hu u B v v B+ +∈ ∈     справедливы соотношения 

 
2 1/2 2 1/2

, , ( , ) = , ( ) , ( , ) ( ) ( ) .u v u v u v u v u v u vα β γΣ α +β + γ ∨ ≤ + Π ≤        

Значит, конечность указанных математических ожиданий от функций ,  ,  α,β,γΣ Π ∨  будет обе-
спечена конечностью моментов их аргументов. Осталось рассмотреть функцию ys(u) = us.

если s ∈ (0, 1], то из неравенства Иенсена следует оценка ( ) ( ) = ( ) .s
s su u uψ ≤ ψ    если же 

(1, ),s∈ ∞  то справедливы соотношения 

 

( ) 1

1 2 1/2 2 1/2

( , ) = ( ) 3 ( ),

( ) ( ) 2 ( ), ( ) = ( ) ( ) .

s s s s s s s
s

s s s s s s s s
s s

u v u v u v

u v u v u v uv u v u v

−
α,β,γ

−

ψ Σ α +β + γ ≤ α +β + γ

ψ ∨ ≤ + ≤ + ψ ≤

   

       

В то же время, как следует из [3, лемма 7.4], любой s-момент, s ≥ 1 случайной величины HB  
(а значит, и любой s-момент, s > 0 ввиду неравенства Иенсена) конечен, т. е. ( ) = < ,s

s H HB Bψ ∞   
s > 0. то же самое справедливо для случайной величины 2H  (см. замечание 3): 

( )2 2= < ,s
s H Hψ ∞     s > 0.
Из полученных соотношений следует, что композиция конечного числа указанных функций 

с нормами 2,H HB   в качестве аргументов будет иметь конечное математическое ожидание и, 
в частности, ( )2, < ,r

j H Hc B ∞   j = 3, 4, 5, для любого r > 0. теорема доказана.
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ТЕПЛОВЫЕ ЭФФЕКТЫ В БЕЗОПАСНОМ ДЛЯ ГЛАЗ  
КОЛЬЦЕВОМ ПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ГЕНЕРАТОРЕ СВЕТА НА КРИСТАЛЛАХ KTiOPO4 

Аннотация. Для безопасного для глаз параметрического генератора света (ПГС), выполненного на основе трех-
зеркального кольцевого резонатора, каждая секция которого (пространство между плоскими соседними зеркалами) 
содержит кристалл KTiOPO4 (KТР) х-среза размером 15(х) × 7(y) × 7(z) мм3, проведено исследование тепловых эффек-
тов, обусловленных поглощением холостой волны в кристаллах KТР. Оценка тепловых эффектов проводилась по-
средством экспериментального определения изменений в рабочих характеристиках параметрического генератора 
света (расходимости выходного пучка и энергии импульса) при его переводе из режима генерации редко повторяю-
щихся одиночных импульсов в режим генерации периодически повторяющихся импульсов. Выявлено, что в случае, 
когда безопасный для глаз ПГС, накачиваемый многомодовым излучением YAG:Nd-лазера, генерирует 8-наносекунд-
ные импульсы с частотой следования 10 Гц и энергией 30–35 мДж, термоискажения кристаллов KТР, помещенных  
в металлические держатели при их естественном воздушном охлаждении, носят умеренный характер. Суммарное дей-
ствие положительных термолинз, наведенных в нелинейных кристаллах, вызывает увеличение расходимости пучка 
безопасного для глаз параметрического генератора света на 10 % и снижение эффективности ПГС на 0,76 % в силу того, 
что наведенные термолинзы не являются идеальными и поэтому вносят в резонатор ПГС дополнительные аберрацион-
ные потери. Теоретическое моделирование работы кольцевого параметрического генератора света в плосковолновом 
приближении с использованием системы трех связанных укороченных дифференциальных уравнений первого поряд-
ка показало, что среди трех кристаллов наиболее сильной тепловой нагрузке и воздействию наиболее интенсивных 
пучков подвергается кристалл KТР, расположенный первым по ходу излучения накачки в ПГС. 

Ключевые слова: безопасный для глаз кольцевой параметрический генератор света, кристаллы KTiOPO4, по-
глощение холостой волны, термоискажения нелинейных кристаллов
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THERMAL EFFECTS IN THE EYE-SAFE RING OPTICAL PARAMETRIC OSCILLATOR BASED  
ON KTiOPO4 CRYSTALS

Abstract. For an eye-safe optical parametric oscillator (OPO) built on the basis of a three-mirror ring cavity, each 
section of which (the space between adjacent plane mirrors) contains a x-cut KTiOPO4 (KТР) crystal having a size  
of 15(х) × 7(y) × 7(z) mm3, the thermal effects due to idler wave absorption in KTP crystals were investigated. These thermal 
effects were evaluated by means of experimental measurement of the change in the OPO performance (divergence of the out-
put beam and pulse energy) when transferring the OPO from the mode of generation of occasional single pulses to the mo de  
of generation of periodically repetitive pulses. It was found when the eye-safe OPO pumped by multimode YAG: Nd laser 
radiation generates 8-ns pulses with a repetition rate of 10 Hz and an energy of 30–35 mJ, thermal distortions of KTP crystals 
placed in metal holders at their natural air-cooling, are moderate. The total effect of positive thermolenses induced  
in nonlinear crystals leads to an increase in the divergence of the beam of the eye-safe OPO by 10 % and to a decrease  
in the efficiency of the OPO by 0.76 %, by virtue of fact that the induced thermal lenses are not ideal and thereby introduce 
additional aberration losses into the OPO cavity. The theoretical simulation of the OPO operation in the plane-wave approxi-
mation with the use of a system of three coupled first-order abridged differential equations showed that among three KTP 
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crystals the KTP crystal placed first in the path of pump radiation in the OPO is the largest thermal load and the action  
of the most intense beams. 

Keywords: Eye-safe ring optical parametric oscillator, KTiOPO4 crystals, idler wave absorption, thermal distortions  
of nonlinear crystals
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Введение. Параметрические генераторы света на кристаллах семейства KтР (калий титанил 
фосфат – KTiOPO4) являются высокоэффективными нелинейно-оптическими преобразователя-
ми 1-микронного излучения неодимовых лазеров в безопасный для глаз спектральный диапазон 
1,5–1,6 мкм [1–10]. Компактные, надежные, конструктивно крепкие лазерные источники безопас-
ного для глаз излучения востребованы для широкого круга практических применений, к числу 
которых можно отнести детектирование загрязнений атмосферы, связь с использованием откры-
того пространства, дальнометрию, подсветку, целеуказание и т. п.

Недавно нами был продемонстрирован [11] компактный высокоэффективный безопасный 
для глаз лазерный источник, состоящий из YAG:Nd-лазера накачки и кольцевого трехзеркально-
го параметрического генератора света (ПГС) бегущей волны на кристаллах KтР. Следует отме-
тить, что ПГС бегущей волны весьма удобны для создания компактных источников излучения, 
поскольку кольцевой резонатор позволяет без использования дополнительных элементов, во-пер-
вых, избежать образования обратной связи по основному лазерному излучению между ПГС и ла-
зером накачки, а во-вторых, пространственно разнести пучки составляющих источника.

Хотя кристаллы KтР и обладают высокими нелинейностями второго порядка, что обеспечивает 
эффективное преобразование излучения накачки, но все же имеют один существенный недостаток. 
Вскоре после их открытия и синтеза* было установлено, что присутствие в данных кристаллах 
катио нов PO4 является причиной возникновения поглощения в ИК-области спектра, где генерирует-
ся холостая волна безопасного для глаз ПГС (l ~ 3,3 мкм). таким образом, поглощение излучения 
холостой волны самими кристаллами KтР предопределило, с одной стороны, наличие сильных тер-
мооптических искажений в безопасных для глаз KтР-ПГС, а с другой – возникновение риска по-
вреждения и выхода из строя нелинейных кристаллов. В работе [12], где проводилось исследование 
кольцевых четырехзеркальных параметрических генераторов света на кристаллах KтР и Kта 
(KTiOAsO4-изоморфная разновидность KтР), показано, что даже при умеренной мощности гене-
рации ПГС (энергия импульса сигнальной волны ES ~ 80 мДж) кристаллам KтР свойственны 
сильные термооптические искажения, приводящие к уменьшению диаметра пучка генерации 
безопасного для глаз ПГС примерно в 5 раз. 

Настоящая работа посвящена исследованию влияния тепловых эффектов, связанных с погло-
щением холостой волны, на работу безопасного для глаз трехзеркального кольцевого параметри-
ческого генератора света, продемонстрированного нами в [11]. Данный ПГС на кристаллах KтР 
обеспечивает генерацию импульсов безопасного для глаз излучения с энергией ES ~ 35–40 мДж 
при частоте их следования 10,0– 12,5 Гц.

экспериментальная часть. Схема безопасного для глаз лазерного источника на основе 
кольцевого KтР-ПГС приведена рис. 1. Кольцевой резонатор параметрического генератора света 
на кристаллах KтР образован плоскими зеркалами М1–М3. Оптический осевой контур резонатора 
представляет собой равносторонний треугольник с периметром примерно 90 мм. Входное зерка-
ло резонатора М1 является прозрачным (Т ~ 98 %) для излучения накачки (lp = 1064 нм) и полно-
стью отражает (R ~ 99,9 %) излучение сигнальной волны (lS = 1571 нм). Выходное зеркало ПГС 
М2 полностью отражает излучение накачки и частично – излучение сигнальной волны. Зерка- 
ло М3 является высокоотражающим для излучения как накачки, так и сигнальной волны. 
Коэффициенты отражения зеркал для излучения холостой волны (l ~ 3,3 мкм) не специфици- 
руются, однако в силу его сильного поглощения в кристаллах KтР рассматриваемый ПГС являет-
ся однорезонаторным, т. е. имеет высокую добротность резонатора лишь для сигнальной волны. 

*  Pat. US 3949323 / J. D. Bierlein, N. D. Gier. – Publ. date 06.04.1976.
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В каждую секцию резонатора (пространство между зеркалами) помещены кристаллы KтР 
х-среза (q = 90о j = 0о), имеющие размер 7 × 7 × 15 мм3. Кристаллы указанного среза обеспечива-
ют преобразование излучения накачки в условиях выполнения II типа некритического фазового 
синхронизма. Рабочие грани кристаллов размером 7 × 7 мм2 просветлены для излучения на дли-
нах волн 1064 и 1571 нм (RS,p ≤ 0,3 %).

В ПГС кристаллы KтР установлены так, что вектор электрического поля линейно поляризо-
ванного излучения накачки, распространяющегося вдоль оси x оптической индикатрисы KтР, 
совершает колебания вдоль направления, совпадающего с осью оптической индикатрисы y  
(см. вставку на рис. 1). только при такой ориентации кристаллов KтР возможно возбуждение 
параметрической генерации, при этом излучение сигнальной волны поляризовано вдоль оси y 
(обыкновенная волна), в то время как холостая волна имеет ортогональную поляризацию и явля-
ется необыкновенной волной. В рассматриваемом параметрическом генераторе света излучение 
накачки (излучение Nd:YAG-лазера) совершает один полный обход резонатора ПГС и, истощаясь 
в кристаллах KтР, выходит из резонатора через зеркало M1. При этом импульс сигнальной волны 
генерируется в пределах той части импульса накачки, где интенсивность излучения на длине 
волны 1064 нм является достаточной для возбуждения ПГС.

При исследовании тепловых эффектов кристаллы KтР были помещены в металлические дер-
жатели, которые находились в условиях естественного воздушного охлаждения при температу-
ре в лабораторном помещении ~23 °C.

Диаметр пучка Nd:YAG-лазера накачки согласовывался с апертурой кристаллов KтР с помо-
щью 1,5× уменьшающего телескопа. Кроме того, применение такого телескопа приводило к уве-
личению плотности мощности излучения накачки в кристаллах KтР, что повышало эффектив-
ность работы ПГС.

Методика оценки влияния тепловых эффектов в кристаллах KтР на работу ПГС была выбра-
на исходя из следующих обстоятельств.

Во-первых, явление поглощения излучения холостой волны сопровождается преобразованием 
поглощенной энергии в тепловую в объеме нелинейной среды и неизбежно приводит к термо- 
оптическими искажениями кристаллов КтР. 

Во-вторых, известно [13], что если система, характеризующаяся тепловыделением, работает 
в режиме периодически повторяющихся импульсов, то по прошествии некоторого числа актов теп-
ловыделения в ее элементах (в данном случае – в кристаллах KтР спустя некоторое число импульсов 
Nd:YAG-лазера накачки) устанавливается квазистационарный тепловой режим, в котором в сход-
ственные моменты каждого последующего цикла воспроизводится температурное поле. При этом 
температурные перепады в элементах значительно превосходят перепады температуры, обуслов-
ленные неравномерностями нагрева (накачки) при работе в режиме редких одиночных импульсов.

В-третьих, поскольку KтР имеет положительные температурные коэффициенты показателя 
преломления n (dn/dT > 0) [14], то можно ожидать, что в результате неоднородного нагрева различ-
ных участков нелинейных кристаллов KтР в них сформируются положительные термолинзы.

Рис. 1. Оптическая схема безопасного для глаз лазерного источника на основе кольцевого ПГС. На вставке: ориентация 
поляризаций излучения накачки и ПГС относительно осей оптической индикатрисы кристалла KтР

Fig. 1. Optical scheme of the eye-safe laser source based on the ring OPO. The insert shows the orientation of the polarizations  
of the pump and OPO radiation with respect to the axes of the optical indicatrix of the KTP crystal
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И,	наконец,	в	одном	из	предварительных	экспериментов	было	установлено,	что	замена	в	ре-
зонаторе	ПГС	плоского	глухого	зеркала	М3	на	вогнутое	сферическое	зеркало	с	радиусом	кривиз-
ны	400	см	(по	сути	равносильная	внесению	в	резонатор,	составленный	плоскими	зеркалами,	по-
ложительной	фокусирующей	 линзы)	 приводит	 к	 увеличению	расходимости	пучка	 сигнальной	
волны	в	1,97	раза.	

В	силу	вышеизложенного	оценка	тепловых	эффектов	в	кольцевом	параметрическом	генера-
торе	света	была	проведена	на	основе	экспериментальной	оценки	изменения	энергии	импульса	
ПГС	и	расходимости	его	выходного	пучка	при	переводе	ПГС	из	режима	редких	импульсов	в	ре-
жим	периодически	повторяющихся	(частота	следования	10	Гц).

Оценка	изменений	энергии	параметрического	генератора	света	обусловлена	тем,	что	они так-
же	являются	доказательством	влияния	тепловых	эффектов	на	работу	ПГС.	Дело	в	том,	что	в	по-
давляющем	числе	 случаев	формирующаяся	 в	 любой	 среде	 термолинза	 не	 является	 идеальной	
(гауссовой).	Обычно	изменения	оптического	пути	в	термоискаженном	кристалле	совпадают	с	из-
менениями	оптического	пути	при	аппроксимации	этого	кристалла	идеальной	линзой	с	тем	же	
фокусным	расстоянием,	но	только	в	центральной	части	термолинзы.	При	приближении	к	пери-
ферическим	 участкам	 термолинзы	 различия	 в	 изменении	 оптических	 путей	 в	 резонаторе	 для	
идеальной	и	реальной	линз	становятся	сначала существенными,	а	затем	большими.	Это	и	есть	
следствие	неидеальности	сформировавшейся	термолинзы,	поэтому	кроме	эффекта	фокусировки/
расфокусировки	излучения	[15–17]	термолинза	вызывает	появление	и	рост	аберрационных	по-
терь	[18–20].	Аберрационные	потери	сигнальной	волны	значительно	возрастают	с	увеличением	
поглощения	в	кристаллах	KТР	и	могут	приводить	к	снижению	эффективности	ПГС.	Таким	обра-
зом,	 сравнение	 средних	 энергий	 импульса	 параметрического	 генератора	 света	 при	 его	 работе	 
в	указанных	выше	режимах	позволяет	оценить	влияние	аберрационных	потерь.	

Диаметр	пучка	ПГС	в	дальней	волновой	зоне	измерялся	в	фокальной	плоскости	положи-
тельной	линзы,	имеющей	на	длине	волны	1571	нм	фокусное	расстояние	f =	300,8	мм.	Для	изме-
рений	 использовалась	 ПЗС-камера	 (модель	 BeamOn	 IR1550,	 DUMA	 OPTRONICS	 LTD).	
Энергетические	характеристики	излучения	определялись	с	помощью	пироэлектрического	дат-
чика	PE50-DIF.

Работа	ПГС	в	режиме	редких	импульсов	обеспечивалась	возвратно-поступательными	пере-
мещениями	механического	 прерывателя	 пучка	Nd:YAG-лазера	 накачки.	Частота	 перемещения	
прерывателя	была	выбрана	такой,	что	импульс	Nd:YAG-лазера	накачивал	ПГС	примерно	один	
раз	 в	 1–2	мин.	Для	получения	 режима	периодически	повторяющихся	импульсов	прерыватель	
останавливался,	и	пучок	Nd:YAG-лазера	беспрепятственно	попадал	в	параметрический	генера-
тор	света.	При	этом	измерения	расходимости	пучка	сигнальной	волны	и	энергии	импульса	начи-
нались	спустя	30	мин	после	начала	работы	ПГС.

Следует	отметить,	что	в	отличие	от	[11],	где	ПГС	возбуждался	Nd:YAG-лазером	с	ламповой	
накачкой,	в	настоящей	работе	использован	Nd:YAG-лазер	с	поперечной	диодной	накачкой,	обе-
спечивающий	генерацию	импульсов	накачки	с	частотой	10–30	Гц		при	их	энергии	до	180	мДж.

Результаты и их интерпретация.	 Исследование	 зависимости	 средней	 энергии	 импульса	
ПГС	ЕПГС	от	коэффициента	отражения	R2S	выходного	зеркала	параметрического	генератора	света	
М2	(см.	рис.	1)	на	длине	волны	1571	нм	показало,	что	оптимальное	(с	точки	зрения	достижения	
максимальной	 энергии	 импульса	 ПГС)	 значение	 R2S	 составляет	 ≈50	 %.	 Выходные	 зеркала	 
с	R2S >	50	%	естественно	снижали	порог	генерации	ПГС,	однако	при	этом	ее	эффективность	генера-
ции	ПГС	(h = ЕПГС/Еp,	где	Еp	–	энергия	импульса	Nd:YAG-лазера	накачки)	при	ЕПГС	>	10	мДж	умень-
шалась.	При	R2S	≈	50	%	указанная	в	[11]	энергия	импульса	ПГС	ЕПГС	~	35	мДж	при	использовании	
нового	 диодно-накачиваемого	 Nd:YAG-лазера	 обеспечивалась	 при	 энергии	 импульса	 накачки	 
Еp	 ~	 130	 мДж.	Наивысшая	же	 эффективность	 надежной	 работы	 параметрического	 генератора	
света	 достигалась	 при	 энергии	 импульса	 накачки	 Еp	 ~	 150	 мДж.	 Значение	 ЕПГС	 состав- 
ляло	~48	мДж,	т.	е.	h	=	32	%.	Накачка	с	энергией	импульса	Еp	>	150	мДж	для	исследуемого	ПГС	
являлась	критической.	При	полуторакратном	уменьшающем	телескопе	повышение	энергии	им-
пульса	накачки	Еp	до	~170	мДж	неизбежно	приводило	к	повреждению	обращенного	к	выходному	
зеркалу	М2	торца	кристалла	KТР	№	1	(см.	рис.	1).	
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Распределение интенсивности в пучке параметрического генератора света в дальнем поле 
для режимов редких и периодически повторяющихся импульсов при ЕПГС ~ 35 мДж показано  
на рис. 2. Как видно, пучок ПГС является эллиптическим. Это обусловлено тем, что эллиптиче-
ским является и пучок Nd:YAG-лазера накачки. Эллиптичность распределения плотности энер-
гии ПГС (отношение минимальной ширины пучка к максимальной) составляет e ~ 0,72. Характер 
пространственных распределений для режимов редких и периодически повторяющихся импуль-
сов практически один и тот же. Отличие этих двух режимов состоит лишь в разнице ширин пуч-

a

b

Рис. 2. типичное дальнопольное пространственное распределение энергии в пучке безопасного для глаз излучения  
при работе ПГС в режиме одиночных импульсов (a) и с частотой повторения импульсов 10 Гц (b)

Fig. 2. Typical far-field distribution of energy in the eye-safe radiation beam during the OPO operation (a) in the regime  
of occasional single pulses and (b) with a pulse repetition rate of 10 Hz 
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ков dгор и dверт для горизонтального и вертикального направлений. Для режима редких импуль-
сов диаметры 1

горd   и 1
верт ,d   определенные на уровне 86,5 % полной энергии импульса как сред-

нее 30 измерений распределения плотности энергии, составляют 2,373 и 1,705 мм соответственно. 
Это означает, что соответствующие углы расходимости пучка ПГС, которые рассчитываются по 

формулам 
1
гор1

горθ
d

f
=   и 

1
верт1

вертθ ,
d

f
=   составляют 7,9 и 5,7 мрад. 

Для режима периодически повторяющихся импульсов усреднение данных 30 измерений про-
странственного распределения плотности энергии дает результат 2

гор 2,605 ммd =   и 2
верт 1,891 мм.d =   

Следовательно, соответствующие углы расходимости составляют 2
гор 8,7 мрадθ =   и 2

верт 6,3 мрад.θ =   
таким образом, выполненные измерения приводят к соотношениям 2 1

гор гор ,θ > θ   
2 1
верт верт ,θ > θ   

и 2 1 2 1
гор гор верт верт 1,1,θ θ ≈ θ θ ≈   которые показывают, что при работе параметрического генерато-

ра света в режиме периодически повторяющихся импульсов поглощение холостой волны дей-
ствительно сопровождается термооптическими искажениями кристаллов KтР в виде образования  
в них положительных термолинз. Увеличение расходимости пучка практически одинаково для обо-
их направлений, т. е. формирующиеся термолинзы не являются бифокальными. Сум марное дей-
ствие термолинз увеличивает расходимость пучка примерно на 10 %. Это позволяет считать, что при 
генерации ПГС-импульсов с частотой следования 10 Гц и энергией сигнальной волны ~30–35 мДж 
термоискажения кристаллов KтР при их пассивном охлаждении достаточно умеренны.

Сплошная черная линия на рис. 3 соответствует средней энергии импульса при работе пара-
метрического генератора света в режиме редких импульсов. ее значение по результатам 53 изме-
рений составляет ЕS = 35,6 мДж. Сплошная светлая линия соответствует средней энергии, изме-
ренной в режиме периодически повторяющихся импульсов. Она равна Еr = 34,6 мДж. Указанное 
снижение энергии импульса сигнальной волны означает, что термоискажения кристаллов KтР 
приводят к проявлению аберрационных потерь, которые снижают эффективность работы ПГС 
лишь на 0,76 % ((ЕS–Еr)/ Еp).

Уменьшающий согласующий телескоп, расположенный достаточно близко к входному зер-
калу ПГС, не дал возможности оценить величину искажений первого по ходу излучения на-
качки кристалла KтР методом измерения отклонения коллимированного пробного пучка, про-
ходящего через нелинейный кристалл на некотором расстоянии от его оси. Пробные же пучки, 
пропущенные сквозь другие кристаллы KтР, не проявили при длительной работе ПГС никакого 
отклонения от своего первоначального направления. В силу этого распределение термоискаже-
ний по кристаллам KтР было выявлено численным методом путем расчета энергии холостой вол-
ны, поглощенной в каждом из кристаллов. 

При теоретическом анализе ПГС процесс колли-
неарного трехчастотного параметрического взаимо-
действия плоских волн в каждом из кристаллов 
KтР описывался следующей системой укорочен- 
ных уравнений [21]:
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где индексы p, S, i обозначают соответственно на-
качку, сигнальную и холостую волны; z – координа-
та вдоль распространения излучения; a – коэффи-
циент поглощения; l – длина волны; n – показатель 

Рис. 3. Поведение энергии безопасного для глаз излу-
чения при работе ПГС в режиме одиночных импуль-

сов и с частотой повторения импульсов 10 Гц

Fig. 3. Behavior of eye-safe radiation energy during the 
OpO operation in the mode of occasional single pulses 

and at a pulse repetition rate of 10 Hz
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преломления; deff – коэффициент нелинейной связи в кристалле KтР. Используемые уравнения 
учитывают поглощение волн в кристаллах KтР. Значения ap,S и ai брались равными соответ-
ственно 0,7 и 0,52 м–1 [23]. Связь между волнами Еp ЕS и Еi на границах участков резонатора, сво-
бодных от нелинейных кристаллов, устанавливалась исходя из условий отражения на зеркалах 
М1–М3. Полагалось, что ПГС возбуждается гауссовским импульсом с амплитудой поля на входе

 

2

0( ) exp 2ln 2 ,pin p
p

tE t E
t

   = −      

где E0p – амплитуда поля в максимуме импульса; tp – длительность импульса по уровню 0,5 мак-
симальной интенсивности. Поскольку tp значительно превосходит время обхода светом кольце-
вого резонатора t0, то импульс накачки подвергался аппроксимации ступенчатой функцией вре-
мени с шириной ступеньки t0 и постоянной в пределах каждой ступеньки величиной поля накач-
ки. При расчетах поглощенной энергии для простоты полагалось, что все зеркала кольцевого 
резонатора ПГС имеют одинаковый коэффициент отражения Ri для излучения холостой волны.

Представление о поглощенных в кристаллах энергиях Епогл с учетом поглощения на частотах 
всех волн в зависимости от указанного коэффициента отражения Ri дает рис. 4. Как видно, рас-
пределение поглощения зависит также от коэффициента отражения выходного зеркала ПГС на 
частоте сигнальной волны. При R2S = 65 % наиболее сильно холостая волна поглощается кри-
сталлом KтР № 1. таким образом, при R2S = 65 % данный кристалл испытывает в кольцевом па-
раметрическом генераторе света наиболее сильную тепловую нагрузку. Например, при Ri = 50 % 
он поглощает примерно в 3 раза больше, чем второй кристалл, и в 6 раз больше, чем третий.  
В случае оптимального выходного зеркала ПГС с R2S = 50 % при Ri > 60 % бóльшую тепловую на-
грузку начинает испытывать кристалл KтР № 2. Именно термоискажения этих кристаллов (№ 1  
и № 2) в основном влияют на расходимость пучка и эффективность работы ПГС при Ri > 60 %. 
Из данных рис. 4 следует практически важный вывод о том, что уменьшение Ri приводит к осла-
блению тепловых эффектов в параметрическом генераторе света. Следует отметить, что, соглас-
но расчетам, распределение поглощенной энергии по кристаллам носит указанный характер  
и в случае реальных разных значений Ri, которые для используемых в экспериментах зеркал ле-
жали в пределах от 5 до 25 %, т. е. в исследуемом трехзеркальном кольцевом ПГС основную роль 
играют термоискажения кристалла KтР № 1.

Однако, как показывает численный анализ, наиболее сильное поглощение холостой волны 
(или, иными словами, сильная тепловая нагрузка) не является единственным негативным факто-

      

     a                                                                          b

Рис. 4. Зависимость энергии, поглощенной кристаллом, от коэффициента отражения зеркал резонатора на длине холостой 
волны при коэффициенте отражения выходного зеркала ПГС 65 % (a) и 50 % (b) и постоянной энергии импульса накачки  

100 мДж (расчет)

Fig. 4. Dependence of the crystal-absorbed energy on the reflectivity of the cavity mirrors for the idler wave at the OPO output coupler 
reflectivity of (a) 65 % and (b) 50 % and constant pump pulse energy of 100 mJ (calculation)
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ром для кристалла KтР № 1. Хотя в энергию сигналь-
ной волны преобразуется лишь некоторая доля энергии 
импульса накачки, наличие в ПГС обратной резонанс-
ной связи для сигнальной волны приводит к тому, что 
ее максимальная интенсивность на выходе из кристал-
ла № 1 всегда превосходит пиковую интенсивность 

2
0( )pE  неистощенного импульса накачки (рис. 5). От-

ме ченное превышение зависит также от коэффициента 
отражения выходного зеркала R2S и может доходить до 
двух раз. При некоторых значениях R2S превышение на-
блюдается и на выходах кристаллов № 2 и № 3. таким 
образом, при уровнях накачки, которые еще не пред-
ставляют самим по себе опасности для кристаллов, ин-
тенсивность сигнальной волны в резонаторе ПГС мо-
жет достигать значений, превосходящих порог лучевой 
стойкости кристаллов KтР. На наш взгляд, именно этот 
фактор (учитывая долговременную работу ПГС при  
Еp ~ 150 мДж) является определяющим в отмеченном вы-
ше разрушении торца кристалла KтР при Еp ~ 170 мДж.

Заключение. таким образом, при генерации ПГС 
импульсов с частотой следования 10 Гц и энергией 
~30–35 мДж, термоискажения кристаллов KтР при их 
естественном охлаждении носят достаточно умеренный характер. Суммарное действие сформи-
ровавшихся положительных термолинз приводит по сравнению со случаем редких импульсов  
к увеличению расходимости пучка ПГС на 10 %. Неидеальность сформировавшихся термолинз 
вносит в кольцевой резонатор дополнительные аберрационные потери, что выражается в умень-
шении средней энергии параметрического генератора света с 35,6 до 34,6 мДж. Это соответству-
ет снижению эффективности преобразования на 0,76 %. теоретически показано, что тепловые 
эффекты наиболее сильно выражены в кристалле KтР, расположенном первым по ходу излуче-
ния накачки. Этот же кристалл подвергается воздействию и наиболее интенсивных пучков.
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ИНЖЕКЦИОННЫЙ ОТЖИГ КОМПЛЕКСА  
СОБСТВЕННОЕ ДИМЕЖДОУЗЛИЕ – КИСЛОРОД В КРЕМНИИ p-ТИПА

Аннотация. Методом нестационарной спектроскопии глубоких уровней (DLTS) с использованием n+–p-структур 
исследовано влияние инжекции неосновных носителей заряда (электронов) на отжиг комплекса собственное 
димеждоузлие – кислород (I2O) в кремнии, облученном альфа-частицами. Показано, что в легированном бором кремнии, 
имеющем удельное сопротивление 10 Ом·см, инжекционно-стимулированный отжиг этого комплекса при комнатной 
температуре начинается при плотности прямого тока ~1,5 А/см2. При этом суммарная концентрация радиационных 
дефектов не превышала 15 % от начальной концентрации бора. В результате инжекционно-стимулированного отжига 
I2O образуется двухвалентная дырочная ловушка с уровнями Ev + 0,43 эВ и Ev + 0,54 эВ. Установлено, что в кремнии 
р-типа проводимости эта ловушка соответствует эмиссии дырок метастабильной конфигурацией бистабильного 
дефекта (BH-конфигурация). В основной конфигурации (ME-конфигурация) этот бистабильный дефект проявляет 
себя как электронная ловушка с уровнем Ec – 0,35 эВ. На основании данных об отношении амплитуд сигнала DLTS 
бистабильного дефекта в различных конфигурациях сделан вывод, что в ME-конфигурации он ведет себя как центр 
с отрицательной корреляционной энергией. Показано, что наличие инжекционно-стимулированных процес- 
сов существенно затрудняет получение достоверных данных о кинетике образования бистабильного дефекта  
в BH-конфигурации при исследовании термического отжига комплекса собственное димеждоузлие – кислород. 

Ключевые слова: кремний, радиационные дефекты, междоузельные атомы, рекомбинационно-ускоренные реакции
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INJECTION ANNEALING OF THE SELF DI-INTERSTITIAL – OXYGEN COMPLEX IN p-TYPE SILICON 

Abstract. With the use of deep level transient spectroscopy (DLTS) the effect of injection of minority charge carriers 
(electrons) on an annealing rate of self di-interstitial – oxygen (I2O) complex in silicon has been studied. The complex has been 
formed by irradiation of epitaxial boron-doped n+–p diode structures with alpha-particles at room temperature. It has been 
shown that the disappearance of this complex at room temperature begins at a direct current density of ~1.5 A/cm2. This char-
acteristic current density has been found for 10 W·cm p-type silicon when the total radiation defect density was less than 15 % 
of the initial boron concentration, a divalent hole trap with energy levels of Ev + 0.43 eV and Ev + 0.54 eV has been found  
to appear as a result of recombination-enhanced annealing of the I2O. When the I2O complex is annealed thermally, the con-
current appearance of an electron trap with an energy level of Ec – 0.35 eV has been observed. It has been shown that the diva-
lent hole trap represents a metastable configuration (BH-configuration) of the bistable defect, whereas the electron trap is stab le 
in the p-Si configuration (ME-configuration). From the comparison of DLTS signals related to different defect configurations 
it is found that the ME-configuration of this bistable defect can be characterized as a center with negative correlation energy. 
It has been shown that the injection-stimulated processes make it very difficult to obtain reliable data on the formation kine-
tics of the bistable defect in the BH-configuration when studying the thermal annealing of the I2O complex.

Keywords: silicon, radiation defects, interstitial atoms, recombination-enhanced reactions
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Введение. Явление	 инжекционно-ускоренного	 отжига	 радиационных	 дефектов	 в	 кремнии	
p-типа	проводимости	было	впервые	обнаружено	достаточно	давно.	Так,	в	работе	[1]	сообщалось	
об	инжекционно-ускоренном	отжиге	одиночных	вакансий.	Ускорение	миграции	междоузельных	
атомов	бора	(Bi)	и	алюминия	(Ali)	посредством	возбуждения	электронно-дырочной	подсистемы	
кристалла	наблюдалась	в	[2,	3].	Наиболее	чувствительным	к	такому	возбуждению	являются	ре-
акции	собственного	междоузельного	атома	кремния	(I ≡	Sii).	В	статьях	[4,	5]	показано,	что	акти-
вация	реакций	с	участием	собственного	междоузельного	атома	при	температуре	жидкого	азота	
в	диодах	на	основе	p-Si	наблюдается	уже	при	пропускании	прямого	тока	Jf ~	0,01	А/см

2.	Величи- 
на	Jf 	 значительно	ниже	плотности	тока,	требуемого	для	активации	миграции	междоузельного	
атома	примеси	бора	[5].	

Рекомбинационно-стимулированному	отжигу	подвержены	не	только	простейшие	дефек-
ты	(V,	I,	Bi,	Ali),	но	и	комплексы	дефектов.	Так,	в	работе	[6]	было	показано,	что	при	инжекции	
электронов	энергия	активации	бор-кислородного	комплекса	BiOi	понижается	на	величину	~1	эB,	
которая	сравнима	с	шириной	запрещенной	зоны	кремния.	Однако	для	такого	существенного	по-
нижения	энергии	отжига	требуются	значительно	более	высокие	плотности	токов	инжекции,	чем	
это	необходимо	для	дефектов	типа	Bi	или	Ali.

Примесные	атомы	кислорода	служат	ловушкой	как	для	одиночных	междоузельных	атомов,	
так	и	для	более	сложных	междоузельных	комплексов,	одним	из	которых	является	пара	междоу-
зельных	атомов	кремния	–	димеждоузлие	(I2).	Впервые	на	возможность	образования	комплекса	
димеждоузлие	–	междоузельный	атом	кислорода	(I2O)	было	указано	в	[7].	Этот	комплекс	может	
быть	зарегистрирован	с	использованием	спектроскопии	ИК-поглощения	как	линия	936	см–1,	ко-
торая	возникает	при	облучении	кристаллов	кремния,	выращенных	по	методу	Чохральского.	Как	
показано	в	[8],	комплекс	I2O	является	одним	из	доминирующих	радиационных	дефектов	в	силь-
но	 облученных	 кристаллах	 кремния.	 Было	 установлено	 [9],	 что	 он	 имеет	 донорный	 уровень	
вблизи	Ev	+	0,09	эВ	и	может,	таким	образом,	наблюдаться	посредством	метода	емкостной	спек-
троскопии	глубоких	уровней	(DLTS).	Используя	этот	метод,	удалось	определить	ряд	характери-
стик	комплекса	 I2O,	 в	 частности	 энергию	активации	отжига,	 которая	 составляет	Ea =	1,05	 эВ.	
Кроме	того,	в	дополнение	к	данным	ИК-поглощения	с	использованием	метода	DLTS	найден	но-
вый	бистабильный	электрически	активный	дефект	(BH-центр),	который	представляет	собой	про-
дукт	отжига	центра	Ev	 +	0,09	 эВ.	Обнаружение	продукта	отжига	 I2O	важно	для	установления	
механизма	 его	 исчезновения,	 развития	 представлений	 о	 поведении	 междоузельных	 дефектов	 
в	кремнии	и	их	влияния	на	свойства	приборных	кремниевых	структур.	

Вместе	с	тем	имеет	место	некоторое	несоответствие	между	температурами	отжига	центра	
Ev	+	0,09	эВ,	наблюдаемых	в	[9],	и	температурами	появления	бистабильного	дефекта,	приведен-
ных	 в	 [10].	 В	 настоящей	 работе	 будет	 показано,	 что	 это	 несоответствие	 может	 быть	 связано	 
с	инжекционно-стимулированным	отжигом	комплекса.

Методика эксперимента.	 Исследовались	 кремниевые	 n+–p-структуры	 (диоды),	 созданные	
на	основе	эпитаксиальных	слоев	кремния	p-типа	толщиной	50	мкм,	выращенных	на	легирован-
ной	бором	кремниевой	подложке	толщиной	525	мкм	с	удельным	сопротивлением	0,006	Ом·см.	
n+-Слой	 создавался	 посредством	 диффузии	 фосфора	 при	 температуре	 1050	 °C.	 Концентрация	
дырок	в	p-областях	структур,	обусловленная	легированием	бором	во	время	эпитаксиального	ро-
ста	 слоев,	 оценивалась	 исходя	 из	 измерений	 вольт-фарадных	 характеристик	 и	 составила	
9·1014	см–3.	Содержание	кислорода,	проникшего	в	диоды	в	процессе	их	изготовления,	определя-
лось	по	скорости	отжига	междоузельного	углерода	с	применением	представленной	в	[11]	кали-
бровки	 и	 составляло	 [O]	 ≈	 1,5·1017	 см–3.	Концентрация	 углерода	 рассчитывалась	 с	 использова- 
нием	соотношения	между	сечениями	захвата	собственных	междоузельных	атомов	бором	и	угле-
родом	[12]	и	составила	≈	2·1015	см–3.

Облучение	 осуществлялось	 α-частицами	 с	 помощью	поверхностного	 источника	 частиц	 
при	температурах	примерно	280–290	К.	Энергия	α-частиц	имела	значения	~5	МэВ,	время	облу-
чения	 составляло	 40–150	 мин.	 Поверхностная	 активность	 источника	 была	 около	 2·107	 Бк/см2.	
Распределение	радиационно-индуцированных	дефектов,	создаваемых	при	облучении	таким	по-
верхностным	источником,	приводится	в	[11].
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Исследование электрически активных радиационно-индуцированных дефектов выполня-
лось методом емкостной спектроскопии глубоких уровней. Далее будут использоваться два обо-
значения для экспериментальных спектров: DLTS, когда заполнение ловушек осуществлялось 
основными носителями заряда (напряжение 0 В или заполняющие импульсы обратного смеще-
ния диода), и MC-DLTS, когда в процессе заполнения ловушек инжектировались неосновные но-
сители заряда (заполняющие импульсы прямого смещения). Очевидно, что в спектрах DLTS про-
являются только ловушки основных носителей заряда. В спектрах MC-DLTS дополнительно про-
являются и ловушки неосновных носителей заряда, но лишь те, которые характеризуются 
достаточно высокой асимметрией сечений захвата носителей заряда разных знаков. При этом ам-
плитуда ловушек основных носителей заряда может даже увеличиваться за счет большего расши-
рения квазинейтральной области при положительных напряжениях заполняющего импульса. 

Для регистрации спектров DLTS использовались две установки. Измерения в диапазоне тем-
ператур 30–270 К проводились с применением спектрометра HERA-DLTS FT-1300 [12], в диапазо-
не температур 79–270 К – спектрометра «Свiтанак», созданного в НИИ прикладных физических 
проблем БГУ. Установка «Свiтанак» позволяла также реализовать при измерениях MC-DLTS бо-
лее высокие максимальные значения прямого тока во время заполняющего импульса. 

Идентификация ловушек проводилась на основании определения их параметров (Et и At), 
определяющих температурную зависимость скорости эмиссии захваченных носителей заряда  
в соответствии с уравнением

 

2( ) exp .t
t t

Ee T AT
kT

 = − 
 

 (1)

Параметр Et есть энергия ионизации ловушки, а множитель At определяется свойствами по-
лупроводника и сечением захвата носителей заряда ловушкой. 

Отжиг при температурах свыше 100 °C в течение ~30 мин проводился на воздухе в моди-
фицированной трубчатой печи, колебания температуры в которой в стационарном режиме  

не превышали ±3 К. Ниже 100 °C образцы от-
жигались непосредственно в криостате DLTS-
спектрометра.

экспериментальные результаты и их об-
суждение. Сигнал DLTS, связанный с уровнем 
Ev + 0,09 эВ, может быть зарегистрирован только 
в области температур 40–50 К. Исследование по-
ведения этого пика проводилось нами с использо-
ванием спектрометра HERA-DLTS. По лу ченные 
спектры DLTS для исследованных n+–p-диодов 
приведены на рис. 1, где кривая 1 соответствует 
спектру, полученному сразу после облучения.  
В спектре проявляется ряд ловушек, которые бы-
ли идентифицированы ранее (см. [9, 13, 14]). Пик 
Н1 соответствует ионизации комплекса I2O. Зна-
чения его параметров были определены нами как 
EH1 = 0,091 эВ и AH1 = 1,3·107 c–1 и согласуются  
с данными работы [9]. Пик Н2 соответствует ио-
низации одной из конфигураций тривакансии 
[14]. Значения энергии активации эмиссии дырок 
и предэкспоненциальный фактор этого центра 
равны EH2 = 0,103 эВ и AH2= 8,5·105 c–1 и также со-
гласуются с данными, полученными ранее [14]. 
Пик Н3 соответствует суперпозиции пиков иони-
зации дивакансии (V2) и тривакансии (V3) [14].

Рис. 1. Эволюция спектров DLTS после альфа-облучения 
(1) и последующего пропускания в течение 2 мин прямо-
го тока с плотностью Jf = 1,6 A/см2 (2); Jf = 6,4 A/см2 (3);  
Jf = 12,8 A/см2 (4). Условия измерения: окно скоростей 
эмиссии ew = 57 с–1 для всех спектров; изменение сме-
щения –3 → 0 В и длительность заполняющего им-

пульса tp = 10 мс
Fig. 1. DLTS spectra registered after irradiation with al-
pha-particles (1) and after subsequent direct current injec-
tion during 2 min with the density Jf  = 1.6 A/cm2 (2); Jf = 
6.4 A/cm2 (3); Jf = 12.8 A/cm2 (4). Measurement conditions: 
emission rate window ew = 57 s–1 for all spectra, the bias 

change –3 → 0 V, and the filling pulse duration tp=10 ms
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Пики H4 и Н5 связаны с междоузельным углеродом (Ci) и комплексом междоузельный угле-
род – междоузельный кислород (CiОi) соответственно. Пики Н3, H4 и Н5 хорошо известны и не-
однократно наблюдались нами ранее [15]. Пик Н5* представляет собой суперпозицию сигнала 
DLTS комплекса междоузельный углерод – междоузельный кислород в основной (CiОi) и мета-
стабильной (CiОi

*) конфигурациях [16]. При комнатной температуре CiОi
* постепенно преобра- 

зуется в основную (стабильную) конфигурацию CiОi [16], при этом происходит постепенный 
сдвиг пика Н5* в более высокотемпературную область, приближаясь к пику H5.

Длительное хранение при комнатной температуре приводит к постепенному исчезновению 
ловушки Н1. Постоянная времени ее исчезновения, оцененная из экспериментальных данных 
работы [9] для эпитаксиальных диодов, составляет порядка 6 недель при 24 °С. В экспериментах 
же по исследованию изохронного отжига (время отжига 20–30 мин) его исчезновение начинается 
при Т > 60°С [9]. Однако отжиг ловушки Н1 при комнатной температуре может быть существен-
но ускорен путем пропускания прямого тока через облученную n+–p-структуру.

Это хорошо видно из спектров 2–4 на рис. 1, которые показывают, что изменения спектра 
DLTS начинают происходить уже при пропускании через структуру прямого тока плотностью  
Jf = 1,6 а/см2 в течение двух минут (кривая 2). Данные изменения становятся более ярко выра-
женными при повышении плотности прямого тока до 6,4 а/см2 (кривая 3). После пропускания та-
кого тока в течение двух минут происходит существенное уменьшение амплитуды пика Н1 и уве-
личение амплитуд пиков ВН1 и ВН2. После пропускания прямого тока с плотностью 12,8 а/см2  
в течение такого же промежутка времени пик Н1 исчезает полностью, а амплитуда пиков ВН1  
и ВН2 достигает максимума (кривая 4). Одновременно изменяются амплитуды пиков Н4 и Н5. 
Но, как показывают наши предыдущие исследо-
вания [4], изменения амплитуд пиков Н4 и Н5  
не связаны с пропусканием прямого тока, а обу-
словлены термическим отжигом междоузельно-
го углерода (пик Н4) за время нахождения диода 
при комнатной температуре. Наблюдаемые из-
менения амплитуд пиков Н4 и Н5 позволяют 
утверждать, что увеличение температуры диода 
в процессе инжекционного отжига не превышало 
12–15 К при максимальном прямом токе (0,8 а).

Параметры ловушек, ответственных за появле-
ние пиков ВН1 и ВН2, были определены нами как 
EBH1 = 0,434 эВ, АBH1 = 1,4·107 c–1 и EBH2 = 0,528 эВ, 
АBH2 = 7,9·107 c–1 соответственно. Эти ловушки на-
блюдались ранее в работах [10, 17] и были связаны 
с разными зарядовыми состояниями BH-центра 
[10]. Бистабильность дефекта, ответственного за 
ловушки ВН1 и ВН2, подтверждается путем про-
ведения многократных циклов 20-минутного от-
жига при 80 °С и последующего пропускания 
прямого тока с достаточно высокой плотностью.

Изменения спектров DLTS и МС-DLTS до на-
чала и после окончания каждого цикла такой об-
работки исследуемых n+–p-структур с примене-
нием установки «Свiтанак» показаны на рис. 2. 
При этом использовался тот же самый диод, 
спектры DLTS которого (см. рис. 1) были получе-
ны ранее с помощью установки HERA-DLTS. 
Перед измерениями диод прошел термообработ-
ку при 80 °С в течение 20 мин. Как видно из кри-
вой 1, в спектре DLTS наблюдаются только два 

Рис. 2. типичные спектры DLTS (линии) и спектры 
MC-DLTS (символы) для того же самого диода, что  
и на рис. 1, полученные сразу после отжига при 80 °С 
в течение 20 мин (1, 1′) и после пропускания прямого 
тока плотностью Jf = 3,2 A/см2 (2, 2′). Условия измере-
ния: окно скоростей эмиссии ew = 19 с–1 для всех спек-
тров; изменение смещения –3 → 0 В, длительность 
заполняющего импульса tp = 10 мс для спектров 1, 2; 
изменение смещения –3 → +2,0 В, длительность за-

полняющего импульса tp =10 мс для спектров 1′, 2′

Fig. 2. Conventional DLTS (lines) and MC-DLTS (sym-
bols) spectra for the same diode as in Fig.1 registered im-
mediately after 80 °C annealing during 20 min (1, 1′) and 
after direct current injection with the density Jf = 3.2 A/cm2 
(2, 2′). Measurement conditions: emission rate window  
ew = 19 s–1 for all spectra, the bias change –3 → 0 V, and 
the filling pulse duration tp = 10 ms for spectra 1, 2; the 
bias change -3 → +2.0 V, and the filling pulse duration  

tp = 10 ms for spectra 1′, 2′
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пика Н3 и Н5 (кривая 1). если же через диод перед измерением дополнительно пропустить 
прямой ток плотностью 3,2 а/см2 в течение двух минут, что гарантирует полную перестройку 
BH-центра в метастабильную конфигурацию, то появляются пики ВН1 и ВН2, которые наблюда-
лись ранее (см. рис. 1). Как показывает сравнение рис. 1 и 2, имеет место согласие между резуль-
татами измерений на установках HERA-DLTS и «Свiтанак». Некоторое отличие в температурах 
положения пиков связаны с различием в окнах эмиссии, используемых в указанных установках.

В спектрах МС-DLTS (кривая 1′, рис. 2) дополнительно к дырочным ловушкам наблюдаются  
и ловушки электронов, которые обозначены как Е1 и МЕ1. ловушка Е1 (EE1 = 0,227 эВ, AE1 = 3,9·106 c–1) 
хорошо известна и идентифицирована как комплекс междоузельный бор – междоузельный кис-
лород (ВiОi) [12]. ловушка МЕ1 (EME1 = 0,353 эВ, AME1 = 5,0·107 c–1) наблюдалась ранее в [18], где 
было показано, что она относится к метастабильному дефекту. Результаты наших измерений 
подтверждают эту точку зрения. Как видно из рис. 2, эта ловушка исчезает после пропускания 
прямого тока, и в спектрах DLTS появляются пики ВН1 и ВН2. то есть исчезновение ловушки 
МЕ1 сопровождается появлением пиков двухвалентной ловушки ВН1/ВН2. Последующий от-
жиг при 80 °С приводит к восстановлению МЕ1 и исчезновению ВН1/ВН2. Эта конверсия  
МЕ1 ↔ ВН1/ВН2 имеет место при многократном циклировании обработок – отжиге при 80 °С  
в течение 20 мин и пропускании прямого тока с плотностью ~3–6 а/см2. таким образом, можно 
предположить, что и ловушка МЕ1, и ловушка ВН1/ВН2 представляют собой различные конфи-
гурации одного и того же дефекта. Это предположение было впервые сделано в работе [19] на 
основании изучения кинетики перестройки ловушки ВН1/ВН2 в стабильную конфигурацию.

Особенностью наблюдения ловушки МЕ1 является требование достаточно больших по ампли-
туде прямых напряжений в импульсе заполнения в процессе регистрации спектров МС-DLTS. 
Иными словами, для наблюдения центра МЕ1 требуется достаточно высокая плотность инжек-
тируемых неосновных носителей заряда во время импульса заполнения. Реализация импульсов 
заполнения с достаточно высоким уровнем инжекции обычно не предусмотрена в стандартных 
спектрометрах DLTS, что может препятствовать исследованиям центра МЕ1 с их применением.

Необходимость высоких уровней инжекции электронов для наблюдения ловушки МЕ1 сви-
детельствует об относительно небольшой асимметрии сечений захвата электронов и дырок этой 
ловушкой, что может затруднять количественную оценку концентрации центра МЕ1. Поэтому 

при регистрации спектров МС-DLTS мы исполь-
зовали максимальные уровни инжекции от гене-
ратора импульсов установки «Свiтанак».

На рис. 3 приведены результаты изохронного 
отжига, при котором появляется ловушка МЕ1. 
температура ее появления (кривая 1, рис. 3) не-
сколько выше температуры отжига Сi (см. [4])  
и совпадает с температурой отжига комплекса I2О. 
Кривая 2 на рис. 3 построена на основании дан-
ных, приведенных в [9] для аналогичных эпи-
таксиальных диодов. таким образом, получен-
ные результаты изохронного отжига свидетель-
ствуют о том, что ловушка МЕ1, так же как  
и двойной пик ВН1/ВН2, появляется в результате 
отжига комплекса I2О. Из рис. 2 видно, что ам-
плитуда пика МЕ1 Smax(ME1) больше амплитуды 
каждого из пиков: ВН1 Smax(BH1) и ВН2 Smax(BH1). 
Использование разности спектров 1′ и 2′, пред-
ставленных на рис. 2, показывает, что амплитуда 
сигнала пика МЕ1 в 2 раза больше амплитуды 
каждого из пиков ВН1 и ВН2. На основании это-
го факта можно сделать вывод, что ловушка МЕ1 

Рис. 3. Образование ловушки ME1 в процессе изохрон-
ного отжига (1). Кривая 2, рассчитанная из данных ра-
боты [9], соответствует исчезновению I2О при тех же 
условиях отжига, длительность которого составляла 

20 мин, шаг по температуре – 20 К

Fig. 3. Formation of the ME1 trap under isochronal an-
nealing (1). Curve 2 (calculated from the experimental da-
ta [9]) – I2О disappearance under the same annealing con-
ditions, the annealing duration – 20 min with a tempera-

ture step of 20 K
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одновременно	испускает	2	электрона,	т.	е.	она	является	центром	с	отрицательной	корреляцион-
ной	энергией	(negative-U-центр).

Обсуждение результатов.	Для	наблюдения	пиков	ВН1/ВН2	необходимо	перевести	соответ-
ствующий	бистабильный	центр	в	конфигурацию,	имеющую	уровни	в	нижней	половине	запре-
щенной	зоны	кремния.	Для	этого	требуется	пропускание	через	диод	прямого	тока	достаточно	
высокой	плотности.	Так,	в	[10,	20]	для	такой	перестройки	использовались	плотности	тока	в	ин-
тервале	4,8–16	А/см2.	Как	следует	из	полученных	нами	результатов,	такие	токи	не	только	перево-
дили	уже	имеющиеся	бистабильные	центры	в	 требуемую	конфигурацию,	но	и	обусловливали	
образование	новых	бистабильных	центров	в	результате	инжекционного	отжига	комплекса	I2O.	
Таким	образом,	мы	не	можем	установить,	какая	доля	наблюдаемых	BH-центров	появилась	в	ходе	
термического	отжига,	а	какая	–	вследствие	инжекции	электронов	в	процессе	его	конфигураци-
онной	перестройки.	Отсюда	можно	сделать	вывод,	что	получить	однозначные	результаты	о	ки-
нетике	образования	бистабильного	центра	из	результатов	изохронного	термического	отжига	не	
всегда	возможно.

Именно	 этим	 объясняются	 противоречия	 по	 температурам	 образования	 бистабильного	
центра	и	исчезновения	ловушки	Ev	+	0,09	эВ,	присутствующие	в	[9,	10,	20].	С	использованием	
чисто	термического	отжига	может	быть	исследована	только	корреляция	между	исчезновением	
центра	Ev	+	0,09	эВ	и	бистабильной	ловушки,	находящейся	в	конфигурации	МЕ1,	как	это	пока-
зано	на	рис.	3.

Важной	 проблемой	 является	 идентификация	 атомной	 структуры	 бистабильного	 центра	
МЕ1/ВН1/ВН2.	В	 [10]	выдвинуто	предположение	о	том,	что	этот	центр	может	быть	либо	ком-
плексом	собственное	междоузлие	–	междоузельный	углерод	(ICi),	либо	комплексом	собственное	
междоузлие	–	междоузельный	бор	(IВi).	В	последующей	работе	[20]	считалось,	что	образование	
комплекса	 ICi	 является	более	 вероятным	механизмом	отжига	 I2О,	 тем	не	менее	убедительных	
свидетельств	в	пользу	указанной	гипотезы	не	получено.	Так,	в	[20]	методом	ИК-поглощения	ис-
следовался	отжиг	дефекта,	ответственного	за	линию	936	см–1.	Было	установлено,	что	в	матери-
алах	 с	 более	 высоким	 содержанием	бора	и	 углерода	 температура	изохронного	 отжига	 этого	
дефекта	понижается.	Однако	 ясно,	 что	 этот	факт	не	позволяет	 однозначно	 установить	меха-
низм	 отжига	 I2О	 и	 природу	 бистабильного	 BH-центра,	 образующегося	 после	 его	 распада.	 
По	нашему	мнению,	нет	оснований	отдать	предпочтение	какой-либо	из	этих	гипотез	о	природе	
бистабильного	 центра,	 и	 для	 выяснения	 механизма	 отжига	 I2О	 требуются	 дополнительные	
эксперименты	 с	 использованием	 образцов,	 содержащих	 различные	 соотношения	 концентра-
ций	бора	и	углерода.

Заключение.	 С	 применением	 метода	 нестационарной	 емкостной	 спектроскопии	 глубоких	
уровней	обнаружено,	что	отжиг	комплекса	собственное	димеждоузлие	–	кислород	 (I2О)	может	
быть	существенно	ускорен	путем	инжекции	неосновных	носителей	заряда	(электронов).	Проведены	
исследования	электрических	характеристик	бистабильного	дефекта,	образующегося	в	результате	
отжига	I2О.	Показано,	что	плотности	токов,	приводящие	к	исчезновению	I2О,	находятся	в	том	же	
интервале,	что	и	плотности	тока	инжекции,	требуемые	для	перестройки	в	электрически	активную	
конфигурацию	 возникающего	 бистабильного	 дефекта.	 Это	 делает	 невозможным	 проведение	
корректного	 эксперимента	 по	 изучению	 корреляции	 между	 термическим	 отжигом	 комплекса	
собственное	димеждоузлие	–	кислород	и	появлением	бистабильного	дефекта.	

Выявлен	 новый	 уровень	 бистабильного	 дефекта	 в	 его	 основной	 конфигурации.	 Получены	
данные,	которые	свидетельствуют	о	том,	что	основная	конфигурация	исследованного	дефекта	
имеет	инверсный	порядок	следования	энергетических	уровней.
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ПОЛУЧЕНИЕ И РЕНТГЕНОГРАФИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ТВЕРДЫХ 
РАСТВОРОВ Cu2CdSn(SxSe1–x)4

Аннотация. Методом однотемпературного синтеза из элементарных компонентов синтезированы четверные 
полупроводниковые соединения Cu2CdSnS4, Cu2CdSnSe4 и твердые растворы Cu2CdSn(SxSe1–x)4. Рентгенографическим 
методом показано, что полученные поликристаллические образцы являются однофазными. Из дифракционных 
спектров полнопрофильным анализом по методу Ритвельда с использованием программного пакета Fullprof опре- 
делены параметры элементарной ячейки синтезированных соединений и твердых растворов Cu2CdSn(SxSe1–x)4. 
Установлено, что с ростом концентрации серы параметры элементарной ячейки плавно уменьшаются по линейному 
закону в соответствии с правилом Вегарда, что свидетельствует об образовании в системе Cu2CdSn(SxSe1–x)4 непре-
рывного ряда твердых растворов в области 0 ≤ x ≤ 1. Рассчитан параметр тетрагональных искажений кристалличе-
ской решетки исследованных соединений h. Значения h близки к единице для всех изученных составов, что свиде-
тельствует о малых искажениях кристаллической решетки полученных образцов.

Ключевые слова: четверные полупроводники, параметры элементарной ячейки, рентгенографические исследо-
вания, твердые растворы, тетрагональные искажения

Для цитирования. Получение и рентгенографические исследования твердых растворов Cu2CdSn(SxSe1–x)4 /  
А. У. Шелег [и др.] // Вес. Нац. акад. навук Беларусi. Сер. фiз.-мат. навук. – 2018. – Т. 54, № 2. – С. 229–233. https:// 
doi.org/10.29235/1561-2430-2018-54-2-229-233
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SYNTHESIS AND X-RAY INVESTIGATION OF Cu2CdSn(SxSe1–x)4 SOLID SOLUTIONS

Abstract. The quaternary semiconductors Cu2CdSnS4, Cu2CdSnSe4 and Cu2CdSn(SxSe1–x)4 solid solutions were synthe-
sized by the one-temperature method from the elementary components. The X-ray diffraction method showed that the ob-
tained polycrystalline samples are single-phased. The unit cell parameters of the synthesized compounds and Cu2CdSn(SxSe1–x)4 
solid solutions were determined from diffraction spectra by the full-profile analysis using the Rietveld method with the 
Fullprof software package. It has been established that with an increase in sulfur concentration, the unit cell parameters de-
crease smoothly linearly in accordance with the Vegard rule, which indicates the formation of a continuous series of solid 
solutions in the Cu2CdSn(SxSe1–x)4 system within the range 0 ≤ x ≤ 1. The parameter of crystal lattice tetragonal distortions h 
of the investigated compounds is calculated. The h values are close to 1 for all the compositions studied, which indicates  
a small crystal lattice distortion of the obtained samples.

Keywords: quaternary semiconductors, cell parameters, X-ray investigations, solid solutions, tetragonal distortions
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Введение. Четверные соединения Cu2CdSnSe4 и Cu2CdSnS4 являются представителями боль-
шого семейства халькогенидных полупроводников типа Cu2B

IICIVX4 (где B = Zn, Cd; C = Si, Ge, 
Sn; X = S, Se, Te), которые по своим физико-химическим свойствам представляют большой как 
научный, так и практический интерес и поэтому в последнее время находятся под пристальным 
вниманием исследователей. Ряд кристаллов этого семейства обладают нелинейными оптически-
ми характеристиками и могут найти широкое применение в оптоэлектронике. Некоторые из них 
являются хорошими высокотемпературными термоэлектрическими материалами [1, 2]. Однако 
основная масса кристаллов соединений этого семейства перспективны для использования в ка-
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честве поглощающих слоев в преобразователях солнечного излучения в электрический ток [3–8]. 
Но, несмотря на большие усилия исследователей по получению и изучению свойств соединений 
типа Cu2B

IICIVX4, максимальный КПД преобразования солнечного излучения к настоящему вре-
мени получен на уровне ~11,1–12,6 % для Cu2ZnSnSe4 [9]. Одной из причин низкого КПД этих 
материалов является то, что существующие технологии их синтеза и получения тонких пленок  
не обеспечивают высокого качества структуры и оптимальных параметров электрических характе-
ристик, необходимых для солнечных элементов. При синтезе этих соединений или получении пле-
нок возникает целый ряд проблем, которые не позволяют увеличить эффективность фотоэлектри-
ческого преобразования данных материалов. так, значительное отклонение от стехиометрического 
состава этих соединений приводит к высокой концентрации собственных структурных дефек-
тов разной природы и образованию нежелательных примесей в виде двойных или тройных фаз.

Соединения Cu2CdSnSe4 и Cu2CdSnS4 являются типичными полупроводниками с p-типом 
проводимости, шириной запрещенной зоны равной 0,96 и 1,4 эВ соответственно. Они кристал-
лизуются в тетрагональную кристаллическую структуру с пространственной группой I-42m  
с параметрами элементарной ячейки a = 5,832 Å, c = 11,389 Å для Cu2CdSnSe4 [10] и a = 5,592 Å, 
c = 10,857 Å для Cu2CdSnS4 [11].

Поскольку кристаллы соединений Cu2CdSnSe4 и Cu2CdSnS4 обладают интересными физиче-
скими свойствами, а также перспективны в практическом плане, значительный интерес пред-
ставляют твердые растворы на их основе, поскольку, варьируя состав, можно получать новые 
материалы с непрерывно изменяющимися физическими свойствами и выбрать из них те, кото-
рые по своим физическим характеристикам наиболее пригодны для практического использова-
ния. Целью данной работы был синтез четверных соединений Cu2CdSnSe4, Cu2CdSnS4, а также 
твердых растворов Cu2CdSn(SxSe1–x)4 и определение их кристаллографических характеристик  
в зависимости от состава.

методика получения образцов. Синтез четверных соединений Cu2CdSnS4, Cu2CdSnSe4  
и твердых растворов Cu2CdSn(SxSe1–x)4 проводили в вертикальной однозонной печи, а исходными 
веществами служили элементарные компоненты: медь, кадмий, олово чистоты 99,999 %, сера  
и селен марки ОСЧ. Однотемпературный метод синтеза обеспечивает чистоту получаемого ве-
щества и отсутствие потерь компонентов. Синтез проводился в двойных кварцевых ампулах. 
Исходные компоненты в соотношениях, соответствующих формульному составу, в количе-
стве ~15 г загружали в ампулу, которую затем вакуумировали. Потом ее помещали в другую ва-
куумированную ампулу с предварительно припаянным к ней кварцевым штоком, которую уста-
навливали в вертикальной однозонной печи. Второй конец припаянного штока присоединяли  
к механическому вибратору. Следует отметить, что все ампулы подвергались предварительной 
химико-термической обработке – были протравлены в «царской водке», тщательно промыты ди-
стиллированной водой и высушены в термошкафу при Т ~ 120 °С). Двойные ампулы использова-
ли для того, чтобы предохранить синтезируемый состав от окисления на воздухе в случае, если 
внутренняя ампула в процессе синтеза растрескается. температуру в печи изменяли поэтапно,  
с двухчасовым выдерживанием, и поднимали до значений, на 20–30 °С превышающих темпера-
туру плавления соединения, либо до температуры ликвидуса соответствующего твердого раство-
ра. При достижении нужной температуры включали вибрационное перемешивание и выдержи-
вали в течение 4 ч. Затем вибрацию отключали и уменьшали температуру со скоростью 5 град/ч  
до полного затвердевания состава. Для гомогенизации полученных слитков соединений и твер-
дых растворов проводили их изотермический отжиг в вакууме при Т = 750 °С в течение 300 ч.

методика эксперимента. Рентгенографические исследования соединений Cu2CdSnS4, 
Cu2CdSnSe4 и твердых растворов Cu2CdSn(SxSe1–x)4 проводили на рентгеновском дифрактометре 
ДРОН-3 в монохроматическом CuKα-излучении. В качестве монохроматора применяли монокри-
сталлическую пластинку графита, которую устанавливали на пути следования отраженного 
пучка. Образцами служили порошки полученных соединений и твердых растворов, запрессо-
ванные в пластмассовые кюветы. Дифрактограммы записывали с шагом 0,03° по шкале 2q  
и выдержкой 3 с. Параметры элементарной ячейки определялись из записанных дифракцион-
ных спектров методом Ритвельда с использованием программного пакета Fullprof [12].
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Результаты исследований и их обсуждение. На рис. 1 приведены дифрактограммы соеди-
нений Cu2CdSnS4 и Cu2CdSnSe4 и твердых растворов на их основе Cu2CdSn(SxSe1–x)4 для x = 0,25; 
0,5; 0,75. На дифрактограммах наблюдаются рефлексы, характерные только для тетрагональной 
структуры этих соединений, что свидетельствует об однофазности полученных образцов. Кроме 
того, видно, что в системе Cu2CdSn(SxSe1–x)4 при замещении атомов селена атомами серы с мень-
шим атомным радиусом все рефлексы с ростом x смещаются в область бόльших углов, т. е. про-
исходит сжатие кристаллической решетки. 

По полученным дифрактограммам были определены параметры элементарной ячейки иссле-
дуемых соединений и твердых растворов. На рис. 2 приведены зависимости параметров a и c 
поликристаллических образцов твердых растворов Cu2CdSn(SxSe1–x)4 от состава. Видно, что па-
раметры a и c с ростом x плавно уменьшаются по линейному закону, что соответствует правилу 
Вегарда и свидетельствует об образовании в системе Cu2CdSn(SxSe1–x)4 непрерывного ряда твердых 
растворов в области 0 ≤ x ≤ 1. Для сравнения на рис. 2 крестиками обозначены значения параме-
тров элементарной ячейки для соединений Cu2CdSnS4 и Cu2CdSnSe4, взятых из [10, 11]. Видно, что 
результаты, полученные в настоящей работе, хорошо согласуются с литературными данными.

Значения структурных параметров твердых растворов Cu2CdSn(SxSe1–x)4

The structure parameters values of Cu2CdSn(SxSe1–x)4 solid solutions

x a, Å c, Å V, Å3 h h [14]

0,0 5,832 11,405 387,909 0,978 0,976
0,25 5,775 11,275 376,028 0,976 –
0,50 5,708 11,123 362,401 0,974 –
0,75 5,653 10,992 351,264 0,972 –
1,0 5,586 10,867 339,087 0,973 0,971

Одной из важных характеристик исследуемых соединений, непосредственно связанной с элек-
тронной структурой, а следовательно, с эффективностью фотопреобразования, является пара-
метр тетрагональных искажений кристаллической решетки, который определяется как отклоне-
ние соотношения h = c/2a от единицы, где a и c – параметры элементарной ячейки [13]. В табли-
це приведены значения a, c и h для исследованных твердых растворов Cu2CdSn(SxSe1–x)4, а также 
значения h для соединений Cu2CdSnS4 и Cu2CdSnSe4, взятые из [14], и значения объема элемен-

Рис. 1. Дифрактограммы соединений Cu2CdSnS4  
и Cu2CdSnSe4 и твердых растворов на их основе 
Cu2CdSn(SxSe1–x)4: 1 – x = 0; 2 – x = 0,25; 3 – x= 0,5; 

4 – x = 0,75; 5 – x = 1
Fig. 1. X-ray patterns of Cu2CdSnS4, Cu2CdSnSe4 and their 
solid solutions Cu2CdSn(SxSe1–x)4: 1 – x = 0; 2 – x = 0.25; 

3 – x = 0.5; 4 – x = 0.75; 5 – x = 1

Рис. 2. Зависимости параметров элементарной ячейки 
поликристаллических образцов твердых растворов 

Cu2CdSn(SxSe1–x)4 от состава: 1 – a; 2 – c

Fig. 2. Crystal cell parameter dependences of polycrystal-
line solid solutions Cu2CdSn(SxSe1–x)4 on the composition:  

1 – a; 2 – c
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тарной ячейки V. Видно, что практически для всех составов твердых растворов значения h близки 
к единице, а для соединений – хорошо совпадают с литературными данными. Это свидетельствует  
о малых искажениях кристаллической решетки образцов соединений Cu2CdSnS4, Cu2CdSnSe4  
и твердых растворов на их основе, полученных нами однотемпературным методом.

Заключение. Из элементарных компонентов Cu, Cd, Sn, Se, S однотемпературным методом 
синтезированы четверные полупроводниковые соединения Cu2CdSnS4, Cu2CdSnSe4 и система 
Cu2CdSn(Sxse1–x)4. рентгенографическим методом определены кристаллографические параметры 
полученных образцов и показано, что в системе Cu2CdSn(Sxse1–x)4 в области 0 ≤ x ≤ 1 образуется 
непрерывный ряд твердых растворов. Установлена зависимость параметров и объема элементар-
ной ячейки кристаллов твердых растворов Cu2CdSn(Sxse1–x)4 от состава. Показано, что значения 
a, c и V с ростом концентрации серы уменьшаются.
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ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ ИК-ИЗЛУЧЕНИЯ  
НА БАЗЕ МИКРОРЕЗОНАТОРОВ ФАБРИ – ПЕРО

Аннотация. Предлагается метод преобразования информации из одной области оптического спектра в другую 
на базе микрорезонаторов Фабри – Перо, использующий излучение, падающее от какого-либо объекта, как воздей-
ствующее на материал микрорезонатора (который должен поглощать это излучение) и видимое излучение оптиче-
ской части спектра как зондирующее, или считывающее (поглощение этого излучения материалом микрорезонатора 
должно отсутствовать). Поглощенная энергия воздействующего излучения приводит к изменению температуры ми-
крорезонатора, вследствие чего изменяется его оптическая база. Высокая чувствительность микрорезонаторов 
Фабри – Перо обусловлена тем, что принцип их работы базируется на физическом явлении многолучевой интерфе-
ренции. Общим недостатком эталонов Фабри – Перо является их чувствительность к условиям работы, например  
к изменению температуры окружающей среды, что так же, как и влияние ИК-излучения, приводит к изменению опти-
ческой базы резонатора. Это вызывает смещение спектральной характеристики коэффициента пропускания или отра-
жения эталонов Фабри – Перо, что ухудшает их эксплуатационные характеристики. Метод позволяет минимизировать 
влияние температурных флуктуаций окружающей среды на характеристики микрорезонатора Фабри – Перо, явля- 
ющегося элементом, преобразующим информацию из одной области спектра в другую. Минимизация осуществля-
ется в случае, когда начальная температурная рабочая точка микрорезонатора соответствует максимуму величины 
изменения интенсивности зондирующего излучения от температуры.
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INFRARED RADIATION CONVERTER BASED ON FABRY – PEROT MICRORESONATORS

The method of transformation of information from one spectral range to another based on Fabry – Perot microresonators 
is offered. The method uses incident radiation of an object as affecting a microresonator material (a microresonator material 
must absorb this radiation), and visible radiation of the optical part of the spectrum as sensing, or reading radiation (a microre-
sonator material should not absorb this radiation). The absorbed energy of incident radiation leads to a change in a microcavi-
ty temperature, which results in a change in the optical base of the resonator. The high sensitivity of the Fabry – Perot micro-
cavities is a consequence of the fact that the principle of their operation is based on the physical phenomenon of multipath in-
terference. A common shortcoming of the Fabry – Perot standards is their sensitivity to operating conditions, for example,  
to a change in the ambient temperature, which also leads to a change in the optical base of the resonator, as well as the influ-
ence of IR radiation. This leads to a shift in the spectral characteristics of transmittance or reflection of the Fabry – Perot 
standards, which worsens their performance characteristics. The method allows one to minimize the environmental tempera-
ture fluctuation influence on characteristics of the Fabry – Perot microresonator, which is an element that transforms the infor-
mation from one spectral range to another. Minimization is performed when the starting temperature point of the microresona-
tor corresponds to a maximum change in the probing radiation intensity due to the temperature. 
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Введение.	Наиболее	перспективным	способом	получения	информации,	имеющейся	в	разных	
спектральных	оптических	диапазонах,	для	технического	зрения	является	метод	преобразования	
информации	из	одной	области	спектра	в	другую,	например	из	ИК-области	в	более	коротковолно-
вую	[1].	Данный	подход	обеспечивает	наибольшую	чувствительность	в	случае	применения	мат-
риц	микрорезонаторов	Фабри	–	Перо,	которые	могут	быть	изготовлены	на	базе	технологий	ми-
кроэлектроники.	В	методе	используется	излучение,	падающее	от	какого-либо	объекта,	как	воз-
действующее	на	материал	микрорезонатора	(который должен	поглощать	это	излучение)	и	видимое	
излучение	оптической	части	спектра	как	зондирующее,	или	считывающее	(поглощение	этого	из-
лучения	материалом	микрорезонатора	должно	отсутствовать).	Высокая	чувствительность	микро-
резонаторов	Фабри	–	Перо	обусловлена	 тем,	что	принцип	их	работы	базируется	на	физическом	 
явлении	многолучевой	интерференции.	Общим	недостатком	эталонов	Фабри	–	Перо	является	их	
чувствительность	к	условиям	работы,	например	к	изменению	температуры	окружающей	среды,	
что	так	же,	как	и	влияние	ИК-излучения,	приводит	к	изменению	оптической	базы	резонатора	[2,	3].	
Это	вызывает	смещение	спектральной	характеристики	коэффициента	пропускания	или	отражения	
эталонов	Фабри	–	Перо,	что	ухудшает	их	эксплуатационные	характеристики	[4].	

Целью	исследования	является	минимизация	влияния	температурных	флуктуаций	окружаю-
щей	среды	на	работу	микрорезонатора	Фабри	–	Перо,	являющегося	элементом,	преобразующим	
информацию	из	одной	области	спектра	в	другую.

Описание метода. Для	преобразования	ИК-излучения	в	более	коротковолновое	использует-
ся	резонатор	Фабри	–	Перо,	работающий	на	пропускание	или	отражение	зондирующего	излуче-
ния.	Минимизация	 влияния	 температурных	 флуктуаций	 окружающей	 среды	 осуществляется	 
в	 том	 случае,	 когда	 начальная	 температурная	 рабочая	 точка	 микрорезонатора соответствует	
максимуму	величины	изменения	интенсивности	зондирующего	излучения	от	температуры.

Основным	 термочувствительным	 элементом	 термооптического	 преобразователя	 является	
матрица	пленочных	микрорезонаторов	Фабри	–	Перо,	которая	может	работать	в	режиме	пропу-
скания	или	отражения	зондирующего	излучения	(рис.	1,	a).	

Если	на	резонатор	падает	излучение	со	спектральным	распределением	интенсивности	I0,	то	
выражения	для	нахождения	интенсивности	прошедшего	 It0	и	отраженного	 Ir0	излучения	будут	
иметь	следующий	вид	[5]:	

 ( )
1 2

0 0 2
1 2 1 2

;
1 2 cos

t
T T TI I

T R R T R R
=

+ − ϕ+ ∆ϕ
	 (1)

a                                                                                                 b

Рис.	1.	Матрица	микрорезонаторов	Фабри	–	Перо: a	–	увеличенное	изображение;	b	–	спектральные	характеристики	 
ее	коэффициента	пропускания	при	температуре	22,2	и	52,2	°С

Fig.	1.	Matrix	of	Fabry	–	Perot	microcavities:	a	–	enlarged	image;	b	–	spectral	characteristics	of	its	transmittance	at	a	temperature	
of	22.2	and	52.2	°C
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а при воздействии на резонатор ИК-излучения выражения (1) и (2) примут вид
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где R1, R2, T1, T2 – коэффициенты отражения и пропускания первого и второго зеркал резонатора; 

T – коэффициент пропускания среды между зеркалами; ( ) ( ) ( )4 cos
1 ,p

ln
T

π β
ϕ+ ∆ϕ =  + α ∆  λ

( ) ( ) ( )4 cos
1 p

ln
T T

π β
ϕ+ ∆ϕ+ δϕ =  + α ∆ + δ  λ

 – разность фаз между интерферирующими свето-

выми волнами, наводимая, соответственно, в невозбужденном и в возбужденном резонаторе;  
l – длина волны зондирующего излучения; l – геометрическая база микрорезонатора; n – пока-
затель преломления материала между зеркалами; b – угол падения зондирующего излучения;  
aр – коэффициент температурного преобразования оптической базы резонатора; DT – величина 
изменения температуры в невозбужденном резонаторе; dT – величина изменения температуры 
под воздействием ИК-излучения.

таким образом, светомодуляционные характеристики микрорезонатора определяются коэф-
фициентом температурного преобразования оптической базы резонатора и величиной измене-
ния его температуры.

Результаты и их обсуждение. Значение коэффициента температурного преобразования оп-
тической базы резонатора определяется в основном физическими свойствами активного слоя, 
расположенного между зеркалами резонатора, а именно: температурным коэффициентом линей-
ного расширения материала al и температурным коэффициентом изменения показателя прелом-
ления an активного слоя. его значение можно также определить из спектральных характеристик 
коэффициента пропускания матрицы микрорезонаторов Фабри – Перо при температуре 22,2  
и 52,2 °С (рис. 1, b).

Максимум пропускания резонатора при начальной температуре DT определяется условием

 

( )4 cos
1 2 .p

ln
T m

π β
+ α ∆ = π  λ

 (5)

При изменении температуры окружающей среды на dT характеристика пропускания ми-
крорезонатора сдвигается по спектру. Максимум пропускания резонатора при конечной темпе-
ратуре DT + dT будет соответствовать другой длине волны излучения, равной l + Dl, и опреде-
ляться условием

 

( ) ( )4 cos
1 2 .p

ln
T T m

π β
 + α ∆ + δ  = π λ + ∆λ

 (6)

Приравняв (5) и (6), будем иметь следующее выражение:

 

( )11
.pp T TT + α ∆ + δ+ α ∆

=
λ λ + ∆λ

 (7)
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Решая	его	относительно	коэффициента	температурного	преобразования	оптической	базы	ре-
зонатора	aр,	получим	

 

1 .р T
∆λ

α =
δ λ

 	 (8)

Подставляя	в	это	выражение	параметры,	определенные	из	спектральных	зависимостей	(см.	
рис.	1,	b),	получим,	что	для	рассматриваемых	микрорезонаторов	значение	коэффициента	темпе-
ратурного	преобразования	базы	резонатора	 4 16,266 10 град ,р

− −α = ⋅  	что	в	6,949	раза	превышает	
данные,	приведенные	в	[4].

Таким	 образом,	 значение	 коэффициента	 температурного	 преобразования	 оптической	 базы	
резонатора	можно	установить,	определив	величину	спектрального	смещения	максимума	коэф-
фициента	пропускания	резонатора,	значение	изменения	его	температуры	и	длину	волны	зонди-
рующего	излучения.	Следовательно,	светомодуляционные	характеристики	каждого	микрорезо-
натора	рассматриваемой	матрицы	определяются	величиной	изменения	его	температуры,	значе-
нием	спектрального	смещения	максимума	коэффициента	пропускания	или	отражения	резонатора	
и	длиной	волны	зондирующего	излучения.

Если	на	резонатор	падает	излучение	со	спектральным	распределением	интенсивности	Iлаз(l),	
то	выражения	для	определения	интенсивности	прошедшего	It0(l)	и	отраженного	Ir0(l)	излучения	
будут	иметь	следующий	вид:	
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А	при	воздействии	ИК-излучения	выражения	(9)	и	(10)	примут	вид

 

( )
1 2

1 лаз 2
1 2 1 2

( ) ( ) ;
1 2 cos

t
T T TI I

T R R T R R
λ = λ

+ − ϕ+ ∆ϕ+ δϕ
 	 (11)

 

( ) ( ) ( )
( )

22
1 2 1 2 1 1

1 лаз 2
1 2 1 2

1 2 1 cos
( ) ( ) .

1 2 cos
r

R T R A T R R A
I I

T R R T R R
+ − − − ϕ+ ∆ϕ+ δϕ

λ = λ
+ − ϕ+ ∆ϕ+ δϕ

 	 (12)

Тогда	значения	проходящего	или	отраженного	светового	потока	в	том	и	в	другом	случае	Φji 
(где	j = t; r	и	i	=	0;	1)	и	их	изменения	DΦj	можно	определить	из	соотношений

 

2

1

( ) ;ji jiI d
λ

λ
Φ = λ λ∫ 1 0.j j j∆Φ =Φ −Φ

На	рис.	2,	3	представлены	зависимости	соответственно	светового	потока	Φji	и	изменения	све-
тового	потока	ΔФj,	прошедшего,	а	также	отраженного	резонатором	без	и	под	воздействием	ИК-
излучения,	от	величины	изменения	начальной	температуры	резонатора	DТ.	Эти	зависимости	ил-
люстрируют	случай,	когда	длина	волны	лазерного	излучения,	соответствующая	максимуму	его	
интенсивности	при	начальной	температуре	резонатора,	совпадает	со	спектральным	максимумом	
пропускания	резонатора.	

Из	приведенных	 зависимостей	 следует,	 что	при	воздействии	ИК-излучения	максимум	или	
минимум	зависимости	светового	потока	Φji	от	величины	изменения	начальной	температуры	ре-
зонатора	DТ	смещается	относительно	0°,	что	приводит	к	изменению	светового	потока	DΦj.	Вблизи	
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точки DТ = 0° изменение светового потока DΦj имеет линейный характер, что и обусловливает 
температурную нестабильность работы резонатора.

Зависимости изменения светового потока DΦj от изменения начальной температуры резона-
тора DТ обладают экстремумами, вблизи которых значение его изменения по абсолютной вели-
чине максимально и для рассматриваемого резонатора практически не меняется. Поэтому для 
получения более температуростабильной работы резонатора необходимо, чтобы его начальная 
температура соответствовала экстремуму зависимости изменения светового потока от темпера-
туры. Чтобы реализовать это, достаточно нагреть резонатор до соответствующей температуры. 
тогда, например, зависимости светового потока Φji и изменения светового потока DΦj, отражен-
ного резонатором зондирующего излучения без и под воздействием ИК-излучения, от изменения 
начальной температуры резонатора DТ будут иметь вид, как показано на рис. 4. 

На рис. 5 представлены графики зависимости изменения светового потока DΦ, отраженного 
резонатором, который находится под воздействием ИК-излучения, от изменения начальной тем-

a                                                                           b

Рис. 2. Зависимости светового потока Φji, прошедшего через резонатор (a) и отраженного резонатором (b) без воздей-
ствия (кривая 1) и под воздействием (кривая 2) ИК-излучения, от изменения начальной температуры DТ

Fig. 2. Dependences of the light flux Φji passing through the resonator (a) and reflected by the resonator (b) without (curve 1) 
and under the IR radiation influence (curve 2), on the change in the initial temperature DT

a                                                                                   b

Рис. 3. Зависимости изменения светового потока DΦj, прошедшего через резонатор (кривая 1) и отраженного им (кривая 2) 
при воздействии ИК-излучения, от изменения начальной температуры резонатора DТ: a – общий вид; b – увеличен-

ный вид зависимости вблизи начала координат

Fig. 3. Dependences of the light flux DΦj passing through the resonator (curve 1) and reflected by it (curve 2) under the IR 
radiation influence on the change in the initial resonator material temperature DT: a – general view; b – scaled view of the 

dependences near the coordinate origin
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пературы DТ материала резонатора при базе резо-
натора, равной l (кривая 1), 4l (кривая 2), 8l (кри-
вая 3). Как видим, температурный диапазон, при 
котором значение изменения светового потока DΦ 
практически постоянно, зависит от базы резонато-
ра и может составлять (для его минимальной базы) 
порядка трех градусов. Этот температурный диа-
пазон является динамическим температурным диа-
пазоном микрорезонатора.

Заключение. таким образом, для получения 
более температуростабильной работы резонатора, 
работающего в режиме преобразования информа-
ции из ИК-области спектра в другую, например бо-
лее коротковолновую, необходимо, чтобы его на-
чальная температура соответствовала экстремуму 
зависимости изменения светового потока от темпе-
ратуры. Динамический температурный диапазон 
микрорезонатора может составлять, в зависимости 
от оптической базы резонатора, от десятых долей 
градуса до трех градусов. При изменении этой ве-
личины соответственно изменяется чувствитель-
ность резонатора.

a                                                                             b

Рис. 4. Зависимости: a – светового потока зондирующего излучения, отраженного резонатором, без воздействия 
0r′Φ  и под воздействием 1r′Φ  ИК-излучения, b – изменения светового потока, отраженного резонатором, r′∆Φ   

под воздействием ИК-излучения от изменения начальной температуры резонатора DТ

Fig. 4. Dependences of: a – light flux of probe radiation reflected by the resonator without 0( )r′Φ  and under the IR radiation 
influence 1( );r′Φ  b – variation of the light flux reflected by the resonator r′∆Φ  under the IR radiation influence on the change 

in the initial resonator temperature DТ

Рис. 5. Зависимости изменения светового потока, от-
раженного резонатором, находящимся под воздей-
ствием ИК-излучения, от изменения начальной тем-
пературы DТ материала резонатора при базе резонато-
ра, равной l (кривая 1), 4l (кривая 2) и 8l (кривая 3)

Fig. 5. Dependences of the light flux reflected by the 
resonator under the IR radiation influence on the 
change in the initial resonator material temperature 
DТ for the resonator base of l (curve 1), 4 l (curve 2) 

and 8 l (curve 3)
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ПОВЫШЕНИЕ ИНФОРМАТИВНОСТИ РАСЧЕТНЫХ ОЦЕНОК НАДЕЖНОСТИ 
БОРТОВОЙ АППАРАТУРЫ МАЛОГАБАРИТНЫХ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ
Аннотация. Рассматривается вопрос повышения информативности расчетных значений показателей надежно-

сти (ПН) объектов (надежность которых обеспечивается путем резервирования структурных элементов) за счет ис-
пользования их интервальных оценок. При обычном расчете надежности значение ПН объекта является однознач-
ной величиной, а при интервальной оценке получается диапазон значений, что вполне можно считать повышением 
информативности. Выбор объектом исследований бортовой аппаратуры (БА) малогабаритных космических аппара-
тов (МКА) обусловлен следующим: в настоящее время подавляющее большинство космических аппаратов относят-
ся к категории МКА; для МКА предъявляются высокие требования к надежности, что приводит к необходимости 
использования резервирования; Белорусский космический аппарат дистанционного зондирования Земли (БКА) от-
носится к категории МКА. В ходе исследования установлены формулы вычисления результатов интервальной оцен-
ки при линейной и нелинейной зависимости ПН объекта от ПН его элементов. В качестве модели надежности объек-
та (системы) использовались структурные схемы надежности (ССН), в состав которых входят блоки из элементов без 
резервирования (простые) и с различными видами резервирования (сложные). Показатель надежности объекта уста-
навливается по его ССН, поэтому для получения его интервальной оценки необходимо определить интервальные 
оценки ПН его блоков. Получены интервальные оценки ПН простых и сложных блоков ССН. Сложные блоки рас-
сматривались как совокупность параллельных цепей, обеспечивающих постоянное резервирование при всех нагру-
женных цепях, непостоянное резервирование нагруженных и ненагруженных цепей, резервирование замещением  
и голосованием. Приведены формулы интервальной оценки ПН объекта, представленного ССН, и пример использо-
вания методики на составной части реальной бортовой аппаратуры МКА – бортовой информационной системе, при 
этом граничные значения интервальных оценок можно принимать как оптимистические и пессимистические.

Ключевые слова: информативность, надежность, показатели надежности, интервальная оценка надежности, 
расчет надежности, бортовая аппаратура, малогабаритные космические аппараты
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INCREASE IN THE INFORMATIVE CONTENT OF CALCULATED RELIABILITY ESTIMATES  
OF THE ON-BOARD EQUIPMENT OF SMALL SPACECRAFTS 

Abstract. An increase in the informative content of the calculated values of the reliability measure (RM) of objects, 
whose reliability is ensured by the redundancy of structural elements, is considered in the article. The increase of the informative 
content is ensured using the interval estimates of the RM. In the normal reliability calculation, the calculated value of the object’s 
RM is unambiguous, and for an interval reliability estimate, the value range is obtained, which can be quite appreciated as the 
increase in the informative content. The choice of on-board equipment for small spacecrafts as an object of research in this work 
is determined as follows: at present, the vast majority of spacecrafts can be classified as small spacecrafts; since the reliability  
of small spacecrafts is high, it is necessary to use redundancy; the Belarusian spacecraft for remote sen-sing of the Earth belongs 
to the category of small spacecrafts. As a result of research, the formulas for calculation of interval estimation results are estab-
lished for the linear and nonlinear dependence of the object’s RM on the RM of its elements. Structural reliability schemes (SSR) 
are used as an object (system) reliability model, which includes blocks of elements without redundancy (simple) and blocks with 
different-type redundancy (complex). The object’s RM is a reliability measure determined by its SSR. Therefore, for an interval 
estimation of the object’s RM to be obtained, the interval estimates of the RM of its blocks must be made. RM interval estimates 
of simple and complex SSR blocks are obtained in the article. Complex blocks were considered as a set of parallel circuits provi- 
ding: continuous redundancy for all loaded circuits; non-continuous redundancy of loaded and unloaded circuits; standby redun-
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dancy; redundancy by voting. The formulas for interval estimation of the object’s RM represented by the SSR and the example  
of using the methodology on the component part of a real on-board information system are given in the article. The boundary 
values of the interval estimates of the example can be taken as optimistic and pessimistic estimates.

Keywords: informative content, reliability, reliability measure, interval reliability estimation, reliability calculation, on-
board equipment, small spacecraft

For citation. Kulbak L. I., Zolotoy S. A., Martinovich T. S. Increase in the informative content of calculated reliability 
estimates of the on-board equipment of small spacecrafts. Vestsі Natsyianal’nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka- 
matematychnykh navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 
2018, vol. 54, no. 2, pp. 241–252 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-2018-54-2-241-252

Введение. Вопрос повышения информативности расчетных значений показателей надеж-
ности (ПН) объектов рассматривался в работе [1], однако исследовались только те объекты,  
где не использовалось резервирование для повышения их надежности. Повышение информа-
тивности расчетных значений ПН обеспечивалось путем применения интервальных оценок не- 
разукрупняемых элементов объекта, т. е., по сути, осуществлялась интервальная оценка его 
надежности. Интервальное значение ПН представляет собой промежуток от нижнего значения 
ПН – Rн до верхнего значения ПН – Rв, в который попадает истинное значение ПН с определенной 

доверительной вероятностью. Среднее значение ПН определяется по формуле
 

ср
н в .

2
R RR +

=  

При обычном расчете надежности расчетным значением ПН объекта является Rср, а при ин-
тервальной оценке мы получаем диапазон значений, что вполне можно считать повышением ин-
формативности. Выбор в данной работе объектом исследований бортовой аппаратуры (Ба) ма-
логабаритных космических аппаратов (МКа) обусловлен следующим: в настоящее время подав-
ляющее большинство космических аппаратов (Ка) относятся к категории малогабаритных;  
к МКа предъявляются высокие требования в отношении ПН, что требует использования резер-
вирования для достижения этих показателей; Белорусский космический аппарат дистанционно-
го зондирования Земли (БКа) относится к категории МКа.

Приняты следующие допущения и ограничения: восстановление работоспособности борто-
вой аппаратуры МКа в полете осуществляется автоматически путем применения резервных 
элементов, которые не подлежат восстановлению; элементы, подключающие резерв при замеще-
нии, имеют пренебрежимо малую интенсивность отказов; время, расходуемое на подключение ре-
зерва, пренебрежимо мало и не учитывается как время потери работоспособности МКа; в связи  
с малыми размерами МКа кратности резервирования рассматриваются не более двух; исследова-
нию подлежит лишь одно свойство надежности – безотказность; отказы неразукрупняемых эле-
ментов Ба являются независимыми событиями; в качестве показателей безотказности элементов 
будут использованы интенсивность отказов λ и вероятность безотказной работы (ВБР) Р(t); в каче-
стве показателей безотказности составных частей и Ба в целом будут использованы вероятность 
безотказной работы Р(t), интенсивность отказов L и средняя наработка до отказа То.с; закон рас-
пределения наработки до отказа элементов Ба принимается экспоненциальный с парамет- 
ром λ; интенсивности отказов элементов Ба задаются в виде интервальных оценок нижнего зна-
чения λн и верхнего значения λв  с указанием доверительной вероятности интервала.

В результате исследования в [1] установлено, что при линейной зависимости ПН объекта R от 
ПН его элементов λ: 1 1 2 2 ... ,m mR b b b= λ + λ + + λ  

 
результаты интервальной оценки ПН объекта 

определяются по формулам ср ср( ,  ),R R R R R∈ − ∆ + ∆  

 
ср ср.

1
,

m
i i

i
R b

=
= λ∑   (1)

 1
,

m
i i

i
R b

=
∆ = ∆λ∑   (2)

где 1 2, ,..., mb b b   – постоянные коэффициенты при ПН элементов объекта; R – ПН объекта; Rср – 
среднее значение ПН объекта; ΔR – погрешность определения ПН объекта (отклонение ПН объ-
екта от своего среднего значения); λср.i – среднее значение ПН i-го элемента объекта; Δλi – по-
грешность определения ПН i-го элемента объекта.
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При нелинейной зависимости ПН объекта от ПН его элементов н 1 2( , ,..., ),mR f= λ λ λ   результаты 
интервальной оценки ПН объекта, согласно [1], определяются с достаточной точностью для практи-
ки расчетов надежности по формулам н.ср н.срн ( ,  ),R R R R R∈ − ∆ + ∆  н.ср ср.1 ср.2 ср.( , ,..., ),mR f= λ λ λ  

 
н

1
 ,

m
i

ii

fR
=

∂
∆ ≈ ∆λ

∂λ
∑   (3)

где Rн – ПН объекта при нелинейной зависимости этого показателя от ПН его элементов; Rн.ср – 
среднее значение ПН объекта при нелинейной зависимости этого показателя от ПН его элемен-
тов; ΔRн  – погрешность определения ПН Rн; 1 2( , ,..., )mf λ λ λ   – функциональная зависимость ПН 
объекта Rн от ПН его элементов λi; ср.1 ср.2 ср., ,..., mλ λ λ   – средние значения ПН элементов объекта; 

 
i

f∂
∂λ

  – первая производная от функции f по аргументу λi, вычисленная в точке ср.1 ср.2 ср., ,..., mλ λ λ   

без учета знака; Δλi – погрешность определения λi.
модель надежности бортовой аппаратуры мКА. В качестве модели надежности объекта 

(системы) нормативная документация (Надежность в технике. Расчет надежности. Общие поло-
жения: ГОСт 27.301-95; Менеджмент риска. Структурная схема надежности и булевы методы: 
ГОСт Р 51901.14-2007) рекомендует использовать структурные схемы надежности (ССН).

Установлено, что подавляющее число структур объектов, показатели надежности которых 
подлежат расчету, можно привести к последовательной схеме надежности. На рис. 1 приведена 
ССН объекта последовательного типа из m блоков. По аналогии с [2] примем, что блоки ССН (Бi) 
могут быть простыми (без резервирования элементов) и сложными (состоящими из резервируе-
мых различными способами цепочек элементов). В качестве первичных исходных данных для ин-
тервальной оценки блоков ССН используется интервальная оценка интенсивности отказов состав-
ляющих элементов в виде (λi.н, λi.в), где λi.н, λi.в – соответственно нижнее и верхнее значения интен-
сивности отказов i-го элемента блока ССН. Среднее значение интенсивности отказов i-го элемента 
блока рассчитывают по формулам .ср .н ,  1,2, ,  ,i i i i nλ = λ + ∆ = …λ   .в .н ,    1,2, ,

2
,i i

i i nλ − λ
∆λ = …=  

где n – количество типов неразукрупняемых элементов в блоке ССН. 
Простые блоки ССН объединяют элементы с одинаковыми значениями интенсивности отка-

зов и коэффициентами интенсивности эксплуатации. Среднее значение интенсивности отказов 
таких простых блоков ССН вычисляется по формуле

 ПБ. .ср ИЭ. .с пр ,    1,2, , ,j j j jk k j mΛ = λ = …   (4)

где ΛПБ.j.ср – среднее значение интенсивности отказов j-го простого блока ССН; kj – количество 
элементов в j-м простом блоке ССН; kИЭ.j – коэффициент интенсивности эксплуатации j-го про-
стого блока ССН; λj.ср – среднее значение интенсивности отказов элементов j-го простого блока 
ССН; mп – количество простых блоков в ССН объекта. Среднее значение ВБР простых блоков ССН 
определяется как

 ПБ. .ср ПБ. .ср ИЭ. .с пр( ) exp( ) exp( )  1, 2, , ,,  j j j j jР t t k j mk t= −Λ = = …− λ   (5)

где РПБ.j.ср(t) – среднее значение ВБР j-го блока ССН объекта. Погрешность определения интен-
сивности отказов простого блока ССН в соответствии с (2) следует вычислять по формуле

 ПБ. ИЭ. п 1,  2, , ,,   j j j jk k j m= …∆Λ = ∆λ   (6)

где Δλj – погрешность определения интенсивности отказов j-го элемента простого блока ССН. 
Погрешность определения ВБР простого блока ССН в соответствии с (3) вычисляется по формуле 

Рис. 1. Обобщенная последовательная структурная схема надежности объекта
Fig. 1. Generalized sequential structural reliability scheme of an object
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ПБ.
ПБ. ИЭ. .ср ИЭ. .ср п

( )
( ) exp(  1,2) , ,,  .j

j j j j j j j j j
j

Р t
Р t k k t k t jk m

∂
∆ = ∆λ = − λ =λ …λ ∆

∂λ
 

Сложные блоки ССН, как правило, состоят из цепочек элементов, соединенных в резервируе-
мую группу определенного вида. Заметим, что цепочка элементов в пределе может выродиться 
в один элемент. Показателем надежности цепочки элементов, используемых для организации 
резервирования, является интенсивность отказов ΛЦ, которая представляет собой линейную 
функцию интенсивностей отказов входящих в ее состав элементов. В соответствии с (1) и (2)

Ц.ср ср.
1

,
r

i
i=

Λ = λ∑  Ц
1

,
r

i
i=

∆Λ = ∆λ∑   где ΛЦ.ср – среднее значение интенсивности отказов цепочки элемен-

тов блока ССН; λср.i – среднее значение интенсивности отказов i-го элемента цепочки элементов блока; 
ΔΛЦ – погрешность определения интенсивности отказов цепочки элементов блока; Δλi – погрешность 
определения интенсивности отказов i-го элемента цепочки элементов блока. Будем различать несколь-
ко видов резервирования, которые, по данным [3], используются в бортовой аппаратуре МКа.

Параллельное соединение n цепей, обеспечивающих постоянное резервирование (все це-
пи нагружены), приведено на рис. 2. Расчет ВБР блока ССН Р(t) при этом виде резервирования 
имеет следующий вид:

 
Ц( ) 1 [1 ( )]NР t р t= − −  ,

   
Ц Ц

1
( ) exp exp( ),

k
i i

i
p t t n t

=

 
= − λ = −Λ 

 
∑   (7)

где pЦ(t) – ВБР основной или резервной цепочки элементов блока ССН; λi – интенсивность отка-
зов i-го типа элементов цепочки элементов блока ССН; ni – количество элементов i-го типа в це-
почке элементов блока ССН; k – количество типов элементов в цепочке элементов; ΛЦ – интен-

сивность отказов цепочки элементов блока ССН: Ц
1

.
k

i i
i

n
=

Λ = λ∑   

Погрешность определения интенсивности отказов цепочки элементов блока ССН ΔΛЦ вы-

числяется по формуле [1] Ц
Ц

1 1
,

k k
i i i

ii i
n

= =

∂Λ
∆Λ = ∆λ = ∆λ

∂λ
∑ ∑   где Δλi – погрешность определения ин-

тенсивности отказов i-го типа элемента цепочки элементов блока ССН.
В связи с малыми размерами МКа нами принято решение о том, что кратность резервирова-

ния блоков ССН должна быть не более двух. Представим ВБР для этих случаев:

 
1 Б Ц Ц Ц Ц( ) 2exp( ) exp( 2 ) exp( )[2 exp( )],Р t t t t t= −Λ − − Λ = −Λ − −Λ   (8)

 
2 Б Ц Ц Ц( ) 3exp( ) 3exp( 2 ) exp( 3 ),Р t t t t= −Λ − − Λ + − Λ   

где Р1(t)Б, Р2(t)Б – ВБР блока ССН при кратности резервирования 1 и 2 соот-
ветственно.

Определим остальные показатели надежности блока ССН с кратностью 
резервирования 1. Интенсивность отказов в общем случае вычисляется как 

( )( ) ,
( )

f tt
P t

Λ =   где f(t) – плотность распределения наработки до отказа; Р(t) – 

вероятность безотказной работы; ( )( ) .dP tf t
dt

= −   Для блока ССН с кратно-

стью резервирования 1: 

1 Б
1 Б Ц Ц Ц

( )( ) 2 exp( )[1 exp( )],dP tf t t t
dt

= − = Λ −Λ − −Λ  

                        

Ц Ц Ц1 Б
1 Б

1 Б Ц Ц

2 exp( )[1 exp( )]( )( ) ,
( ) 2exp( ) exp( 2 )

t tf tt
Р t t t

Λ −Λ − −Λ
Λ = =

−Λ − − Λ
  (9)

Рис. 2. Графическое 
представление по-
стоянного ре зерви-
ро вания при парал-
лельном соединении

Fig. 2. Graphical rep-
re sen tation of conti-
nuous redun dan cy with 

parallel connec tion
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О.1 1 Б Ц Ц0 0 0

Ц Ц Ц

2 1 1( ) 2 exp( ) exp( 2 ) ,
2 2

Т Р t dt t dt t dt∞ ∞ ∞= = −Λ − − Λ = − =
Λ Λ Λ∫ ∫ ∫  

где ТО.1 – средняя наработка до отказа блока ССН. 
Погрешность определения ВБР блока ССН с однократным нагруженным резервом 1 Б( )Р t∆    

и средняя наработка до отказа блока ССН ТО.1 вычисляются следующим образом:

1 Б
1 Б Ц Ц Ц Ц

Ц

( )( ) 2 [exp( ) exp( 2 )],Р tР t t t t∂
∆ = ∆Λ = ∆Λ −Λ − − Λ

∂Λ
 

О.1 1 Б Ц Ц0 0 0
Ц Ц Ц

2 1 1( ) 2 exp( ) exp( 2 ) .
2 2

Т Р t dt t dt t dt∞ ∞ ∞= = −Λ − − Λ = − =
Λ Λ Λ∫ ∫ ∫  

Погрешность определения интенсивности отказа блока ССН при однократном резервирова-
нии ΔΛ1.Б определяется как 

 

1 Б
1.Б Ц

Ц

( ) .t∂Λ
∆Λ = ∆Λ

∂Λ
 
 

(10)

Погрешность определения средней наработки до отказа блока ССН при однократном резер-
вировании ΔTO.1  вычисляется по формуле 

 

О.1
О.1 Ц Ц2

Ц Ц

( ) 1 .
2

Т tТ ∂
∆ = ∆Λ = ∆Λ

∂Λ Λ
 
 

Параллельное соединение n цепей, обеспечивающих непостоянное резервирование вида M 
нагруженных основных цепей, остальные (N – M) цепей – резервные ненагруженные цепи, пока-
зано на рис. 3. Формула расчета ВБР блока ССН Р(t) при этом виде резервирования имеет вид [3]:

 

( )
1

 ln ( )
( ) ( ) 1 .

 !

jN MM

j

M р t
Р t р t

j

−

=

 −
 = +
  

∑  
 

Рассмотрим варианты возможной реализации резервирования для Ба МКа. если принять  
М = 1, то это будет соответствовать наличию в схеме резервирования одной основной нагружен-
ной цепочки и N – 1 ненагруженных резервных цепочек, вводимых замещением. В этом случае

 

( )1
1 Б

1

ln ( )
( ) ( ) 1 .

 !

jN
N

j

р t
Р t р t

j

−
−

=

 
 = +
  

∑  
 

После подстановки р(t) из (7) получим

1 Ц
1 Б Ц

1

 ( )
( ) exp( ) 1 .

 !

jN
N

j

t
Р t t

j

−
−

=

 Λ
= −Λ + 

  
∑  

При принятых ограничениях N ≤ 3 возможны варианты  
M = 1, N = 2; M = 1, N = 3.

Вариант М = 1, N = 2 отмечается в последующих формулах 
цифровыми индексами 1–2:

1 2 Б 2
1 2 Ц Ц 1 2 Б Ц Ц

( )( ) exp( )(1 ),    ( ) exp( ),dP tР t t t f t t t
dt
−

− −= −Λ + Λ = − = Λ −Λ  

1 2 Б 2
1 2 Ц Ц 1 2 Б Ц Ц

( )( ) exp( )(1 ),    ( ) exp( ),dP tР t t t f t t t
dt
−

− −= −Λ + Λ = − = Λ −Λ  

Рис. 3. Графическое представление не-
постоянного ре зервирования при па-

раллельном соединении
Fig. 3. Graphical representation of non-
con ti nuous re dun dancy with parallel 

con ne ction
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Ц1 2 Б

1–2
1 2 Б Ц

( )( ) ,
( ) 1

tf tt
Р t t

−

−

Λ
Λ = =

+ Λ
 

О.1–2 1–2 Б Ц Ц Ц0 0 0
Ц Ц Ц

1 1 2( ) exp( ) exp( ) .Т Р t dt t dt t t dt∞ ∞ ∞= = −Λ + Λ −Λ = + =
Λ Λ Λ∫ ∫ ∫  

Погрешность определения ВБР блока ССН при М = 1, N = 2 вычисляется как 

 
1 2 Б 2

1 2 Б Ц Ц Ц Ц
Ц

( )( ) exp( ) .Р tР t t t−
−

∂
∆ = ∆Λ = Λ −Λ ∆Λ

∂Λ
 

Погрешность определения интенсивности отказов блока ССН при М = 1, N = 2: 

Ц Ц1 2 Б
1 2.Б Ц Ц2

Ц Ц

(2 )( ) .
(1 )

t tt
t

−
−

Λ + Λ∂Λ
∆Λ = ∆Λ = ∆Λ

∂Λ + Λ
 

Погрешность определения средней наработки до отказа блока ССН при М = 1, N = 2: 

О.1 2
О.1 2 Ц Ц2

Ц Ц

( ) 2 .Т tТ −
−

∂
∆ = ∆Λ = ∆Λ

∂Λ Λ
 

Вариант М = 1, N = 3 отмечается в последующих формулах цифровыми индексами 1–3:
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Погрешность определения ВБР блока ССН при М = 1, N = 3 определяется по формуле 

 

2 3
Ц1 3 Б

1 3 Б Ц Ц Ц
Ц

( )( ) exp( ) .
2

tР tР t t−
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∆ = ∆Λ = −Λ ∆Λ
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Погрешность определения интенсивности отказов блока ССН при М = 1, N = 3:

 

2 2 2 2
Ц Ц Ц1 3 Б

1 3.Б Ц Ц2 2 2
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Погрешность определения средней наработки до отказа блока ССН при М = 1, N = 3:

 

О.1 3
О.1 3 Ц Ц2

Ц Ц

( ) 3 .Т tТ −
−

∂
∆ = ∆Λ = ∆Λ

∂Λ Λ
 

если принять М = 2, то это будет соответствовать наличию в схеме резервирования двух по-
стоянно включенных нагруженных цепочек и N – 2 ненагруженных резервных цепочек, включа-
ющихся замещением. В этом случае
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 Λ
= − Λ + 
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С	учетом	принятых	ограничений	на	кратность	резервирования	в	МКА	получаем	вариант	M	=	2,	
N	=	3.	В	этом	случае	показатели	безотказности	работы	блока	ССН	следует	вычислять	по	форму-
лам	с	цифровой	индексацией	2–3:
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Погрешность	определения	ВБР	блока	ССН	при	М	=	2	и	N	=	3:
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Погрешность	 определения	интенсивности	 отказов	 блока	ССН	с	 однократным	ненагружен-
ным	резервом	и	средней	наработки	до	отказа	блока	ССН	определяются	как	
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Параллельное соединение цепей, обеспечивающих резервирование замещением	 (одна	
цепь	рабочая	(А)	и	одна	ненагруженная	цепь	(В),	отличающаяся	по	надежности	от	рабочей),	пред-
ставлено	на	рис.	4.	Формула	расчета	показателей	безотказности	блока	ССН	при	этом	виде	ре-
зервирования	имеет	вид	[2]
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Погрешность	определения	ВБР	блока	ССН	с	однократным	резерви-
рованием	 замещением	 при	 отличии	 параметра	 основной	 цепи	 от	 ре-
зервной	вычисляется	по	формуле

Б Б
Б Ц1 Ц2

Ц1 Ц.2

( ) ( )( ) .Р t Р tР t ∂ ∂
∆ = ∆Λ + ∆Λ

∂Λ ∂Λ
 

Рис.	 4.	 Графическое	 пред-
ставление	резервирования	

замещением

Fig.	4.	Graphical	representa-
tion	of	standby	redun	dan	cy
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Погрешность определения интенсивности отказов блока ССН с однократным резервирова-
нием замещением при отличии структуры основной цепи от резервной рассчитывается как

Б Б
Б Ц1 Ц2
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( ) ( )( ) .t tt ∂Λ ∂Λ
∆Λ = ∆Λ + ∆Λ

∂Λ ∂Λ
 

Погрешность определения средней наработки до отказа блока ССН с однократным резервирова-
нием замещением при отличии структуры основной цепи от резервной вычисляется как
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Параллельное соединение n цепей, обеспечивающих резервирование голосованием по 
мажоритарной схеме M из N (все N цепей нагруженные), любые M из N цепей основные, пред-
ставлено на рис. 5. Формула расчета ВБР блока ССН РМ(t) при этом виде резервирования имеет 

вид [3]:
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Интерес для Ба МКа представляет вариант 2 из 3. В этом случае вероятность безотказной 
работы РМ(t)2–3 вычисляется по формуле
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Плотность распределения в этом случае определяется по формуле
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тогда интенсивность отказов блока ССН ΛБ(t) и средняя наработка до отказа блока ССН: 
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Погрешность определения ВБР блока ССН с мажоритарным резервированием 2 из 3  

вычисляется по формуле 2 3
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Погрешность определения интенсивности отказов блока ССН с ма-

жоритарным резервированием 2 из 3 рассчитывается как   
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Погрешность определения средней наработки до отказа блока 
ССН с мажоритарным резервированием 2 из 3 вычисляется как 
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Рис. 5. Графическое представ-
ление резервирования голосо-

ванием

Fig. 5. Graphical representation 
of re dun dancy by voting
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Структурная схема надежности объекта в целом. Существуют методы, позволяющие по-
следовательно-параллельную схему ССН объекта привести к последовательной. Один из них – 
метод свертки, который основан на последовательном преобразовании ССН объекта и ее сведе-
нии к основному соединению элементов. Покажем, как применяется этот подход в случае оценки 
вероятности безотказной работы объекта (рис. 6). Пусть каждый блок рассматриваемой ССН 
объекта характеризуется ВБР Рi (t). Надо определить ВБР объекта. Метод свертки состоит из не-
скольких этапов. 

На первом этапе рассматриваются все параллельные соединения, которые заменяются эквива-
лентными блоками с соответствующим показателем надежности. В данном случае такими являются 
1-й и 2-й блоки. После чего структурная схема надежности примет вид, приведенный на рис. 7. 
Вероятность безотказной работы блока 8 ССН определяется формулой { }8 1 2( ) 1 1 ( )[1 ( )] .Р t Р t Р t= − − −  

На втором этапе рассматриваются все последовательные соединения, которые заменяются 
эквивалентными блоками. Здесь последовательными элементами являются 3-й и 4-й; 5-й и 6-й. 
После этого этапа преобразований ССН примет вид, показанный на рис. 8. Характеристики на-
дежности элементов определяются с помощью следующих выражений ВБР блоков 9 и 10 ССН: 

9 3 4( ) ( ) ( ),Р t Р t Р t=   10 5 6( ) ( ) ( ).Р t Р t Р t=  
На третьем этапе вновь рассматриваются параллельные соединения, которые заменяются 

эквивалентными блоками. Здесь такими параллельными блоками являются 9-й и 10-й. После 
третьего этапа преобразований ССН примет вид, приведенный на рис. 9. Вероятность безотказ-
ной работы блока 11 ССН определяется формулой { }11 9 10( ) 1 1 ( )[1 ( )] .Р t Р t Р t= − − −   Структурная 
схема надежности (см. рис. 9) является сверткой исходной ССН (см. рис. 6), и согласно ей ВБР объ-
екта следует определять как ОБ 8 11 7( ) ( ) ( ) ( ).Р t Р t Р t Р t=   таким образом, для дальнейшего исследо-
вания методики интервальной оценки расчетного значения показателей надежности объекта ти-
па МКа можно использовать последовательную ССН, приведенную на рис. 1.

Исходными данными для интервальной оценки расчетных значений ПН объектов являются: 
количество блоков в последовательной ССН – m; среднее значение ПН RСР каждого блока ССН 
объекта; погрешность определения ПН каждого блока ССН ΔR, определенное при заданной до-
верительной вероятности (см. [1]); заданная наработка объекта t. В соответствии со структурной 
схемой надежности объекта (см. рис. 1) средние значения ПН объекта вычисляются по формулам
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где РОБ(t)СР, ΛОБ.СР, ТО.ОБ.СР – средние значения вероятности безотказной работы, интенсивности 
отказов и средней наработки до отказа объекта соответственно; m – количество блоков в ССН. 
Значения РБi(t)СР и ΛБi.СР находятся по формулам, полученным для блока ССН с соответствующи-
ми характеристиками. Значение тО.ОБ.СР вычисляется по (13) приближенным методом, например 
по формуле Симпсона.

Рис. 6. Последовательно-параллельная структура ССН 
объекта

Fig. 6. Sequential-parallel structure of structural diagram 
reliability of object

Рис. 7. Структурная схема надежности объекта после пер-
вого этапа преобразований

Fig. 7. Structural reliability scheme of an object after the first 
stage of transformation
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Погрешность определения ВБр объекта определяется в соответствии с (3):  
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Следовательно,
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где WОП.i – относительная погрешность ВБр i-го блока ССН:
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Погрешность определения интенсивности отказов объекта вычисляется по формуле

 
ОБ Б

1
( ) ( ),

m
i

i
t t

=
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где ΔΛБi – погрешность определения интенсивности отказов i-го блока ССН. 
Граничные значения интервальной оценки ВБр объекта ОБ.Н C( )Р t   (нижнее) и ОБ.В C( )Р t   

(верх нее) вычисляются по формулам ОБ.Н C ОБ.СР C ОБ.СР C( ) ( ) ( )Р t Р t Р t= − ∆  , ОБ.В C ОБ.СР C ОБ.СР C( ) ( ) ( )Р t Р t Р t= + ∆  
ОБ.В C ОБ.СР C ОБ.СР C( ) ( ) ( )Р t Р t Р t= + ∆  . 

Граничные значения интервальной оценки интенсивности отказов объекта вычисляются  
по формулам ОБ.Н СР.ОБ ОБ ОБ.В СР.ОБ ОБ,   ,Λ = Λ − ∆Λ Λ = Λ + ∆Λ   где ΛОБ.Н, ΛОБ.В – соответственно 
нижнее и верхнее значения интервала интенсивности отказов объекта. 

Пример использования предлагаемой методики. Проведем интервальную оценку рас-
четных значений показателей безотказности бортовой информационной системы (БИС) – со-
ставной части реальной МКА по данным структурной схемы надежности БИС (рис. 10) и пока-
зателей надежности элементов ССН БИС (табл. 1). Численные значения показателей надежно-
сти элементов БИС определены экспертным методом. Наработка БИС в течении  пяти лет 
полета МКА составляет t = 1500 ч. расчет проводился по двум показателям надежности БИС 
ВБр Р(t)ОБ  и интенсивности отказов Λ(t)ОБ. Промежуточные результаты приведены в табл. 2. 
расчет по простым блокам ССН (1–5, табл. 2) проводился по следующим формулам: (4) – для 
ΛСр, (5) – для РСр(t)Б, (6) – для ΔΛБ, (15) – для W. расчет по сложным блокам ССН (6–11, табл. 2) 
проводился по формуле (9) для ΛСр, (8) для РСр(t)Б, (10) для ΔΛБ, (15) для W; по объекту в це-
лом – по формуле (11) для РОБ(t), (12) для ΛОБ, (14) для ΔPОБ(t), (16) для ΔΛОБ. результаты интер-
вальной оценки расчетных значений показателей безотказности бортовой информационной си-
стемы (БИС) МКА следующие: среднее значение вероятности безотказной работы бортовой 
информационной системы за наработку 1500 ч в процессе пятилетнего полета МКА составляет 
Р(1500)БИС.Ср = 0,99700, среднее значение интенсивности отказов БИС – ΛБИС.Ср = 200 · 10–8 1/ч, 
погрешность оценки ВБр БИС – ΔPБИС(1500) = 34502 · 10–8 = 0,000345; погрешность оценки ин-
тенсивности отказов БИС – ΔΛБИС = 23,41 · 10–8 1/ч.

рис. 8. Структурная схема надежности объекта после второго эта-
па преобразований 

Fig. 8. structural reliability scheme of an object af ter the second stage 
 of transformation

рис. 9. Структурная схема надежности объек-
та после третьего этапа преобразований 

Fig. 9. Structural reliability scheme of an object 
after the third stage of transformation
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Таблица 1. Показатели надежности элементов структурной схемы надежности бортовой информационной системы
Table 1. Reliability measure of the elements of the structural reliability scheme of the on-board information system

Наименование	блока	ССН
Интенсивность	отказов	элемента,	10–8	1/ч

средняя нижняя верхняя погрешность

Датчик	телеметрии 10 9 11 1
Модуль	управления	нагревателями 10 9 11 1
Модуль	технологического	обмена 30 26 34 4
Бортовое	запоминающее	устройство 100 88 112 12
Вторичный	источник	питания 50 45 55 5
Контроллер	межблочного	обмена 100 92 108 8
Контроллер	предобработки	данных 100 90 110 10
Контроллер	памяти 100 95 105 5
Контроллер		управления	питанием 100 93 107 7
Контроллер	бортового	обмена 120 105 135 15
Логическое	ядро 120 103 137 17

Таблица 2. Бортовая информационная система малогабаритного космического аппарата. Интервальная оценка
Table 2. On-board information system of a small spacecraft. Interval estimation

№ Наименование	блока	ССН
Ко	ли-
чест	во	
(кi)

кИЭi

Средняя	интенсивность	 
отказов	10–8	1/ч ВБР	РСР(t)Бi

Погрешность,	10–8	1/ч

элемента	λСР блока	ΛСР ΔΛОБ ΔP(t)Бi WБi

1 Датчик	телеметрии 1 1 10,00 10,0000 0,999850 1,00 1499,8 1500
2 Модуль	управления	нагревателями 1 1 10,00 10,0000 0,999850 1,00 1499,8 1500
3 Модуль	технологического	обмена 1 1 30,00 30,0000 0,999550 4,00 5997,3 6000
4 Бортовое	запоминающее	устройство 1 1 100,00 100,0000 0,998500 12,00 17973 18000
5 Вторичный	источник	питания 1 1 50,00 50,0000 0,999250 5,00 7494 7500
6 Контроллер	предобработки	данных	 

с	нагруженным резервом
1 1 100,00 0,00020 0,999998 0,04790 0,2155 0,2155

7 Контроллер	памяти	с	нагруженным резервом 1 1 100,00 0,00020 0,999998 0,05986 0,2694 0,2694
8 Контроллер	 управления	 питанием	 с	 нагру-

женным резервом
1 1 100,00 0,00020 0,999998 0,02993 0,1347 0,1347

9 Контроллер	бортового	обмена	с	нагружен-
ным резервом

1 1 100,00 0,00020 0,999998 0,04191 0,1886 0,1886

10 Логическое	ядро	с	нагруженным резервом 1 1 120,00 0,00024 0,999998 0,10771 0,5816 0,5816
11 Контроллер	 межблочного	 обмена	 с	 нагру-

женным резервом
1 1 120,00 0,00024 0,999994 0,12207 0,6592 0,6592

Граничные	 значения	 интервальной	 оценки	 ВБР	 БИС	 составляют:	 PБИС.Н(1500)	 =	 0,996655,	
PБИС.В(1500)	=	0,997345,	где	PБИС.Н(1500),	PБИС.В(1500)	–	соответственно	нижнее	и	верхнее	значения	
ВБР	БИС.	Граничные	значения	интервальной	оценки	интенсивности	отказов	БИС	следующие:	
ΛБИС.Н	 =	 176,59	 ·	 10

–8	1/ч,	 ΛБИС.В	 =	 223,41	 ·	 10
–8	1/ч,	 где	ΛБИС.Н,	 ΛБИС.В	 –	 соответственно	 нижнее	 

и	верхнее	значения	интервала	интенсивности	отказов	БИС.	

Рис.	10.	Структурная	схема	надежности	бортовой	информационной	системы	малогабаритного	космического	аппарата
Fig.	10.	Structural	reliability	scheme	of	an	on-board	information	system	of	small	spacecrafts
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Заключение. Настоящая работа является продолжением исследования [1] и представляет собой 
методику интервальной оценки расчетных значений показателей надежности невосстанавливаемых 
объектов, надежность которых обеспечивается путем структурного резервирования с ограниченной 
кратностью. К числу таких объектов относится и бортовая аппаратура малогабаритных космических 
аппаратов. Приведен пример применения методики на составной части реальной Ба МКа – бор-
товой информационной системе. В дальнейшем исследования будут продолжены для восстанав-
ливаемых объектов с учетом отсутствия требований на ограничение кратности резервирования.
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УЧенЫе БеЛарУси 
sCientists oF BeLaRUs

ПАмЯтИ АКАДЕмИКА ВЛАДИмИРА АНтОНОВИЧА ПИЛИПОВИЧА

2 апреля 2018 г. белорусская наука понесла тяжелую утрату: на 
88-м году жизни скончался Владимир антонович Пилипович – из-
вестный ученый в области лазерной физики и оптической обработки 
информации, Заслуженный деятель науки Рес пуб ли ки Беларусь, 
лауреат Государственных премий СССР и Рес пуб лики Беларусь, ака-
демик Национальной академии наук Беларуси, доктор физико-ма-
тематических наук, профессор. Жизненный путь Владимира 
антоновича является достойным примером служения науке, а ре-
зультаты научной деятельности по праву позволяют говорить  
о нем как о крупном ученом современности. 

Владимир антонович Пилипович родился 5 января 1931 г.  
в деревне Слобода Мозырского района Гомельской области. В 1949 г. 
окончил Гребеневскую среднюю школу Могилевского района, 
в 1954 г. – физико-математический факультет Бело русского госу-
дарственного университета, а в 1957 г. – аспирантуру при Госу-
дарственном оптическом институте им. С. И. Ва вилова в ленинграде. С 1957 г. работал млад-
шим научным сотрудником Института физики аН БССР. В 1971 г. был назначен заведующим ла-
бораторией электроники аН БССР, преобразованной два года спустя в Институт электроники  
аН БССР. Владимир антонович возглавлял этот Институт на протяжении 25 лет (1973–1998 гг.),  
с 1998 г. был его почетным директором, одновременно с 1973 г. – заведующим лабораторией опти-
ческих методов обработки информации. В 1983–1987 гг. главный ученый секретарь Президиума 
академии наук БССР. С 2007 г. заведующий лабораторией, с 2008 г. главный научный сотрудник 
Института физики им. Б. И. Сте панова Национальной академии наук Беларуси.

Владимир антонович первым в республике начал экспериментальные исследования твердо-
тельных лазеров. В 1963 г. (спустя 2 года после демонстрации лазера т. Майманом) им был соз-
дан первый в Беларуси лазер на рубине, а впоследствии – и на неодимовом стекле. В. а. Пи ли-
повичем разработаны чувствительные методы измерения потерь излучения, определяющих 
коэффициент полезного действия лазера, выполнены работы по исследованию фототропных 
сред и их применению в качестве пассивных затворов лазеров. Впервые экспериментально изме-
рено развитие моноимпульсной генерации в лазерах с активными и пассивными затворами  
в широком диапазоне изменения интенсивности. Результаты исследований свойств лазеров с про-
светляющимися фильтрами обобщены и систематизированы в монографии «Оптические кванто-
вые генераторы с просветляющимися фильтрами», изданной в 1975 г. 

Владимир антонович положил начало исследованиям по анизотропии вынужденного излучения 
растворов органических соединений, результаты которых вошли в цикл работ «Явления анизотро-
пии в лазерах и принципы поляризационной лазерной спектроскопии», удостоенной в 1996 г. 
Государственной премии Республики Беларусь. По инициативе Владимира антоновича и при непо-
средственном его участии в стране были развернуты исследования по перспективным направлениям 
микро- и оптоэлектроники, оптическим методам обработки информации, научному приборострое-
нию, сформирована первая в Бе ларуси программа фундаментальных исследований по разработке 
научных основ создания элементной базы быстродействующих микро- и оптоэлектронных устройств 
обработки информации. Разработаны эффективные методы и средства многоканальной модуляции 
лазерных пучков на основе сегнетоэлектрических жидкокристаллических материалов, методы фор-
мирования и голографической записи двумерных массивов оптической информации, предложены  
и изучены новые материалы для реверсивной записи и отображения оптической информации, со- 
зданы макеты голографических запоминающих устройств. Часть из названных результатов вошла  
в цикл работ «Фундаментальные исследования фоторефрактивных и жидких кристаллов для опти-
ческих систем обработки информации», удостоенный в 1985 г. Го су дар ственной премии СССР.
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В. а. Пилиповичем выполнены важные работы по компенсации затухания и усилению ин-
формационных цифровых сигналов в оптическом волокне, разработан эффективный метод ам-
плитудной модуляции света, основанный на многократной, многолучевой интерференции,  
а также методы оптического мультиплексирования и многопараметрического кодирования ин-
формационных сигналов, обеспечивающие высокую надежность и скорость передачи информа-
ции, результаты которых нашли применение в таких областях микро- и оптоэлектроники, как  
полупроводниковые лавинные фотодиоды, приборы на основе интерферометров Фабри – Перо, 
фотопреобразователи и солнечные элементы различных типов.

Владимир антонович автор свыше 400 научных публикаций, в том числе трех монографий, 
более 170 авторских свидетельств и патентов на изобретение; в данном номере журнала выхо-
дит последняя, написанная им, статья. В области лазерной физики и оптической обработки ин-
формации В. а. Пили повичем создана признанная научная школа, среди его учеников 3 доктора 
и 32 кандидата наук, член-корреспондент НаН Беларуси. Владимир антонович активно и пло-
дотворно занимался научно-организационной деятельностью. На протяжении многих лет он яв-
лялся членом ряда научных и научно-технических советов и секций аН СССР, Госкомитета 
СССР по информатике и вычислительной технике Министерства радиопромышленности СССР, 
Высшей аттестационной комиссии СССР, комиссий Президиума Совета Министров БССР по во-
просам научно-технического прогресса. За высокие достижения в научной, научно-организа- 
ционной работе и подготовке научных кадров Владимир антонович награжден орденом тру до-
вого Красного Знамени, медалями.

Жизненный путь Владимира антоновича Пилиповича является примером бескорыстного служе-
ния науке и обществу. Как талантливый ученый и организатор науки он всегда пользовался безгранич-
ным уважением и авторитетом у своих коллег и учеников. Светлая память о Владимире антоно- 
виче Пи ли повиче навсегда сохранится в сердцах всех тех, кто знал его и трудился рядом с ним.

Отделение физики, математики и информатики НАН Беларуси
Институт физики им. Б. И. Степанова НАН Беларуси

Белорусское физическое общество

ПАмЯтИ АКАДЕмИКА ИВАНА ВАСИЛЬЕВИЧА ГАЙШУНА

24 апреля 2018 г. ушел из жизни выдающийся ученый, академик 
Национальной академии наук Беларуси Иван Васильевич Гай- 
шун – известный специалист в области дифференциальных уравне-
ний, топологической динамики и методов математического модели-
рования, который внес неоценимый вклад в развитие математики.

Иван Васильевич родился в деревне Петровичи Бобруйского 
района Могилевской области. В 1964 г. после окончания Гор-
бацевичской средней школы поступил в Белорусский государ-
ственный университет на математический факультет. В 1969 г. 
окончил его с отличием и был направлен на работу в Институт ма-
тематики аН БССР, где до 1984 г. работал стажером-исследовате-
лем, младшим научным сотрудником, старшим научным сотруд-
ником лаборатории теории процессов управления. В 1972 г. за- 
щитил кандидатскую, а в 1984 г. – докторскую диссертацию.  

В декабре 1984 г. был избран заведующим лабораторией математического моделирования и ана-
лиза систем. С 1992 г. и до последних дней И. В. Гайшун – директор Института математики 
НаН Беларуси. С мая 1997 г. по апрель 2002 г. являлся вице-президентом НаН Беларуси. 

Научное творчество И. В. Гайшуна началось еще со студенческой скамьи, когда под руко-
водством академика е. а. Барбашина ему удалось решить ряд задач теории устойчивости си-
стем нелинейных дифференциальных уравнений. В результате этих исследований им был 
внесен заметный вклад в известную проблему абсолютной устойчивости, описание областей 
притяжения положения равновесия механических систем, периодических решений диф-
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ференциальных уравнений и установлены условия устойчивости систем со случайными па-
раметрами.

Высокий научный потенциал, тонкая математическая интуиция и широкая эрудиция позво-
лили Ивану Васильевичу существенно расширить спектр проблем теории динамических систем, 
исследуемых в Беларуси, пополнив его, в частности, такими современными разделами, как мно-
гомерные, многопараметрические и нечеткие динамические системы; вполне интегрируемые си-
стемы на многообразиях; уравнения в полных производных в банаховых и локально выпуклых 
топологических пространствах; системы уравнений с изменяющейся структурой и системы  
с запаздыванием; управляемые непрерывные и дискретные линейные динамические системы, 
рассматриваемые совместно с различными топологическими и алгебраическими структурами. 
Он не только инициировал масштабные исследования в этих разделах, но и получил основопо-
лагающие результаты, среди которых развитие теории устойчивости инвариантных множеств, 
основанное на понятии фильтра в общей топологии; обобщение теории характеристических чи-
сел ляпунова на неавтономные линейные уравнения в полных производных в банаховых про-
странствах; критерии ограниченности, периодичности и почти периодичности уравнений в пол-
ных производных на локально выпуклых пространствах. Эти и ряд других результатов, напри-
мер основы теории вполне разрешимых дискретных систем, опубликованы в монографиях 
«Вполне разрешимые многомерные дифференциальные уравнения» (1983), «линейные уравне-
ния в полных производных» (1989).

теория уравнений в полных дифференциалах занимала важное место в научном творчестве 
Ивана Васильевича. Им определены гамильтоновы линейные и квазилинейные системы в полных 
дифференциалах и для указанного класса систем с периодическими коэффициентами получены 
критерии устойчивости и условия сильной устойчивости, т. е. условия грубости свойства устойчи-
вости при малых возмущениях параметров, сохраняющих полную интегрируемость и гамильто-
новость системы; также развита теория наблюдаемости линейных нестационарных систем в пол-
ных дифференциалах, доказан принцип максимума для класса таких систем и развит способ по-
строения минимальных реализаций линейных стационарных систем в полных дифференциалах.

Иван Васильевич проводил исследования в области математической теории управления. Им 
разработаны основанные на идеях современной алгебры, функционального анализа и топологи-
ческой динамики новые методы для изучения свойств робастности, устойчивости, стабилизируе-
мости, управляемости и наблюдаемости различных классов линейных динамических систем. 

И. В. Гайшун – автор более 300 научных публикаций, в том числе 8 монографий. Большой 
цикл исследований, выполненный им по линейной теории управления, представлен в работах 
«Введение в теорию линейных нестационарных систем» (1999), «Системы с дискретным време-
нем» (2001). В книге «Многопараметрические системы управления» (1996) развиты методы каче-
ственной теории многопараметрических дискретных систем управления, отлично зарекомендо-
вавшие себя при изучении популярного в приложениях класса 2D-систем. В монографии 
«линейные системы с квазидифференцируемыми коэффициентами: управляемость и наблюдае-
мость движений» (2013; в соавт.) представлено систематическое применение техники квазидиф-
ференцирования в задачах наблюдения и управления линейных нестационарных систем обык-
новенных дифференциальных уравнений, что привело к новым, более сильным по сравнению  
с известными, условиям наблюдаемости и управляемости, а также позволило разработать эф-
фективные процедуры построения канонических систем наблюдения со скалярным выходом  
и систем управления с одномерным входным сигналом.

И. В. Гайшун дал определение нечеткой динамической системы (F-системы), использующее 
оригинальную интерпретацию функции принадлежности л. Заде, и провел полное исследование 
устойчивости (по некоторому фильтру, обладающему свойством инвариантности) нечетких точек 
F-систем. Он определил также управляемые линейные системы в нечетких пространствах и нашел 
признаки устойчивости и управляемости таких систем. Фундаментальной задаче моделирования  
с помощью дискретных систем распределенных в пространстве эволюционных процессов посвя-
щен ряд его работ, в которых определены дискретные системы с изменяющейся структурой и изу-
чены их свойства устойчивости, управляемости и вложимости.
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Глубокие теоретические результаты, полученные Иваном Васильевичем, нашли приложение 
в различных разделах науки и техники. так, в последние годы он построил и исследовал матема-
тические модели функционирования сердечно-сосудистой системы человека, которым посвящен 
ряд статей и монография «Демпфирующая функция артерий и неинвазивные методы ее оценки» 
(2016; в соавт.). С его участием разработаны алгоритмы для решения обратных задач восстанов-
ления негладких коэффициентов нелинейных уравнений теплопроводности, вошедшие в изда-
ние «Структурные свойства динамических систем и обратные задачи математической физики» 
(2009; в соавт.). 

И. В. Гайшун много внимания уделял работе с молодежью. С 1994 г. на механико-матема-
тическом факультете БГУ работал в должности профессора. Под его руководством подготов-
лено 6 кандидатов и 4 доктора наук. Будучи лидером белорусской математической науки, он 
всегда ответственно относился к воспитанию молодых ученых, сохраняя и преумножая лучшие 
научные традиции, определял высокий уровень требований к подготовке научных кадров, рабо-
тая в Президиуме ВаК Беларуси. 

Иван Васильевич много и плодотворно трудился над организацией научных исследований  
в Беларуси. Он был членом Президиума НаН Беларуси, членом Президиума ВаК Беларуси, вхо-
дил в Совет Бе ло рус ского республиканского фонда фундаментальных исследований. Являлся 
членом редколлегии журналов «Дифференциальные уравнения», «Доклады НаН Беларуси», 
«Весці НаН Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук», «Computational Methods in Applied 
Mathematics», «труды Института математики», был руководителем республиканского научного 
семинара по математической теории систем, на котором прошли апробацию десятки диссерта-
ционных работ.

Имя И. В. Гайшуна широко известно мировой научной общественности. Он возглавлял 
Белорусское математическое общество, являлся членом европейского математического обще-
ства, американского математического общества, принимал участие в международных конгрес-
сах, конференциях, школах, сотрудничал с математическими центрами многих стран. 

И. В. Гайшун являлся лауреатом Государственной премии Республики Беларусь за цикл ра-
бот «Ис сле дование асимптотических свойств дифференциальных и дискретных систем» (2000), 
удостоен премии комиссии СМ СССР (1981), Почетной грамоты СМ Беларуси за высокие дости-
жения в научной деятельности (1996, 2011), премии академий наук Украины, Беларуси и Мол-
довы (2011), награжден медалью Франциска Скорины (2017). ему вынесена Благодарность Пре-
зидента Республики Беларусь (2006). 

Неиссякаемый запас идей и талант ученого сочетались в Иване Васильевиче с высокими че-
ловеческими качествами и умением создавать исключительно добрую и творческую атмосферу. 
Этим он снискал авторитет справедливого, чуткого и корректного руководителя. Светлая память 
об Иване Ва сильевиче навсегда сохранится в сердцах его коллег, учеников, друзей, всех тех, кто 
его знал и ценил его необык новенную мудрость и талант.
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