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Е. А. Ровба, В. Ю. Медведева1

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы, Гродно, Беларусь

О РАЦИОНАЛЬНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ФУНКЦИИ |x|α  
ПО РАСШИРЕННОЙ СИСТЕМЕ УЗЛОВ ЧЕБЫШЕВА – МАРКОВА

Аннотация. В работе исследуются приближения функции |x|α, α > 0 интерполяционными рациональными 
функциями Лагранжа на отрезке [–1,1]. В качестве узлов интерполирования выбираются нули четных рациональ-
ных функций Чебышева – Маркова и точка x = 0. Получено интегральное представление остатка интерполирования 
и оценка сверху рассматриваемых равномерных приближений. На их основании подробно изучаются:

а) полиномиальный случай; здесь авторы приходят к известному асимптотическому равенству М. Н. Ганзбурга; 
б) в случае фиксированного числа геометрически различных полюсов получена оценка сверху соответствую-

щих равномерных приближений, улучшающая известный результат К. Н. Лунгу;
в) при приближении общими интерполяционными рациональными функциями Лагранжа найдена оценка рав-

номерных приближений и показано, что на концах отрезка [–1,1] ее можно улучшить.
Полученные результаты могут быть применены в теоретических исследованиях и численных методах. 
Ключевые слова: рациональная дробь Чебышева – Маркова, рациональная интерполяция, функция со степен-

ной особенностью
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Приближение простейших функций, имеющих алгебраические особенности, имеет богатое 
историческое наследие. Первые исследования были посвящены приближению функции |x| на от-
резке [–1,1] алгебраическими полиномами (см., напр., [1–4]). В 1913 г. С. Н. Бернштейн в [5] дока-
зал, что существует число β, β = 0,2801… такое, что 

lim ,n
n

nE
→∞

= β

где En – наилучшее равномерное приближение функции |x| алгебраическими полиномами степе-
ни не выше n на отрезке [–1,1]. Позже в работе [6] он провел глубокий анализ наилучших равно-
мерных полиномиальных приближений функции |x|α, α > 0, на отрезке [–1,1]. Эти исследования 
были продолжены С. М. Никольским [7], Р. А. Райцином [8] и др.

Значительное число работ посвящено различным методам приближений простейших функ-
ций с алгебраической особенностью (см., напр., [9–11]). В этом ряду следует выделить исследо-
вания М. Н. Ганзбурга [12] и М. Реверса [13], посвященные интерполяции функции |x|α, α > 0, 
на отрезке [–1,1] по различным системам узлов Чебышева. Именно это направление привлекло 
внимание авторов настоящей статьи с точки зрения рациональной интерполяции. Как известно, 
для рациональной интерполяции представляют интерес узлы, являющиеся нулями соответству-
ющей рациональной дроби Чебышева – Маркова. 

Наилучшим равномерным рациональным приближениям функции |x|α на отрезке [–1,1] или 
функции xα на отрезке [–1,0] посвящено достаточно много работ (см., напр., [14–18]).

Задачу о приближении непрерывных функций с характерными особенностями рациональ-
ными функциями с фиксированным числом полюсов рассмотрел К. Н. Лунгу [19]. В [20] им бы-
ли рассмотрены такие приближения функции xα, α > 0, на отрезке [1,0]. Позже это направление 
в рациональной аппроксимации получило развитие в [21–22] и др.1

Настоящая работа продолжает вышеназванные исследования. Рассматривается интерполи-
рование функции f(x) = |x|α, α > 0, по расширенной системе узлов Чебышева – Маркова на от-
резке [–1,1]. Получено интегральное представление остатка интерполирования. Исходя из этого 
результата, найдены оценки сверху равномерных приближений рациональными интерполяцион-
ными функциями с такими узлами для различных случаев расположения полюсов аппроксими-
рующей рациональной функции.

Пусть m2n(x) – косинус-дробь Чебышева – Маркова

 2 2( ) cos ( ),n nm x x= µ  (1)

где 
2

2
1

( ) arccos ,
1

n k
n

kk

x ax
a x=

+
µ =

+
∑

a1,a2,…,a2n – чисто мнимые числа либо нули, k = 1,…,2n, причем

а) ,   Im 0,   1, ..., ;n k k ka a a k n+ = − ≥ =

 б) 1 2 ... 0,   1,   .
2ra a a r n rα = = = = = + >  

 (2)

Нетрудно проверить, что m2n(x) является четной рациональной функцией. В этом случае 
функция m2n(x) имеет 2n простых симметричных нулей на интервале (–1,1):

 2 2 1 1 2 11 0 1;n n n nx x x x x x− +− < < < < < < < < < <   (3)

2 1 ,   1, 2, , ;n k kx x k n− + = − = 

2 ( ) (2 1) ,   1, 2, , 2 .
2n kx k k n

    

1 Старовойтов, А. П. Аппроксимация рациональными функциями с заданным числом полюсов / А. П. Старовой-
тов // Белорусский гос. ун-т. – Минск, 1984. – 23 с. – Деп. в Бел. НИИНТИ 1984. – № 689-Бел Д84.
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Для функции f(x) = |x|α, α > 0, построим интерполяционную рациональную функцию 
Лагранжа с узлами в точках x1, x2, …, x2n и в точке x0 = 0:

 

2
2

0
( , ) ( ) ( ),

n
n k k

k
L x f f x l x

=
= ∑

 
(4)

где 

( )
2

2

( )( ) ,    0, 1, , 2 .
( ) ( )

k

n
k

k n x x

xm xl x k n
x x xm x =

= =
′−



Для оценки остатка интерполирования введем следующие величины:

2 2( , ) ( , ),   [ 1,1];n nx a x L x f xαε = − ∈ −

 
2 2

1 1
( ) max ( , ) .n n

x
a x a

  
  

 
(5)

Те о р е м а  1. Для приближений функции f(x) = |x|α, α > 0, на отрезке [–1,1] интерполяционны-
ми рациональными функциями Лагранжа (4) при условиях (2) справедливы соотношения:

 1) 
11

2
2 2 2 2 2 1

0 2 2

4 1( , ) sin ( ) ;
2 (1 ) ( ) ( )

(1 )
n n

n n

u dux a x m x
x u u u u

u



 


  
    


  (6)

 2) 
11

2 1
0 2 2

4( ) sin ,
2 ( ) ( )

(1 )
n

n n

u dua
u u

u

α−

α −

πα
ε ≤

π ψ + ψ
−

∫  (7)

где 

[ ] ( )
21

11,1 ,    ,    ,    1, 2, , ,    .
21

n k
n k

kk k

ux u k n n
u a=

−β α
∈ − ψ = β = = >

+β +
∏ 

Причем, если полюсы функции L2n(x,f ) имеют четную кратность, то оценка (7) является 
точной, т. е. имеет место знак равенства.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (4) имеем

 

22 21 1
2

2 21 1

( ) ( )( , ) ( ) .
( ) ( ) ( ) ( )

n nn n
n k k

k n k k n kk k n

xm x xm xL x f x x
x x m x x x m x

α− α−

= = +
= − −

′ ′− −
∑ ∑

 
(8)

Легко видеть, что справедливо тождество 

 

2 2

21

( )1 .
( ) ( )

n n

k n kk

m x
x x m x=

≡
′−

∑
 

(9)

Полагаем, что ( ]0,1 .x∈  Умножим обе части тождества (9) на f(x) и из полученного равенства 
вычтем почленно равенство (8). Получим

1 1 1 12
2 2 2

2 21 1

( )( , ) ( ) ( , ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

n nk k
n n n

k n k k n kk k n

x x x xx a f x L x f xm x
x x m x x x m x

α− α− α− α−

= = +

 − + −
ε = − = ⋅ + = ′ ′− − 

∑ ∑

 [ ]2 1 2( ) ( ) ( ) ,nxm x S x S x= ⋅ +  (10)

где 

1 1 1 12
1 2

2 21 1

( )( ) ,    ( ) .
( ) ( ) ( ) ( )

n nk k

k n k k n kk k n

x x x xS x S x
x x m x x x m x

α− α− α− α−

= = +

− + −
= =

′ ′− −
∑ ∑
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В плоскости с разрезом по промежутку { : , 0}z z iy y= −∞ < <  определим ветвь аналитиче-
ской функции f(z) = zα так, что f(1) = 1. Тогда нетрудно проверить, что

 
1 1 1 1

1 2
2 2

1 1 ( )( ) ,    ( ) ,
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )n n

x z x zS x dz S x dz
i x z m z i x z m z

δ δ

α− α− α− α−

′Γ Γ

− + −
= =

π − π −∫ ∫  (11)

где контур (1) (2) (3)
,δ δ δδΓ = Γ Γ Γ 

{ }(1) : , ,z z iy yδΓ = = δ < < +∞

(2) : , arg ,
2 2

z z zδ
π π Γ = = δ − ≤ ≤ 

 

{ }(3) : , ,z z iy yδΓ = = −∞ < < −δ

, 0 nxδ < δ <  – достаточно малое положительное число;

и контур 
(4)(3) (1) ,δδ δ δ′Γ = Γ Γ Γ 

(4) : , arg 3 .
2 2

z z z
        

 

Заметим, что так как ( ]0,1 ,x∈  α > 0 и 2 (0) 1,nm =  то 

(2) (4)

1 1 1 1

0 02 2

( )lim 0,    lim 0.
( ) ( ) ( ) ( )n n

x z x zdz dz
x z m z x z m z

δ δ

α− α− α− α−

δ→ δ→
Γ Γ

− − −
= =

− −∫ ∫

Тогда из равенств (11) следует 

 
( ) 111 1

1 2
2 2

1 1( ) ,    ( ) .
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

i i

n ni i

x zx zS x dz S x dz
i x z m z i x z m z

α−α−α− α−+ ∞ + ∞

− ∞ − ∞

+ −−
= − =

π − π −∫ ∫  (12)

Преобразуем интеграл S1(x). С этой целью сделаем замену z = it и разобьем полученный ин-
теграл на два:

1 1 1 1 1 10

1
2 2 20

1 ( ) 1 ( ) ( )( ) .
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )n n n

x it x it x itS x dt dt dt
x it m it x it m it x it m it

α− α− α− α− α− α−+∞ +∞

−∞ −∞

 − − −
= − = − + π − π − − 

∫ ∫ ∫

Теперь в первом интеграле сделаем замену t = – v:
1 1 1 1

1
2 20 0

1 ( ) ( )( ) .
2 ( ) ( ) ( ) ( )n n

x iv x itS x dv dt
x iv m iv x it m it

       
   

     
 

Пользуясь четностью дроби Чебышева – Маркова m2n(x), найдем

 
1 1 1 1

1
20

1 ( ) ( )( ) .
2 ( )n

x iz x iz dzS x
x iz x iz m iz

α− α− α− α−+∞  − − −
= − + π + − 

∫  (13)

Аналогичные преобразования проведем с интегралом S2(x) (см. (12)) и получим, что

 

1 1 1 1

2
20

1 ( ) ( )( ) .
2 ( )n

x iz x iz dzS x
x iz x iz m iz

α− α− α− α−+∞  + + −
= + π + − 

∫
 

(14)

На основании полученных равенств (13) и (14) имеем

 

1 1 1 1

1 2
20

1 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .
2 ( )n

n

iz iz iz iz dzH x S x S x
x iz x iz m iz

α− α− α− α−+∞  − + + −
= + = + π + − 

∫
 

(15)
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После несложных преобразований придем к выражению

 

( )1 1 1 1

2 2 2 2
2 20 0

( ) 2( ) sin .
( ) 2 ( )n

n n

z i ix dz x z dzH x
m iz m izx z x z

α− α− α− α−+∞ +∞⋅ − + πα
= = ⋅

π π+ +
∫ ∫

 
(16)

Тогда (см. равенства (10), (15) и (16)) имеем

 

2 1

2 2 2 2
20

2( , ) sin ( ) .
2 ( )n n

n

x z dzx a m x
m izx z

α−+∞πα
ε = ⋅

π +
∫  

(17)

Теперь займемся преобразованием интеграла, стоящего в правой части этого равенства: 

 
1

2 2
20

( ) .
( )n

n

z dzJ x
m izx z

α−+∞
=

+
∫  (18)

Сделаем замену 

 

2

2 2 2
1 1 4,    ,    .
1 1 (1 )

iz t tit i z i dz dt
iz t t

− + −
= = − =

+ − −  (19)

Образом промежутка (0, +∞) является дуга единичной окружности 

: , 0
2

it t e φ π Γ = = < φ < 
 

с обходом по часовой стрелке. 
Как известно [23, с. 48], косинус-дробь Чебышева – Маркова m2n(x), заданная на отрезке [–1,1], 

связана с косинус-дробью Бернштейна M2n(y), заданной на  , следующим соотношением:

 2 2
1( ) ,
1n n

xm x M
x

 −
=  + 

 (20)

где 

 
( )

2
1

2 2 2 2
1

1( ) ( ) ( ) ,    ( ) ,
2

n k
n n n n

kk

y zM y y y y
y z

−

=

−
= χ + χ χ =

−
∏

 
(21)

zk – корни уравнения 2 1 0,
1

k

k

az
a

+
+ =

−
 у которых Im 0,    1, 2, , 2 .kz k n> = 

Следовательно, в нашем случае

 
2

1 ,    1, 2, , 2 .
1

k
k

k

az i k n
a

+
= =

+


 
(22)

Подставляя соотношения (19) в интеграл (18) и учитывая (20), получим

( )
12

2 2 2 2 2 2
2

1( ) 4 .
1 (1 ) (1 ) ( )

n
n

t tdtJ x i i
t t x t it

α−

Γ

 +
= −  − + − − Μ 

∫

Теперь сделаем еще одну замену:

2
2

2

1 1 11 ,    ,    .
2 1

u i ut u i u u t dt i du
t u

+ − = + − = + = − 
  −

Рассматриваемое преобразование является обратным к функции Жуковского. Поэтому дуга 
Γ отображается в отрезок [0,1]. Нетрудно посчитать, что 
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2

2 2

1
1 1

t iu
t u

+
=

− −

и интеграл Jn(x) имеет вид

 ( ) ( )
11

2 2 2 20 2 22

( ) .
(1 ) 1(1 )

n
n

u duJ x
x u u M iu uu

α−

α=
− + ⋅ − −−

∫
 

(23)

Займемся теперь преобразованием функции ( )2
2 1 .nM iu u− −  Обращаясь к представле-

нию (21) и учитывая (22), а также симметричный выбор параметров ak, k = 1,2,…,2n, заметим, что 
в выражении для M2n(y) будут присутствовать множители следующего вида:

2 2
( )

2 2

1 1

1 1
( ) .1 1

1 1

k k

k kk

k k

k k

a ay i y i
a a

y a ay i y i
a a

+ −
− −

+ +
χ = ⋅

− +
+ +

+ +

Преобразовывая их, придем к выражению

( ) 2 2
2 2

2 2( ) 1 1 .
1 1

k

k k

y yy y i y i
a a

   
   χ = − − − +
   + +   

Сделав замену ( )21 ,y i u i u= + −  получим

( )
2

1( ) ,    ,    1, 2, , .
1

kk
k

k k

uy k n
u a

− β
χ = β = =

+ β +


Воспользовавшись этим представлением, найдем

( ) ( )2 1
2

11 ( ) ( ) ,
2n n nM iu u u u−− − = ψ + ψ

где

1
( ) .

n k
n

kk

uu
u=

− β
ψ =

+ β
∏

Подставив данное выражение в (23), будем иметь

11

2 2 2 1
0 2 2

1( ) 2 .
(1 ) ( ) ( )

(1 )
n

n n

u duJ x
x u u u u

u

α−

α −=
− + ψ + ψ

−
∫

Тогда из равенства (17) вытекает
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2

2 2 2 2 2 1
0 2 2

4 1( , ) sin ( ) .
2 (1 ) ( ) ( )

(1 )
n n

n n

u dux a x m x
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Очевидно, что 

[ ] [ ]
2

2 2 2 1,    1,1 ,    0,1 ,
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x x u
x u u

≤ ∈ − ∈
− +
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причем при любом [ ]0,1u ∈  максимум этой функции достигается в точке x = 1. Следовательно,

11

2 1
0 2 2

4( ) sin ,   1.
2 2( ) ( )

(1 )
n

n n

u dua n
u u

u

α−

α −

πα α
ε ≤ > +

π ψ + ψ
−

∫

Легко видеть, что в этом неравенстве имеет место знак равенства, если предположить, что 
функция ψn(u) неотрицательна на [0,1], т. е. числа β1, β2,…,βn имею четную кратность. Таким об-
разом, теорема 1 доказана.

Рассмотрим некоторые приложения оценки (7).
1. Полиномиальный случай. В этом случае все числа ak = 0, k = 1,2,…,n, и 

1( ) .
1

n

n
uu
u

− ψ =  + 
Следовательно, 
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2 1 1
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n n n n
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u u
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πα

ε = ε =
π − −   +−    + +   

∫

В интеграле справа сделаем замену :
2
tu
n

=

( )

12

2 , 0
0 2 2

4 1sin .
2 (2 ) 1 2 1 21 ( 2 )

1 2 1 2

n

n n n
t dt
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α α −
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∫

Так как подынтегральная функция равномерно относительно [ ]0, 2t n∈  сходится при n → ∞ 
к функции 

1
,t t

t
e e

α−

−+

то нетрудно показать, что по теореме 1 из [24, с. 695]

1

2 , 0
0

4lim (2 ) sin .
2n t tn

tn dt
e e

α−+∞
α

−→∞

πα
ε =

π +
∫

Этот результат получен в работе [12].
2. Случай заданного числа полюсов. Обозначим через A2n множество точек 2

1 2 2( , , , ) ,n
na a a R∈

 
удовлетворяющих условиям (2).

Пусть n > r, 1,
2

r     
 n1 = n – r и q – произвольное целое число, 0 ≤ q ≤ n1; A2n,2q есть множе-

ство точек 1 2 2 2( , , , )n na a a a A= ∈  и таких, что среди этих чисел a1,a2,…,an имеется не больше q 

различных отличных от нуля и кратность каждой точки не больше 1 .
1

n
q

 
 + 

 Полагаем

2 2inf ( ),
n

n n
a A

a
∈

ε = ε

 2 , 2
2 , 2 2inf ( ).

n q
n q n

a A
a

∈
ε = ε

 (24)
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Те о р е м а  2. При любых целых n и q, 0 ≤ q < n, n > r, справедливо неравенство

 

2
22 , 2

1

1( ) sin inf 1 ,
2 1

qn
tn q

t

q tС e
n q

 

 

                   

(25)

и где C(α) – некоторая положительная постоянная, зависящая только от α(1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 

1
1,    .

1
nm n n r

q
 

= = − + 

Определим числа βk следующим образом:

2 ,    (0,1),    0, 1, , .k
k k qβ = ξ ξ∈ = 

Рассмотрим следующий интеграл из оценки (7):

 

11

2
0 2 2

( )
.

1 ( )
(1 )

n
n

n

uuI du
u

u

α−

α

ψ
=

+ ψ
−

∫
 

(26)

Легко показать, что в условиях теоремы 2 будем иметь
1

1

00
.

mq
k

n
kk

uI u du
u

α−

=

− β
≤

+ β
∏∫

Далее, разобьем этот интеграл на два:

 

1
1 1 (1) (2)

0 00
: .

q

q

m mq q
k k

n n n
k kk k

u uI u du u du I I
u u

β
α− α−

= =β

− β − β
≤ + = +

+ β + β
∏ ∏∫ ∫

 
(27)

Оценим каждый из этих интегралов: 

(1) 1

0

q m
q

n
q

u
I u du

u

β
α−  β −

≤  β + 
∫ .

В интеграле справа сделаем замену :
2

qu t
m

β
=

2
(1) 1

0

1 2 .
2 1 2

mm
q

n
t mI t dt

m t m

α
α−β  − ≤    +   

∫

Нетрудно проверить, что 

( ]21 ,    0, 1 .
1

uu e u
u

−−
≤ ∈

+
Следовательно, 

 
(1) ( ) ,

2
q

nI
m

αβ < Γ α  
   (28)

где Γ(α) – эйлеров интеграл второго рода.

(1) Здесь и далее через С(α), С1(α), С2(α),... будем обозначать положительные постоянные, зави-
сящие только от параметра α, α > 0.
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Теперь перейдем к оценке интеграла (2) :nI

 
(2)

, 1 0

1 max .
q

mq
k

n
u kk

uI
u∈ β  = 

− β
< ⋅

α + β
∏  (29)

Предположим, что 

( ( )2 2 1, ,   1 ,   1 .i iu i q q− ∈ ξ ξ ≤ ≤ ≥

Будем иметь

2 2 2 1 2 2 1 2 21
2 1

2 2 2 1 2 2 1 1
0 0 0 0

1 1exp 2 exp 2 .
1 1

k i i k k qq q q qik k
k i i k k

kk k k i k k

u
u

− + +−
+

− + −
= = = = =

  − β ξ − ξ ξ − ξ − ξ − ξ
≤ ⋅ ≤ ≤ − ξ = −    + β ξ + ξ ξ + ξ + ξ ξ −   

∏ ∏ ∏ ∏ ∑
 

(30)

Эта же оценка справедлива и для 

( )2 1 2, ,   0 1.i iu i q+∈ ξ ξ ≤ ≤ −

Таким образом, из (28) и (30) на основании (27) получим, что 

( )
2 2 2

1
1 1exp 2 .

2 1

q q

n mI
α +

−

   ξ − ξ
< Γ α + −      α ξ −   

Будем полагать, что 2 2 12 .q    Тогда из последнего неравенства имеем, что

2

1
1

( 1) 1( ) exp .
2( 1)( 1)

q

n
q mI

n q

α

−

   + ξ
< Γ α + −     α + ξ −  

Обозначаем 

1 1( 1)( 1) ,    1 .
1

tq t
q

− −+ ξ − = ξ = +
+

Следовательно,

2
1

1

1 1( ) 1 exp .
1 2

q

n
q t nI
n q t

α−  +   ≤ Γ α + + −   + α    

Осталось заметить, что n1 = n – r, и перейти к оценке (7) с учетом (24):

 

2

2 , 2
1( ) sin exp 1 .

2 2 1

q

n q
n q tC
t n q

− αα  πα +    ε ≤ α ⋅ − + +      +        

(31)

Поскольку ( )0,1ξ∈  и 2 2 12 ,q+ −ξ ≤  то легко видеть, что t может быть произвольным из проме-
жутка (1, +∞). Следовательно, можем перейти к точной нижней грани в (31), т. е.

2

2 , 2
1( ) sin inf exp 1 .

2 2 1

q

n q
i t

n q tC
t n q

− αα

< <+∞

  πα +    ε ≤ α ⋅ − + +      +      

Теорема 2 доказана.
Фиксируем теперь целое число q, q ≥ 0, и положим в (31) 
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0,   ,
2(2 1) ln

nt n n
q n

= >
+ α

где n0 – некоторое натуральное число, зависящее от q и α. Тогда получим

 
   

2

2 , 2 2 1
ln, sin ,    1,

2

q

n q q
nC q n

n



 


   

 
(32)

где C(α, q) – некоторая положительная постоянная, зависящая только от q и α.
С л е д с т в и е. Если q – фиксированное неотрицательное целое число, то справедлива оценка (32).
З а м е ч а н и е  1. Полученная оценка (32) несколько точнее, чем соответствующая оценка 

в [20, см. следствие 1].
3. Общий рациональный случай. Те о р е м а  3. Для приближений функции |x|α, α > 0, ин-

терполяционными рациональными функциями (4) справедливо неравенство

 
2 1( ) sin ,    1.

2
n

n C ne n−π απα
ε ≤ α ≥

 
(33)

Причем для приближений на концах отрезка [–1,1] при некоторых ak, k = 1,2,…,2n, имеет место 
следующая оценка:

 
2

2 2( 1, ) ( ) sin ,    .
2

n
n a C ne n r−π απα

ε ± ≤ α ⋅ ≥
 

(34)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обратимся к оценке (7). Очевидно, что

 

11

2
0 2 2

4( ) sin ( ) .
2

(1 )
n n

ua u du

u

α−

α
πα

ε < ψ
π

−
∫

 

(35)

Рассмотрим интеграл справа: 
11

0 2 2

( ) .

(1 )
n n

uJ u du

u

α−

α= ψ

−
∫

Проведем следующие несложные преобразования. Замечая, что n > r (см. (2)), полагаем n = r + n1, 
n1 ≥ 1. Тогда

111 1
1

1 10 02 2

1 .
1

(1 )

r n nk r k
n

k r kk r k

u u u uJ du u du
u u u

u

α−
+α−

α
+= + =

− − β − β = < + + β + β 
−

∏ ∏∫ ∫

Теперь поставим задачу об оценке точной нижней грани рассматриваемого интеграла по 
1 2, ,..., .r r n+ +β β β  Воспользуемся одним результатом работы [25] (см. также [17]) о том, что для 

любых γ > 0 и n N∈  существуют числа βk, 1, 2,...,k r r r n= + + + , такие, что

 
1

( ) ,    0,1 ,
n r k n

r kk

uu C e u
u

  




  




где C(γ) – некоторая положительная постоянная, зависящая от γ. Тогда будем иметь

1
1 1 1

1 1 11 11 1

1
1 1 10 0

1 1exp .
n r kn n n

n
r kk

uJ u u du C n u du
u n n

− + α− − +
+

+=

    − β  ≤ ≤ α − −π α − ⋅    + β     
∏∫ ∫
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Заметим, из [25] следует, что постоянная 
1

1C
n

 
α − 

 
 непрерывно зависит от параметра 

1

1
n

α −  и, следовательно,

3
1

1 ( ).C C
n

 
α − ≤ α 

 

Далее,

1
1 1 1 1 2

1 1 1

1 1,    .nn n n n
n n n

α − α − = < >
α αα + α −

В итоге будем иметь, что

1
4 1 5( ) ( ) .n n

nJ C n e C ne−π α −π α≤ α ≤ α

Подставляя эту оценку в (35), получим

 1 2
2 2 1

, ,...,
inf ( ) ( ) ,    .sin

2n

n
n n

a a a
a C ne n r      

Неравенство (33) доказано. 
Для доказательства оценки (34) воспользуемся равенством (6). Очевидно,

 

11

2 2 2 2
0

4 ( )( 1, ) sin .
2 (1 ) 1 ( )

n
n

n

u ua du
u u

α−

α
πα ψ

ε ± = ⋅
π − + ψ

∫
 

(36)

Далее, рассмотрим интеграл

11

2 2 2
0

( ) .
(1 ) 1 ( )

n
n

n

u uI du
u u

α−

α
ψ

=
− + ψ

∫

Представим его в виде

 
(1) (2) ,n n nI I I= −  (37)

где
11

(1)
2 2

0
( ) ,

(1 )
n n

uI u du
u

α−

α= ψ
−

∫

1 31
(2)

2 2 2
0

( ) .
(1 ) 1 ( )

n
n

n

u uI du
u u

α−

α
ψ

=
− + ψ

∫

Займемся первым интегралом (1).nI  Его можно представить в виде 

 

11
(1) 1

10
( ) ,

n r k
n

r kk

uI u u du
u

+α−

+=

− β
= φ

+ β
∏∫

 
(38)

где 

12 2
1 1( ) ,    1,    ,    .

1 2(1 )

ruu r n n r n r
uu α

− α   φ = = + = + >   +−    
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Введем новые обозначения: 

1

1 1
( ).

n nr k k
n

r k kk k r

u u u
u u

+

+= = +

− β − β
= = ψ

+ β + β
∏ ∏

Для оценки интеграла (1)
nI  введем функцию 

( )
1

1 2
1 2

0
, , , ( ) ( ) .r r n nt t t dtα−

+ +Φ β β β = φ ψ∫

Нетрудно показать, что функция ( )1 2, , ,r r n+ +Φ β β β
 достигает наименьшего значения в не-

которой точке ( )1 2, , , (0,1) ,n r
r r n
∗ ∗ ∗ −

+ +β β β ∈  причем числа 1 2, , ,r r n
∗ ∗ ∗

+ +β β β  попарно различны. 
Запишем необходимое условие экстремума. Прежде всего, найдем частные производные:

1
1

2
10

22 ( ) ( )
( )

n k
n

m kk r m
k m

t tt t t dt
t t

α−

= +
≠

∂Φ − β −
= φ ⋅ ψ =

∂β + β + β
∏∫

1 1
2 2

0 0

2 1 1 12 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ,    1, 2,..., .
( )( )n n

m m m m m

dtt t t t t t dt m r r n
t t t t

α α  −
= φ ψ = φ ψ − = + + + β − β β + β − β 

∫ ∫

Следовательно,

 

1 1
*2 * 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ,n n

m m

dt dtt t t t t t
t t

α α
∗ ∗φ ψ = φ ψ

+ β − β
∫ ∫

 
(39)

*

1
( ) ,    1, 2,..., .

n k
n

k r k

tt m r r n
t

∗

∗
= +

− β
ψ = = + +

+ β
∏

Далее, легко видеть, что имеют место представления

 
*

1

( ) (0) ;
nn n m

m r m

t A
t t

∗ ∗

= +

ψ − ψ
=

+ β
∑

 
(40)

( ) 1

*
1

( ) (0) ;   ( ) ( ) ;
nn n m

n n
m r m

t A t t
t t

∗ ∗ −∗ ∗

= +

ψ − − ψ
= ψ − = ψ

− − + β
∑

 
*

1

1 (0) ( ) ,
( )

nn n m

m rn m

t A
t t t

∗ ∗

∗
= +

− ψ ψ
=

ψ − β
∑

 
(41)

где 1 2, ,...,r r nA A A+ +  – некоторые числа.
На основании равенств (39)–(41) заключаем, что

1 1
*2 *2

0 0

( ) (0) 1 (0) ( )( ) ( ) ( ) ( ) .
( )

n n n n
n n

n

t tt t t dt t t t dt
t t t

∗ ∗ ∗ ∗
α α

∗
ψ − ψ − ψ ψ

φ ⋅ ψ = φ ⋅ ψ
ψ

∫ ∫

Отсюда найдем, что 

 

1 1
1 * 1 *3

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) .n nt t t dt t t t dtα− α−φ ψ = φ ψ∫ ∫

 
(42)

Оценим интеграл справа в (42)
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1
1 *3

0
( ) ( ) .n nJ t t t dtα−= φ ψ∫

Нетрудно видеть, что 

 

1
1 *2

0
( ) ( ) .n nJ t t t dtα−≤ φ ψ∫

 
(43)

Опираясь на работу [25] и действуя по той же схеме, что и при доказательстве неравен-
ства (33), можно показать, что существуют числа 1 2, ,...,r r n+ +β β β  такие, что при n > r

 

21
1 2

6
10

( ) ( ) .
n k n

kk r

tt t dt C ne
t

α− −π α

= +

 − β
φ ≤ α + β 

∏∫
 

(44)

Тогда, учитывая, что правая часть в неравенстве (43) является наименьшим значением функции 
1 2( , , , ),r r n+ +Φ β β β  для нее тем более справедлива оценка (44), т. е. 

 
2

6( ) ,    .n
nJ C ne n r−π α≤ α >  (45)

Из равенства (42) и выражения для интеграла (1)
nI  (см. (37), (38)) следует, что в случае, когда 

* ,k kβ = β  1, 2,..., ,k r r n= + +

 
(1) 2

6( ) ,    .n
n nI J C ne n r−π α= ≤ α >

 
(46)

Естественно, что теперь интеграл (2)
nI  (см. (37)) будет иметь вид

1 *31
(2)

2 2 *2
0

( ) .
(1 ) 1 ( )

n
n

n

u uI du
u u

α−

α
ψ

=
− + ψ

∫

После несложных выкладок придем к тому, что и для этого интеграла также справедлива оцен-
ка (46), т. е.

(2) 2
6( ) ,    .n

nI C ne n r−π α≤ α >

В результате из равенства (37) следует, что при * ,    1, 2,..., ,k k k r r nβ = β = + +

2
62 ( ) ,    .n

nI C ne n r−π α≤ α >

Таким образом, неравенство (34), а с ним и теорема 3, доказаны.
З а м е ч а н и е  2. Выскажем предположение, что, скорее всего, оценка (34) имеет место на 

всем отрезке [–1,1].
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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО 
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ПРОИЗВОДНЫМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Аннотация. Рассмотрена смешанная задача для одномерного волнового уравнения с производными второго по-
рядка в граничных условиях. Методом характеристик найдено классическое решение указанной задачи в аналитиче-
ском виде. Доказана его единственность при выполнении соответствующих условий согласования.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, гиперболические уравнения, частные производные, гранич-
ные условия, условия Коши, условия согласования, классическое решение

Для цитирования. Корзюк, В. И. Классическое решение смешанной задачи для одномерного волнового уравне-
ния с производными второго порядка в граничных условиях / В. И. Корзюк, С. Н. Наумовец, В. А. Севастюк // Вес. 
Нац. акад. навук Беларусi. Сер. фiз.-мат. навук. – 2019. – Т. 55, № 4. – С. 406–412. https://doi.org/10.29235/1561-2430-
2019-55-4-406-412
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CLASSICAL SOLUTION OF THE MIXED PROBLEM FOR A ONE-DIMENSIONAL  
WAVE EQUATION WITH SECOND-ORDER DERIVATIVES AT BOUNDARY CONDITIONS

Abstract. This paper considers the mixed problem for a one-dimensional wave equation with second-order derivatives at 
boundary conditions. Using the method of characteristics, a classical solution to this problem is found in analytical form. Its 
uniqueness is proved under the relevant compatibility conditions.

Keywords: differential equations, hyperbolic equations, partial derivatives, boundary conditions, Cauchy conditions, 
agreement conditions, classical solution

For citation. Korzyuk V. I., Naumavets S. N., Sevastyuk V. A. Classical solution of the mixed problem for a one-di-
mensional wave equation with second-order derivatives at boundary conditions. Vestsі Natsyianal'nai akademіі navuk 
Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physics and 
Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 4, pp. 406–412 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-2019-55-4-406-412

Введение. В [1] в аналитическом виде представлено классическое решение в полуполосе пер-
вой смешанной задачи, где на части границы заданы условия с производными второго порядка. 
В [2] рассмотрена задача, где на границе задано условие в виде производной, порядок которой 
превышает порядок основного дифференциального уравнения. Задачи рассмотрены для одно-
мерного волнового уравнения. В настоящей работе находится классическое решение смешанной 
задачи, где на всей границе присутствуют дифференциальные операторы второго порядка.

Метод характеристик, кроме построения искомого решения, также позволяет проанализи-
ровать качественную картину самого решения. Близкими к данной статье являются исследова-
ния [3, 4] и другие, где рассматриваются классические решения смешанных задач. Постановка 
задачи и полученные для нее результаты являются новыми. В решении смешанных задач могут 
быть обобщения как в сторону рассмотрения других уравнений, так и задания новых граничных 
условий.
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Постановка задачи. На замыкании [ ) [ ]0, 0,Q l= ∞ ×  области (0, ) (0, )Q l= ∞ ×  двух независи-
мых переменных 2

0 1( , )x x Q= ∈ ⊂ ℜx  рассмотрим волновое уравнение

 ( )0 1
2 2 2 2

0 1( ) ( ), ( , ) ,x xa u f x x Q∂ − ∂ = = ∈ ⊂ ℜx x x  (1)

где a2, l – положительные действительные числа, 
0 1

2 2 2 2 2 2
0 1,   x xx x∂ = ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂  – частные произ-

водные по x0 и x1 второго порядка. К уравнению (1) на границе ∂Q области Q присоединяются 
условия типа Коши

      00
2 (1) (0) (1)

1 1 1 1 1 1 1 1(0, ) ( ), ( ) ( ) 0, ( ), ( ) 0, 0, ,xxu x x b x b x u x x b x x l           (2)

граничные условия

 [ )1 1
2 (1) 2 (2)

0 0 0 0 0( ,0) ( ), ( , ) ( ), 0, .x xu x x u x l x x∂ = µ ∂ = µ ∈ ∞  (3)

Здесь : ( ),  ,f f Q→ ∈x x x  – заданная на Q функция,  1 1 1: ( ) , 0, ,x x x l     ψ : x1 →
 1 1( ) ,  0, ,x x l    [ ]1 1 1: ( ) ,  0, ,b x b x x l→ ∈ℜ ∈  – функции на [0,l], ( ) ( )

0 0: ( ) ,j jx xµ → µ ∈ℜ  
 0 0,x   , – заданные функции на [0,∞], j = 1,2. Гладкость всех указанных функций будет уточ-

нена ниже.
Кроме того, функции f, φ, ψ и μ( j), j = 1,2, удовлетворяют следующим однородным условиям 

согласования:

 
(1) 2

2
1(0) (0) (0,0) 0,d f

a
µ − ϕ + =

 
(4)

 
(2) 2

2
1(0) (0) (0,1) 0.d f

a
µ − ϕ + =

 
(5)

Классическое из ( )2C Q  решение задачи (1)–(3). Построение решения задачи (1)–(3) будем 
осуществлять из общего решения u класса 2 ( )C Q  уравнения (1). Как известно, это решение есть 
сумма общего решения ( )0 2 ( )u C Q∈  однородного уравнения

 ( )0 1
2 2 2 (0) ( ) 0,x xa u Q∂ − ∂ = ∈x x , 

(6)

и частного решения 2 ( )pv C Q∈  неоднородного уравнения (1).
Построение решения задачи (1)–(3) будет осуществляться пошагово, начиная с условий 

Коши (2). В качестве частного решения возьмем частное решение, построенное для уравнения (1) 
в работе [3], а именно:

 
( ) ( ) ( 1)( ) ( ),    , ,   1,2,3,...,m m

p p
m l mlv v Q m

a a
− = ∈ = = 

 
x x x

 
(7)

где

 
( ) ( )1 0 1 0

(1, ) (2, )
1 0 1 0 2

1( ) ( ) , , ,
24

x ax x ax
mm m

p
l ml ml

z y z yv f x ax f x ax dy f dz Q
a aa

− +

−

− + = − + + − ∈ 
 

∫ ∫x x
 

(8)

( )mQ  – замыкание подобласти Q(m), функции f( j,m) из класса C2.
Те о р е м а 1.  Пусть правая часть уравнения (1) 1( ).f C Q∈  Тогда функция vp, определен-

ная формулами (7) и (8) при соответствующем выборе f( j,m), j = 1,2, ,m∈ℵ  принадлежит классу 
2 ( ),C Q  является решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям

 [ ]
0

0

1 1
2

1 1 1

(0, ) (0, ) 0,

(0, ) (0, ), 0, .
p x p

px

v x v x

v x f x x l

= ∂ =

∂ = ∈  
(9)
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Доказательство см. в [3].
Как известно, общее решение уравнения (1) из класса 2 ( )С Q  представимо в виде

 
(1) (2)

1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ), ,pu g x ax g x ax v Q= − + − + ∈x x x  (10)

где g( j) ( j = 1,2) – произвольные функции из класса C2. Точнее, ( ]( )(1) 2 , ,g C l∈ −∞  [ )( )(2) 2 0,g C∈ ∞  
для ,Q∈x  если условиться, что a > 0.

Функции g( j) выбираем такими, чтобы решение (10) удовлетворяло условиям (2) и (3). 
Подставляя в (10) в условия типа Коши (2), получим систему двух уравнений

 

[ ]

[ ]

(1) (2)
1 1 1 1

2 2 (1) 2 2 (2) (1) (1) (1) (2)
1 1 1 1 1 1

(0) (1) (0) (2)
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ), 0, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0, .

g x g x x x l

a d g x a d g x ab x dg x ab x dg x

b x g x b x g x x x l

+ = ϕ ∈

+ − + +

+ + = ψ ∈  (11)

Из системы (11) находим значения g( j)(x1) функций g( j), j = 1,2. Так как по условию (1)
1( ) 0b x ≠  для 

[ ]1 0, ,x l∈  то

 

( )
( )

( )
( )

(1) (1,0) 2 2 (0)
(1)

0

(2) (2,0) 2 2 (0)
(1)

0

1 1 1( ) ( ) ( ) ,
2 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ,
2 2

z

z

g z g z z a d b d C
a b

g z g z z a d b d C
a b

 = = ϕ − ψ − ϕ− ϕ ξ ξ − ξ

 = = ϕ + ψ − ϕ− ϕ ξ ξ + ξ

∫

∫
 

(12)

где [ ]0, ,z l∈  C – произвольная постоянная из множества ,ℜ  d – оператор обыкновенной произ-
водной, 2 3,   d d d d d d d= ⋅ = ⋅ ⋅  и так далее.

Для других z значения g( j)(z), j = 1,2, определяем из граничных условий (3). Для этого введем 
обозначения

 

   
   

(1) (1, )

(2) (2, )

( ), если , ( 1) ,

( ), если , ( 1) ,

k

k

g z g z z kl k l

g z g z z kl k l

    

    
(13)

где k = 1,2,3,… . Подставляя представление решения (10) в первое условие (3), получим обыкно-
венное дифференциальное уравнение

 1
2 (1) (1) 2 (2) 2

1( ) ( ) , 0 .px
z zd g z d g z v x
a a

   = µ − − − − ∂ − =   
     

(14)

Используя второе условие из (3), получим уравнения

 1
2 (2) (2) 2 (1) 2( ) (2 ) , .px

z l z ld g z d g l z v l
a a
− −   = µ − − − ∂   

     
(15)

Уравнения (14) и (15) представляют собой уравнения с аргументами со сдвигом. Учитывая ска-
занное и то, что значения, согласно формулам (12), определены на отрезке [0,l], целесообразно 
формулы (14) и (15) записать в виде

 

[ ]

[ ]

1

1

2 (1, ) (1) 2 (2, 1) 2

2 (2, ) (2) 2 (1, 1) 2

( ) ( ) , 0 , , ( 1) ,

( ) (2 ) , , , ( 1) .

k k
px

k k
px

z zd g z d g z v z kl k l
a a

z l z ld g z d g l z v l z kl k l
a a

−

−

   = µ − − − − ∂ − ∈ − − −   
   

− −   = µ − − − ∂ ∈ +   
     

(16)

В пределах указанных отрезков интегрируем уравнения (16). В результате получим соотно-
шения
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( ) [ ]

( )

1

1

(1, ) (1) 2

0 0
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∫ ∫

  ( ), 1 ,kl k l +    

(17)

где    , ,,j k j kC C  – произвольные постоянные из ,ℜ  которые появились в результате интегриро-
вания уравнения (16), k = 1,2,3,… .

Из формул (7), (8), (12) и (17) видно, что значения g( j,k)(z) функций g( j,k), j = 1,2, k = 1,2,3,…, 
определяются через заданные функции f, φ, ψ и μ(1) и μ(2). Если предположить, что 1( ),f C Q∈  

[ ]( )3 0, ,C lϕ∈  [ ]( )1 0, ,C lψ∈  ( ) [ )( )0, ,j Cµ ∈ ∞  то функции g(1,k) будут из класса [ ]( )2 , ( 1) ,C kl k l− − −  
а [ ]( )(2) 2 , ( 1) ,g C kl k l∈ +  k = 1,2,3,… . В целом, чтобы функции ( ]( )(1) 2 ,g C l∈ −∞  и [ )( )(2) 2 0, ,g C∈ ∞  
определенные через эти функции согласно формулам (13), необходимо и достаточно, чтобы для 
частично определенных функций g( j,k) в общих точках соприкосновения выполнялись равенства

 
(1, 1) (1, )( ) ( ), 0,1,2;   0,1,2,...,p k p kd g kl d g kl p k       (18)

 
       2, 2, 1 , 0,1,2; 1,2,... .k kp pd g kl d g kl p k    (19)

Л е м м а 1.  Равенства (18) и (19) для каждого p = 0,1,2 в отдельности выполняются тогда 
и только тогда, когда они выполняются для какого-нибудь k.

Д о к а з а т е л ь с т в о  непосредственно следует из формул (12) и (17), так как они представля-
ют собой рекуррентную зависимость между g( j,k+1) и g( j,k).

Чтобы дальше исследовать равенства (18) и (19), вычислим производные первого порядка 
функций (12) и (17):
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∫ ∫

∫ ∫ 

 

(21)

Рассмотрим сначала равенства (18) для k = 0 и равенства (19) для k = 1. Запишем их через за-
данные функции задачи (1)–(3).

Пусть p = 1. Так как производные dg( j,0)(z), j = 1,2, представленные формулами (20), не со-
держат произвольных постоянных, а представляются единственным образом через заданные 
функции задачи (1)–(3), то, подставляя их в формулы (21), определим единственным образом 
и константы С(1,1) и (1,1)С  через заданные функции. Продолжая данный процесс дальше, мы един-
ственным образом определим все константы С(1,k) и (1, )kС  через заданные функции задачи (1)–(3) 
и для k = 2,3,4,... .

А теперь пусть p = 0. Из соотношений (12) и (17), используя условие согласования (18) для 
k = 0, имеем равенство
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Отсюда C(2,1) = φ(0). Аналогично, из условия (19) в случае k = 1 из соотношений (12) и (17) следует 
равенство
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∫ ∫

∫

∫

 

Из последнего равенства следует, что константа (2,1)С  также определяется единственным обра-
зом через значения заданных функций задачи (1)–(3), а именно:

1
(2,1) (2) 2 (1,1)

0 0
( ) ( ) ( ) , .

l l
px

l lC l z d z v l d C l
a a

ξ − ξ −   = ϕ − − ξ µ ξ + − ξ ∂ ξ −   
   

∫ ∫ 

Продолжая данный процесс дальше, из условий согласования (18) и (19) согласно полученным 
выражениям С(2,k) и (2, )kС  для других k = 2,3,…, которые определяются единственным образом.

Полученный результат сформулируем в виде леммы.
Л е м м а 2.  Если функции 

[ ]( ) [ ]( ) [ )( )1 3 (0) (1) 1 ( )( ),   0, ,   , ,  0, ,   0, ,   1,2,jf C Q C l b b C l C j∈ ϕ∈ ψ∈ µ ∈ ∞ =

то функции g( j,k), j = 1,2, k = 0,1,2,…, представленные формулами (12) и (17), записываются в виде

 
( , ) ( , )( ) ( ) ( 1) ,    1,2,    0,1,2,...,j k j k jg z g z C j k      (22)

тогда и только тогда, когда для них выполняются условия согласования (18) и (19) для p = 0,1, где 
функции ( , )j kg  из класса ( )2 ( 1) , ( 1) ( 1)j jC kl k l − − +   определяются единственным образом че-
рез заданные функции задачи (1)–(3), C – произвольная константа из .ℜ

Кроме этого, при выполнении условий леммы 2 функции g( j), j = 1,2, определенные формула-
ми (13), принадлежат классу C1 и выражаются формулами (22). Справедлива 

Л е м м а 3.  При выполнении условий леммы 2 функция ( )(1) 1 ( , ] ,g C l∈ −∞  а ( )(2) 1 [0, )g C∈ ∞  
тогда и только тогда, когда для составляющих их функций g( j,k), j = 1,2, k = 0,1,2,…, выполняют-
ся условия согласования (18) и (19) для p = 0,1. Кроме этого, при соответствующем выборе един-
ственным способом констант С( j,k) и ( , )j kС , входящих в определение функций g( j,k), справедливы 
представления

 
( ) ( )( ) ( ) ( 1) ,    1,2,j j jg z g z C j= + − =  (23)

где функции определены единственным образом через заданные функции задачи (1)–(3), C – про-
извольная константа из .ℜ

Те о р е м а 2.  Пусть заданные функции задачи (1)–(3) удовлетворяют следующим условиям 
гладкости:

[ ]( ) [ ]( ) [ )( ) [ ]( )1 3 1 ( ) (0) (1) 1( ),    0, ,    0, ,    0, ,    1,2,   , 0, .jf C Q C l C l C j b b C l∈ ϕ∈ ψ∈ µ ∈ ∞ = ∈

При выполнении этих условий функция вида (10) является единственным классическим реше-
нием из класса 2 ( )C Q  тогда и только тогда, когда имеют место однородные условия согласо-
вания (18) для p = 0,1 и k = 0, (19) – для p = 0,1 и k = 1, однородные условия согласования (4) и (5), 
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где частное решение vp определяется формулами (7), (8), функции g( j) ( j = 1,2) – формулами (12), 
(13), (17).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1, если 1( ),f C Q∈  то частное решение 2 ( ).pv C Q∈
Из леммы 3 следует, что функция g(1) – из класса ( )1 ( , ] ,C l−∞  g(2) – из класса ( )1 [0, ) .C ∞  Как 

было сказано ранее, эти функции дважды непрерывно дифференцируемы на соответствующих 
областях определения тогда и только тогда, когда для p = 2 дополнительно будут выполняться 
условие (18) для k = 0 и условие (19) для k = 1. Распишем эти условия в явном виде через заданные 
функции, используя формулы (12) и (16). Для этого вычислим вторые производные соотноше-
ний (12). В результате получим
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 = ϕ − ⋅ ψ − ϕ − ϕ + 

+ 2 3 (0) (0)
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

( )
d z a d z db z z b z d z

z
 ψ − ϕ − ϕ − ϕ   

(24)

Пусть в равенстве (18) p = 2, k = 0. В этом случае, используя первое соотношение 2 (1,1) (0)d g  
из (16), а также 2 (1,0)d g  из (24), данное равенство запишется в виде

1
(1) 2 2 21 1(0) (0) (0,0) (0).

2 2pxd v dµ − ϕ − ∂ = ϕ

Так как согласно уравнению (1) и последнему условию из (9)

1 0
2 2

2 2 2
1 1 1(0,0) (0,0) (0,0) (0,0),

2
p px xv v f f

a a a
∂ = ∂ − = −

мы получили однородное условие согласования (4)

 
(1) 2

2
1(0) (0) (0,0) 0.d f

a
µ − ϕ + =

 
(25)

Аналогично, из равенства (19) для p = 2, k = 1 получаем однородное условие согласования (5)

 
(2) 2

2
1(0) ( ) (0, ) 0.d l f l

a
µ − ϕ + =

 
(26)

Таким образом, согласно лемме 3 и равенствам (18) и (19), функции ( )(1) 2 ( , ] ,g C l∈ −∞  
( )(2) 2 [0, ) .g C∈ ∞  Следовательно, функция u, представленная формулой (10), принадлежит классу 

2 ( )C Q  и является решением задачи (1)–(3). Это решение является единственным, что следует из 
леммы 3, а также из представления (23) для функций g( j), j = 1,2.

Все остальные утверждения теоремы 2 следуют из предыдущих рассуждений.
З а м е ч а н и е. В теореме 2 сформулированы утверждения через выполнение необходимых 

и достаточных условий согласования (18) для p = 0,1 и k = 0 и (19) для p = 0,1 и k = 1. Из пре-
дыдущих рассуждений следует, что они эквивалентны специально выбранным единственным 
образом коэффициентам С( j,k) и ( , )j kС , j = 1,2; k = 0,1,2,…, в формулах (17). Эти коэффициенты, 
начиная с k = 1, можно выписать в явном виде. Тогда в формулировке теоремы вместо условий 
согласования (18) и (19) для p = 0,1 будут необходимыми и достаточными единственным образом 
выбранные эти выражения, которые фигурируют в качестве констант С( j,k) и ( , )j kС , входящих 
в формулы (17) функций g( j,k).
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А. Н. Гуревский1

Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РЕКУРСИВНЫХ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ  
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ВЫСОКИХ ПОРЯДКОВ  

ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА

Аннотация. Исследованы двухслойные разностные схемы высоких порядков для нестационарного уравнения 
Шредингера. С использованием методов цифровой обработки сигналов доказан критерий консервативности раз-
ностных схем любого порядка для уравнения Шредингера. С помощью достигнутых теоретических результатов 
вычислены аналитические выражения для коэффициентов разностной схемы восьмого порядка. Получены условия 
эквивалентности разностных схем восьмого порядка представлению в виде каскада всепропускающих цифровых 
фильтров первого порядка. На основе численного анализа показано превосходство разностной схемы восьмого по-
рядка при решении линейного уравнения Шредингера над схемой повышенного порядка точности на шеститочеч-
ном шаблоне. На примере моделирования двухсолитонного решения нелинейного уравнения Шредингера посред-
ством метода дробных шагов второго порядка точности установлено, что схемы высоких порядков не позволяют 
радикально улучшить точность полученного решения. Исследован вопрос о вычислительной сложности разностных 
схем высоких порядков. Полученные результаты могут быть использованы при конструировании эффективных чис-
ленных алгоритмов численного анализа как линейных, так и нелинейных задач для уравнений шредингеровского 
типа при применении метода дробных шагов соответствующего порядка точности.

Ключевые слова: разностные схемы, восьмой порядок, уравнение Шредингера, рекурсивный цифровой фильтр, 
всепропускающий фильтр

Для цитирования. Гуревский, А. Н. Использование рекурсивных цифровых фильтров для построения разност-
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Abstract. High-order finite difference schemes for the time-dependent Schrödinger equation are investigated. Digital 
signal processing methods allowed proving the conservativeness of high-order finite difference schemes for the unsteady 
Schrödinger equation. The eighth-order scheme coefficients were found with the help of the proved theoretical results. The 
conditions for equivalence between the eighth-order finite difference scheme and the scheme in the form of a cascade of all-
pass first-order filters were found. The numerical analysis of the proposed scheme was made. It was shown that the high-order 
finite difference schemes gave better results on solving the linear Schrödinger equations comparing to the well-known fourth-
order scheme on the six-point stencil, however, the high-order schemes in couple with the second-order splitting algorithm 
to the nonlinear Schrödinger equation do not lead to a radical improvement in the quality of numerical results. Practical 
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Введение. Теория разностных схем гласит, что схемы высоких порядков должны обеспечи-
вать лучшую аппроксимацию дифференциальной задачи и, следовательно, давать лучшую точ-
ность решения [1]. Очевидно, что в общем случае схемы высоких порядков проигрывают схемам 
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более низких порядков с точки зрения вычислительной сложности, однако их повышенная точ-
ность позволяет выбирать намного более крупные шаги сетки по пространственным и эволюци-
онным переменным, что в свою очередь компенсирует некоторый проигрыш в скорости работы. 
В связи с этим представляет интерес построение компактных разностных схем высоких поряд-
ков для нестационарного уравнения Шредингера.

Для уравнения Шредингера классической схемой считается двухслойная схема с весами на 
шеститочечном шаблоне [1]. При определенных соотношениях на параметры схемы она может 
обеспечивать четвертый порядок аппроксимации. Под высоким порядком в контексте уравнения 
Шредингера будем понимать порядок аппроксимации от шестого и выше.

Схемы высоких порядков в основном рассматривались для уравнения теплопроводности [2]. 
В [3] были рассмотрены компактные разностные схемы высоких порядков для уравнения тепло-
проводности и уравнения Шредингера. Примечательно, что во всех исследованиях построение 
схем высоких порядков производится одинаковым способом: аппроксимация невязки дискрет-
ной модели на заданном шаблоне методом неопределенных коэффициентов. В [4] было показано, 
что с не меньшим успехом можно использовать методы теории цифровой обработки сигналов 
для аппроксимации разностных схем. Также теория фильтров позволяет получать разностные 
схемы с заданными характеристиками как, например, консервативность [5].

В настоящей работе исследованы критерии консервативности двухслойных разностных 
схем для нестационарного уравнения Шредингера. Полученные теоретические результаты 
использованы для построения разностных схем восьмого порядка. Рассмотрена возможность 
применения схем высоких порядков при решении линейного уравнения Шредингера, а так-
же при вычислении линейной части метода дробных шагов для нелинейного уравнения Шре-
дингера.

Постановка задачи. Рассмотрим нестационарное уравнение Шредингера 
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двухслойную разностную схему для задачи (1), (2):
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Здесь 1ˆ( , ),   ( , ),k k m k k mU U x t U U x t += =  набор коэффициентов {aj} используется на верхнем 
слое разностной схемы, а набор {bj}, соответственно, на нижнем. Отметим, что данное определе-
ние является обобщением известной двухслойной разностной схемы с весами на шеститочечном 
шаблоне [1].

В работах [4–6] была показана связь между разностными схемами и рекурсивными цифро-
выми фильтрами. Так, полагая

2 0r
h
t

= > ,

передаточная функция цифрового фильтра, соответствующего разностной схеме (3), может быть 
представлена в виде
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Несложно видеть, что для консервативности схемы (3) требуется, чтобы ( ) 1,FDH ω ≡  что 
в свою очередь означает, что цифровой фильтр относится к классу всепропускающих. Покажем, 
что для выполнения данного условия необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее 
утверждение: 

0,  .j jj p b a∀ ∈ =

В данной записи горизонтальная черта над соответствующим коэффициентом разностной схемы 
обозначает комплексное сопряжение. Предварительно докажем две вспомогательные леммы.

Л е м м а  1. Рекурсивный цифровой фильтр n-го порядка является всепропускающим тогда 
и только тогда, когда количество нулей совпадает с количеством полюсов, значения нулей яв-
ляются обратными, комплексно-сопряженными значениям соответствующих полюсов, модуль 
коэффициента усиления фильтра равен произведению модулей всех полюсов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Передаточная функция рекурсивного цифрового фильтра может быть 
записана в следующем виде [7]: 
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где {zj} – нули фильтра, {pj} – полюса фильтра, k∈ – коэффициент усиления. По определению 
всепропускающего фильтра ( ) 1,iH e ω ≡  что равносильно следующей цепочке преобразований:
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Из выражения (6) следует, что комплексный полином, записанный в числителе дроби, дол-
жен тождественно равняться комплексному полиному, записанному в ее знаменателе. Применяя 

основную теорему алгебры, получим, что n = m, 
1

,
m

j
j

k p
=

= ∏  а также, с точностью до перестанов-

ки, 1 .j
j

p
z

=  Случай j jp z=  не представляет интереса, так как приводит к вырождению фильтра.

Из эквивалентности преобразований следует необходимость и достаточность условий леммы. 
Лемма доказана.

С л е д с т в и е  1. Передаточные функции всепропускающих цифровых фильтров первого 
и второго порядков имеют соответственно следующий вид:
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С л е д с т в и е  2. Любой всепропускающий фильтр порядка n ≥ 2 может быть представлен 
в виде каскада всепропускающих фильтров более низких порядков.

Л е м м а  2. Фазово-частотная характеристика всепропускающего фильтра второго поряд-
ка представима в виде 
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где p1, p2 – полюсы фильтра.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся следствием 1 и формулой (8) и представим передаточ-

ную функцию всепропускающего фильтра второго порядка в следующем виде:
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Из условия (11) и того, что cos ,
2

i ie e− ω ω+
ω =  и следует выполнение условия (10). Лемма дока-

зана.
С л е д с т в и е  3. Для формулы (9) верны следующие соотношения:

 ,  1.b a c= =  (12)

Интересно отметить, что при подстановке формулы (10) в формулу (7) получим тот самый 
сопряженный фильтр, определенный в [5], т. е. такой фильтр, процедура реализации которого со-
стоит в использовании стандартного алгоритма рекурсивного фильтра, реализуемого в обратном 
направлении дискретных отсчетов. Данный факт следует из следующей цепочки равенств:
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Применим полученные утверждения для доказательства критерия консервативности раз-
ностных схем (3) для решения нестационарного уравнения Шредингера.

Передаточная функция цифрового фильтра, соответствующего дифференциальной зада-
че (1), (2), имеет вид

 
2

( ) .irH e− ωω =  (13)
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Заметим, что H(0) = 1. В связи с этим является естественным выполнение следующего условия 
для разностных схем:

 (0) 1.FDH =  (14)

Сформулируем и докажем следующую теорему.
Те о р е м а. Разностная схема (3), для которой выполняется условие (14), является консерва-

тивной тогда и только тогда, когда 0,  .j jj p b a∀ ∈ =
Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность данного утверждения очевидна, так как при подстанов-

ке значений bj в передаточную функцию фильтра (4), соответствующего разностной схеме (3), 
получим дробь, числитель и знаменатель которой являются комплексно-сопряженными функ-
циями. Следовательно, модуль данной функции тождественно равен единице, что в свою оче-
редь означает, что данный фильтр относится к классу всепропускающих, а значит, и разностная 
схема (3) является консервативной.

Для доказательства необходимости применим полученные ранее леммы и следствия. Для на-
чала отметим, что, рассматривая передаточную функцию (4) как полином относительно cosω, 
в силу основной теоремы алгебры можно получить следующее представление передаточной 
функции:
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Согласно следствию 3, верны следующие равенства: ,  1.j jd c k= =  Тогда, подставив выра-
жение (15) в условие (14), получим
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Отсюда имеем
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Таким образом, передаточная функция (17) представляет собой отношение двух комплекс-
но-сопряженных функций. Тогда, возвращаясь к исходной записи (4) и приравнивая соответ-
ствующие коэффициенты, можем констатировать, что 0,  .j jj p b a∀ ∈ =  Теорема доказана.

В частности, из теоремы 1 следует, что двухслойная схема с весами на шеститочечном ша-
блоне является консервативной тогда и только тогда, когда 1 Re 0,5.σ = −σ⇔ σ =  Это является 
широко известным результатом [1], однако методы цифровой обработки сигналов позволили по-
лучить его иным способом, отличным от традиционных методов.

Построение разностных схем высоких порядков. Покажем, как применить теорему 1 для 
построения консервативных разностных схем с локальным порядком аппроксимации 4 8( ).O hτ +  
Рассмотрим разностную схему (3) при p = 2 на десятиточечном шаблоне. Тогда передаточная 
функция (4) примет вид
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Потребуем выполнения условия (14): H8(0) = 1. Значит, верно равенство

 0 0 1 1 2 22 2 2 2 0.a b a b a b+ + + + + =  (19)

Согласно теореме 1, ,   0,2.j jb a j= =  Представим коэффициенты разностной схемы следую-
щим образом:
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Тогда условие (19) примет вид

 0 1 22 2 .r r ra a a= − −  (21)

В работе [4] было показано, что из аппроксимации передаточной функции фильтра, соответ-
ствующего дифференциальной задаче, передаточной функцией фильтра, соответствующего при-
менению разностной схемы, следует, что и сама разностная схема аппроксимирует дифференци-
альную задачу. Приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях ω разложений в ряд 
Тейлора функций (13) и (18) и последовательно исключая неизвестные, с учетом равенств (20) 
и (21) получим
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Равенства (22) обеспечивают аппроксимацию передаточной функции (13) до ω8 включитель-
но. Попытка приравнять коэффициенты при ω10 соответствующих разложений в ряд Тейлора 
приводит к уравнению, зависящему только от r, следовательно, значение 1

ia  не влияет на поря-
док аппроксимации и может быть выбрано произвольным, удобным для нас образом. Отметим 
также, что данное уравнение не разрешимо относительно r в действительных положительных 
числах, поэтому можно утверждать, что восьмой порядок аппроксимации – это максимально 
возможный порядок для данной разностной схемы.

Выражая все неизвестные в равенствах (22) через 1 ,ia  можно заметить, что в качестве 1
ia  удоб-

но положить 4 2
1 2(25200 13020 688).ia r r= + +  Отсюда получим следующие выражения для коэф-

фициентов разностной схемы (20):
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2
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b r i r r i r i

−

= + + + −  

(23)

Таким образом, коэффициенты (23) обеспечивают разностной схеме (3) восьмой порядок ап-
проксимации на десятиточечном шаблоне.

Проводя полностью аналогичные рассуждения для построения разностной схемы четверто-
го порядка на шеститочечном шаблоне, можно получить следующие выражения для коэффици-
ентов схемы, зависящие от произвольного параметра 1 :ia

 

0 1 1

1 1 1

0 1 1

1 1 1

12 10 ,

6 ,
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6 .

i i

i i
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i i

ia a r a i
r

a a r a i
ib a r a i
r

b a r a i

= − − +

= +

= − −

= −  

(24)

Примечательно, что если в равенствах (24) положить 1
1 ,

12
ia

r
=  то получим известную двухслой-

ную разностную схему с весами на шеститочечном шаблоне. Данное замечание приведено для 
того, чтобы подчеркнуть – множество консервативных разностных схем четвертого порядка на 
шеститочечном шаблоне не описывается лишь известной схемой с весами, а содержит схемы 
и с другими соотношениями коэффициентов.

Эквивалентное представление разностной схемы на основе рекурсивных цифровых 
фильтров. В процессе применения разностной схемы (3) на десятиточечном шаблоне возникает 
симметричная пятидиагональная матрица. Существуют вариации метода прогонки для такой 
матрицы [8], однако соотношения (20), вообще говоря, не гарантируют выполнения необходи-
мых условий для вычислительной устойчивости метода прогонки. В связи с этим представим 
разностную схему в виде каскада фильтров более низких порядков и используем данное пред-
ставление для организации вычислений.

С точки зрения цифровых фильтров передаточная функция (18) соответствует всепропускаю-
щему фильтру четвертого порядка. Согласно следствию 2 и лемме 2, данный фильтр четвертого 
порядка можно представить в виде пары всепропускающих фильтров второго порядка, причем 
каждый из фильтров второго порядка является каскадом пары сопряженных всепропускающих 
фильтров первого порядка. Таким образом, верно равенство
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(25)

Для дальнейшего удобства сделаем некоторые замены переменных:

 

1 1
1

2 2
2

1 ,

1 .

q p
p

q p
p

= +

= +
 

(26)

Преобразуя выражение (25) и приравнивая соответствующие коэффициенты в выражениях (18) 
и (25), а также с учетом замен (26) и равенства H8(0) = 1, получим систему уравнений относи-
тельно q1 и q2:
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4 2( ) 2( ) 2 ,

4 2( ) 2 2 .
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 + − + ⋅ = −  

(27)

Разделив первое и второе уравнения системы (27) на третье уравнение, имеем

 

1
1 2

2

0
1 2

2

,

12 .

aq q
a

iraq q
ira

   
    
  

(28)

Следовательно, q1 и q2 являются корнями квадратного уравнения с комплексными коэффициен-
тами

 
1 02

2 2

12 0.a iraq q
a ira

− + − + = 
   

(29)

Решая уравнение (29), получим

 

22 2
1 1 2 0 2

1,2
2

48 4
.

2

a ia a a a a
rq
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± + − −
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(30)

Найдем значения p1 и p2 из системы (26):

 

2
1 1

1

2
2 2

2

4
,
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4
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q q
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q q
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± −
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± −
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(31)

Таким образом, с учетом леммы 1 равенства (31) и (30) позволяют представить разностную 
схему (3) на десятиточечном шаблоне в виде всепропускающего фильтра четвертого порядка 

с полюсами 1 2
1 2

1 1,  ,  ,  p p
p p

 и, соответственно, нулями 1 2
1 2

1 1,  ,  ,  .p p
p p

 В силу симметричности

всех систем уравнений в выражениях (30) и (31) для простоты можно зафиксировать один из 
знаков.

Для устойчивости рекурсивного цифрового фильтра необходимо и достаточно, чтобы его 
полюса лежали внутри единичного круга. Но в силу того, что полюса сопряженных фильтров 
первого порядка являются взаимообратными величинами, прямой ход будем реализовывать для 
фильтра с полюсом внутри единичного круга, а обратный – для полюса вне единичного кру-
га. Данный алгоритм прямого-обратного хода широко применяется в теории цифровых филь-
тров [7]. Также отметим, что из леммы 1 следует невозможность того, что полюс всепропускаю-
щего фильтра расположен на единичной окружности, так как в таком случае он будет совпадать 
с нулем фильтра, и рекурсивный фильтр выродится в константу.

В качестве любопытного факта заметим, что разностную схему на десятиточечном шаблоне 
можно рассматривать как «каскад» двух разностных схем на шеститочечном шаблоне. Данный 
процесс выглядит следующим образом: к известному временному слою применяется первая из 
разностных схем на шеститочечном шаблоне, и отсюда имеем некоторое прогнозное решение. 
Затем к этому прогнозному решению применяем вторую разностную схему, и полученное ре-
шение будем использовать в качестве решения на следующем временном слое. Эта процедура 
полностью аналогична известной схеме предиктор-корректор. Отметим, что данные разностные 
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схемы на шеститочечном шаблоне не обязаны иметь вид схемы с весами, а в общем виде описы-
ваются соотношениями (24).

Результаты численного моделирования. Исследуем возможность применения разностной 
схемы восьмого порядка для решения уравнения (1), (2) с начальным условием вида

 

2
 

20 ( ) .
x

u x e
−

=  (32)

Для начального условия (32) известно [9] аналитическое решение уравнения (1), (2):
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4 2
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1 4

x tx ti
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a
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t

 
 − + −
 + + 

=
+  

(33)

Сравним относительные погрешности приближенных решений уравнения (1), (2), (32), полу-
ченных с помощью разностной схемы четвертого порядка на шеститочечном шаблоне, разност-
ной схемы восьмого порядка на десятиточечном шаблоне, дискретного преобразования Фурье, 
с точным решением (33). Определим погрешность приближенного решения как

 

2

2

,
a l

a l

U U

U

−
δ =

 
(34)

где U – приближенное решение, Ua – точное решение (33) на сетке ωx в момент времени tf. 
Бу дем использовать следующие значения параметров: 40;  1;  0,5;  32 2 ; 1,5.j

fL t r N j= = = = ⋅ =  
Результаты численного моделирования приведены на рис. 1.

Данные результаты показывают превосходство схемы восьмого порядка над схемой четвер-
того порядка при решении линейного уравнения Шредингера, что полностью согласуется с те-
оретическими результатами. Полученная линейная зависимость в логарифмическом масштабе

h

δ

100

Схема 4-го порядка

Схема 8-го порядка

Схема Фурье

10–5

10–10

10–15

10–2 10–1 100

Рис. 1. Зависимости относительной погрешности численных решений линейного уравнения,  
полученных с помощью разностных схем четвертого и восьмого порядков,  

схемы Фурье, от размера шага по пространству

Fig. 1. Relative error dependences of the solutions of the linear equation obtained using  
the fourth- and eighth-order finite difference schemes and the Fourier method on the spatial step size
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соответствует восьмому порядку аппроксимации. Отметим также, что при определенном разме-
ре шага разностная схема восьмого порядка практически сравнивается по точности с методом 
Фурье. 

С точки зрения вычислительной сложности схема восьмого порядка уступает схеме четвер-
того порядка примерно в 2 раза, однако для достижения заданного уровня погрешности лучшие 
характеристики схемы восьмого порядка позволяют использовать более грубые размеры шага 
сетки по пространству и, следовательно, по эволюционной переменной. Несложно показать, что 

численное решение с помощью схемы четвертого порядка требует 34 fLt
rh

 операций сложения

и 36 fLt
rh

 операций умножения, с помощью схемы восьмого порядка – 38 fLt
rh

 и 
310 fLt

rh
 соответствен-

но. Отсюда следует, что увеличение шага по пространству в k раз для схемы восьмого порядка

позволяет сократить суммарное количество операций в 
35

9
k  раз. 

Решение линейного уравнения (1), (2) на практике является одним из этапов метода дробных 
шагов [10] для решения нелинейного уравнения Шредингера, которое моделирует многие фи-
зические процессы, например распространение оптических пучков [9]. При применении метода 
Фурье для решения линейной части метода дробных шагов возникают искусственные эффекты 
при переходе от дифференциальной задачи к дискретной [11]. Это приводит к падению точности 
численного решения нелинейного уравнения. Использование разностных схем для решения ли-
нейной части в некоторых случаях позволяет получить значительно лучшие результаты по срав-
нению с методом Фурье [12]. В связи с этим исследуем возможность применения схемы восьмого 
порядка при решении линейно части метода дробных шагов.

Рассмотрим нелинейное уравнение Шредингера с бикубической нелинейностью:

 

2
2

2 2 0,   [ , ]u ui u u x L L
t x

∂ ∂
+ + = ∈ −

∂ ∂  
(35)

с начальными и граничными условиями вида (2).
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Рис. 2. Зависимости относительной погрешности численных решений нелинейного уравнения, полученных 
с помощью разностных схем четвертого и восьмого порядков, схемы Фурье, от размера шага по пространству

Fig. 2. Relative error dependences of the solutions of the nonlinear equation obtained using  
the fourth- and eighth-order finite difference schemes and the Fourier method on the spatial step size
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Оценим эффективность разностных схем четвертого и восьмого порядков в сравнении 
с методом Фурье на примере моделирования двухсолитонных решений уравнения (35) методом 
дробных шагов. Двухсолитонное решение уравнения (35) имеет вид финитной, периодической 
по времени, бесконечно дифференцируемой функции [10]: 

 

cosh(3 ) 3exp(8 )cosh( )( , ) 4 .
cosh(4 ) 4cosh(2 ) 3cos(8 )

itx it xu t x e
x x t

+
=

+ +  
(36)

Будем использовать следующие значения параметров: 20;  1;  0,5;  32 2 ; 1,5.j
fL t r N j= = = = ⋅ =  

Результаты численного моделирования приведены на рис. 2.
Из рис. 2 видно, что схема восьмого порядка дает лучшие результаты при достаточно круп-

ных шагах сетки, но при уменьшении размера шага различия в точности всех методов нивели-
руются, а на определенных участках графика разностная схема четвертого порядка показывает 
даже лучшую точность. Близость погрешности всех методов можно объяснить тем, что с некото-
рого значения размера шага по пространству погрешность расщепления метода дробных шагов 
начинает доминировать над погрешностью решения линейной части метода. Данное обстоятель-
ство не позволяет рассматривать схему восьмого порядка в качестве замены известным методам 
для решения нелинейного уравнения Шредингера. 

Заключение. Представленные выше теоретические результаты показывают, что методы 
цифровой обработки сигналов могут быть успешно использованы для построения консерватив-
ных двухслойных разностных схем сколь угодно высоких порядков для решения линейного не-
стационарного уравнения Шредингера. В частности, были получены аналитические выражения 
для разностной схемы восьмого порядка. Также было показано, что представление разностных 
схем в виде каскада рекурсивных цифровых фильтров низких порядков позволяет организовать 
вычисления особым способом, который с точки зрения теории алгоритмической сложности пре-
восходит известный метод Фурье.

Что касается нелинейных уравнений Шредингера, установлено, что применение схем высо-
ких порядков не приводит к радикальному улучшению точности полученных решений. В связи 
с этим при решении нелинейного уравнения Шредингера рекомендуется использовать разност-
ные схемы более низких порядков, которые при меньшей вычислительной сложности дают срав-
нимые по точности результаты.

Для дальнейших исследований представляет интерес оптимизация параметров разностных 
схем высоких порядков. В работах [4–5, 12–14] было неоднократно показано, что схемы с более 
низким порядком аппроксимации способны давать более точные решения при оптимальном на-
боре своих параметров.
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МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ МАТРИЧНОЙ ПРОГОНКИ 

Аннотация. Тематика работы относится к области построения параллельных алгоритмов численного решения 
блочно-трехдиагональных систем линейных алгебраических уравнений. Такие системы часто возникают в прило-
жениях и для ряда задач требуют использования высокопроизводительных многоядерных вычислительных систем. 
Один из широко применяемых на практике подходов к решению блочно-трехдиагональных систем заключается в ис-
пользовании оригинальных алгоритмов параллельной матричной прогонки. В настоящей статье рассмотрен метод 
параллельной матричной прогонки, основанный на разбиении матрицы. Этот метод трехфазный: сначала исходная 
система разбивается на части и после независимых преобразований каждой из них составляется редуцированная 
блочно-трехдиагональная система, затем из этой системы находят несколько неизвестных каждой части уравнений, 
после чего независимо вычисляются остальные неизвестные каждой части. Предложена новая модификация метода; 
обосновано, что если для исходной системы уравнений справедливы известные (и часто выполненные на практике) 
условия устойчивости метода матричной прогонки, то вычисления разработанной модификации параллельной ма-
тричной прогонки являются устойчивыми. 

Ключевые слова: параллельные вычисления, матричная прогонка блочно-трехдиагональных линейных си-
стем, устойчивость параллельной матричной прогонки
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MODIFIED METHOD OF PARALLEL MATRIX SWEEP 

Abstract. The topic of this paper refers to efficient parallel solvers of block-tridiagonal linear systems of equations. Such 
systems occur in numerous modeling problems and require usage of high-performance multicore computation systems. One 
of the widely used methods for solving block-tridiagonal linear systems in parallel is the original block-tridiagonal sweep 
method. We consider the algorithm based on the partitioning idea. Firstly, the initial matrix is split into parts and transforma-
tions are applied to each part independently to obtain equations of a reduced block-tridiagonal system. Secondly, the reduced 
system is solved sequentially using the classic Thomas algorithm. Finally, all the parts are solved in parallel using the solu-
tions of a reduced system. We propose a modification of this method. It was justified that if known stability conditions for the 
matrix sweep method are satisfied, then the proposed modification is stable as well. 

Keywords: parallel computations, block-tridiagonal linear systems matrix sweep, stability of parallel matrix sweep
For citation. Zgirouski A. A., Likhoded N. A.  Modified method of parallel matrix sweep. Vestsі Natsyianal'nai akademіі 

navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physics 
and Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 4, pp. 425–434 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-2019-55-4-425-434

Введение. Численные методы решения уравнений в частных производных часто приводят 
к системам линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с блочно-трехдиагональными ма-
трицами. Одним из широко применяемых на практике для решения таких систем является ме-
тод матричной прогонки [1]. Размерность систем и их блочных коэффициентов для ряда задач 
не позволяет эффективно решать эти задачи с использованием последовательных алгоритмов. 
Актуальной становится разработка параллельных алгоритмов матричной прогонки для реализа-
ции на многоядерных вычислительных системах. 

Один подход к реализации матричной прогонки на параллельном компьютере – организо-
вать параллельное выполнение операций алгоритмов перемножения матриц и решения СЛАУ 
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(многократно используемых в матричной прогонке). Если матрицы-блоки плотные и достаточно 
большие, то такой параллелизм можно эффективно использовать.

Другой подход заключается в использовании специально построенных алгоритмов параллель-
ной матричной прогонки [2–6]. Эти алгоритмы обобщают на случай блочно-трехдиагональных 
матриц идеи скалярных алгоритмов параллельной матричной прогонки, основанных на разбиении 
матрицы [7, 8] или на циклической редукции [9]. На блочный случай обобщают скалярные алго-
ритмы параллельной матричной прогонки, хорошо зарекомендовавшие себя на практике. 

Целью настоящей работы является обобщение на блочный случай одного из таких парал-
лельных скалярных алгоритмов [10], основанного на разбиении матрицы. Методы, основанные 
на разбиении матрицы, являются трехфазными. На первой фазе исходная система разбивается 
на части и после независимых преобразований каждой из них составляется редуцированная си-
стема (блочно-трехдиагональная в блочном случае). На второй – из редуцированной системы 
находят несколько неизвестных каждой части уравнений. На третьей фазе независимо вычисля-
ются остальные неизвестные каждой части. В данной работе предложена новая модификация па-
раллельной матричной прогонки. Обосновано, что если для исходной системы уравнений спра-
ведливы известные (и часто выполненные на практике) условия устойчивости метода матричной 
прогонки, то вычисления разработанной модификации параллельной матричной прогонки явля-
ются устойчивыми. 

Матричная прогонка. Пусть A1,…,AN, B0,B1,…, BN–1, C0, C1,…,CN – M×M-матрицы, Y0,Y1,…,YN, 
F0,F1,…,FN – M-мерные векторы. Рассмотрим блочно-трехдиагональную систему линейных ал-
гебраических уравнений вида 

С0Y0 – B0Y1                                                 = F0,

–A1Y0 + С1Y1 – B1Y2                                         = F1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

–AiYi–1 + СiYi – BiYi+1                  = Fi,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
–ANYN–1 + СNYN = FN,

(1)

или, если записывать отдельно по уравнениям, 

С0Y0 – B0Y1 = F0,

 –AiYi–1 + СiYi – BiYi+1 = Fi,   i = 1,..., N–1, (1′)

–AiYN–1 + СNYN = FN.

Приведем формулы матричной прогонки для решения системы (1) (см., напр., [1]): 
– прямая прогонка – вычисление матриц αi и векторов βi по формулам

1 1
1 0 0 1 0 0,    ,C B C f− −α = β =

 αi+1 = (Сi – Aiαi)
–1Bi,  βi+1 = (Сi – Aiαi)

–1(Fi + Aiβi), i = 1,2,...,N – 1, (2)

βi+1 = (Сi – Aiαi)
–1(Fi + Aiβi);

– обратная прогонка – вычисление решения (вычисление векторов Yi) по формулам

 Yi = βi+1,   Yi = αi+1Yi+1 + βi+1,   i = N – 1,...,1,0. (3)

Говорят, что алгоритм метода матричной прогонки устойчив, если выполнено условие ||αi|| ≤ 1 
для i = 1,2,...,N (предполагается, что в M-мерном пространстве введена какая-либо норма). Имеет 
место следующее утверждение [1]: если Сi, i = 0,1,...,N, – невырожденные матрицы, а A1,…,AN, B0, 
B1,…,BN–1 – ненулевые матрицы и выполнены условия 

 
1 1 1,    1,2,..., 1,i i i iC A C B i N− −+ ≤ = −

 (4)



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2019. T. 55, № 4. С. 425–434 427

 
1 1

0 0 1,    1,N NC B C A− −≤ ≤
 (5)

причем хотя бы в одном из условий (4), (5) выполняется строгое неравенство, то алгоритм (2), (3) 
метода матричной прогонки корректен и устойчив. Под корректностью алгоритма понимается 
существование обратных матриц в формулах (2). 

Параллельная матричная прогонка, основанная на разбиении блочной трехдиагональ-
ной матрицы. Пусть дана система – вида (1). Разобьем систему, состоящую из N + 1 матрич-
но-векторных уравнений, на K частей, т. е. на K блоков уравнений, где K – параметр алгоритма. 
Для простоты изложения будем считать, что N + 1 нацело делится на K: 

1 ,N l
K
+

=

где l – целое число. В k-й блок уравнений, k = 0,1,…,K – 1, входят l матрично-векторных уравне-
ний, начиная с уравнения k · l и по уравнение (k + 1)l – 1 включительно. Обозначим sk = k · l через 
номер первого уравнения в k-м блоке, fk = (k + 1)l – 1 – номер последнего уравнения в k-м блоке. 
Заметим, что fk = sk + l – 1,  sk – 1 = fk–1,  sk+1 – 1 = fk. Идея алгоритма заключается в том, чтобы 
сначала найти граничные неизвестные. Тогда, решая параллельно (независимо друг от друга) 
блоки уравнений, можно найти оставшиеся неизвестные. 

Независимо решить блоки уравнений не представляется возможным, так как первое и по-
следнее уравнения каждого блока содержат переменные, которые входят в соседние блоки (бу-
дем называть такие переменные граничными). Известное решение проблемы состоит в том, что-
бы считать граничные неизвестные параметрами системы одного блока. А далее в каждом блоке 
параллельно применить метод матричной прогонки для системы с параметрами. Тогда можно 
выразить неизвестные исходные системы через значения граничных переменных. Кроме того, 
можно получить систему блочно-трехдиагональных уравнений относительно граничных не-
известных. Тогда, решив эту систему (последовательно или параллельно), можно параллельно 
и независимо найти значения неизвестных в каждом блоке.

Таким образом, алгоритм параллельной матричной прогонки состоит из трех фаз. В первой 
фазе для каждого из K блоков вычисляются коэффициенты матричной прогонки, полагая пере-
менные ksY  параметрическими. В результате прогонки для каждого неизвестного внутри блока 
получается выражение относительно граничных неизвестных, а также уравнение, относительно 
самих граничных неизвестных. Эти уравнения образуют редуцированную блочно-трехдиаго-
нальную систему. Во второй фазе указанная система решается последовательным алгоритмом 
матричной прогонки. После чего в третьей фазе, используя найденные в первой фазе неизвест-
ные и коэффициенты прогонки, независимо вычисляются неизвестные каждого блока.

Модифицированная параллельная матричная прогонка. Отличием предлагаемой моди-
фицированной версии от известного параллельного алгоритма матричной прогонки является 
отсутствие необходимости хранить после первой фазы для каждого из K блоков новые блочные 
коэффициенты прогонки для каждого неизвестного. 

Пусть произведено разбиение системы вида (1) на K блоков уравнений. В каждом из блоков, 
кроме нулевого, в первом уравнении есть ненулевые, вообще говоря, коэффициенты при неиз-
вестных с индексами sk – 1 и sk; эти же неизвестные входят также в уравнения предыдущего 
блока. Кроме того, в каждом блоке, кроме (K–1)-го, в последнем уравнении есть ненулевые ко-
эффициенты при неизвестных с индексами sk + l – 1 и sk + l, которые входят также в уравнения 
следующего блока. Это не позволяет решать блоки уравнений независимо. 

Неизвестные с индексами sk – 1, sk и sk + l – 1, sk + l являются граничными. Всего имеется 
2K граничных неизвестных. Рассмотрим способ получения редуцированной системы, в которую 
войдут 2K уравнений относительно граничных неизвестных. Для этого в каждом блоке первое 
уравнение относительно неизвестных с индексами sk – 1, sk, sk + 1 сведем строчными преобра-
зованиями к уравнению относительно граничных неизвестных с индексами sk – 1, sk, sk + l – 1, 
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Схематичное изображение ненулевых блоков матрицы системы уравнений после получения  
верхних и нижних уравнений; указаны индексы граничных неизвестных k-го блока уравнений 

A schematic representation of non-zero blocks of the matrix of the system of equations after obtaining  
the lower and upper equations; the indexes of the boundary variables of the kth block are indicated

а последнее уравнение относительно неизвестных с индексами sk + l – 2, sk + l – 1, sk + l сведем 
к уравнению относительно граничных неизвестных sk, sk + l – 1, sk + l. 

Полученное после преобразований уравнение относительно неизвестных с индексами sk – 1, 
sk, sk + l – 1 назовем верхним; уравнение относительно неизвестных sk, sk + l – 1, sk + l назовем 
нижним. На рисунке указаны коэффициенты при граничных неизвестных верхних и нижних 
уравнений. 

Полученная редуцированная система является трехдиагональной. В самом деле, обозначим 
Z2k–1 = Ykl–1, Z2k = Ykl. Тогда, с учетом sk = k · l, верхние уравнения блоков относительно неизвест-
ных Ysk–1, 1,   k ks s lY Y + −  станут уравнениями относительно Z2k–1, Z2k, Z2k+1, а нижние уравнения 
относительно 1,   ,k k ks s l s lY Y Y    – уравнениями относительно Z2k, Z2k+1, Z2k+2. 

Отметим, что после подстановки граничных неизвестных каждый блок уравнений становит-
ся независимой трехдиагональной системой l – 2 уравнений относительно l – 2 неизвестных.

Рассмотрим подробно первую фазу. Сначала исследуем процесс получения нижних уравне-
ний в k-м блоке уравнений. Текущие коэффициенты-блоки будем хранить в массивах LA, LC, LB, 
LF. Получим уравнение относительно неизвестных с индексами sk, sk + l – 1, sk + l. Для этого 
понадобится l – 2 шага: преобразовать потребуется все, начиная с третьего уравнения блока. 
Пронумеруем эти шаги числами с sk + 2 по fk (т. е. с k · l + 2 по k · l + l – 1). 

Второе уравнение в блоке имеет ненулевые коэффициенты при неизвестных с индексами sk, 
sk + 1, sk + 2. Оно не преобразуется, но в преобразованиях участвует. На шаге r, r = sk + 2,…,fk, 
будем преобразовывать уравнение относительно неизвестных с индексами sk, r, r + 1. Запишем 
коэффициенты-блоки уже преобразованного на предыдущем шаге и этого уравнения: 

0 ... 0 0 .
0 0 ...

 . .   
0

 .
A C B F

r r r r

L L L L
A C B F− −

При начальном значении r = sk + 2 записываются второе и третье уравнения в блоке, причем 

1 1 1 1,   ,   ,   .k k k k
A C B F

s s s sL A L C L B L F+ + + += − = = − =

Выполним преобразования, приводящие во втором уравнении к неизвестным с индексами sk, 
r + 1, r + 2. Сначала умножим первую строку слева на 1( ) :C

rA L −
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1 1 1( ) 0 ... 0 ( ) 0 ( ) .
0 0 ..

  ...  
. 0

 
C A C B C F

r r r r

r r r r

A L L A A L L A L L
A C B F

− − −

− −

Затем прибавим ко второй строке первую строку: 

1 1 1

1 1 1

( ) 0 ... 0 ( ) 0 ( )
.  

( ) 0 ... 0 0 ( ) ( )
...   

C A C B C F
r r r r

C A C B C F
r r r r r r

A L L A A L L A L L

A L L C A L L B F A L L

− − −

− − −+ − +

Второе уравнение имеет ненулевые коэффициенты при неизвестных с индексами sk, r + 1, r + 2. 
После шага r = fk последнее уравнение в блоке становится уравнением относительно неиз-

вестных с индексами sk, sk + l – 1, sk + l.
Теперь рассмотрим процесс получения верхних уравнений в k-м блоке. Текущие коэффици-

енты-блоки будем хранить в массивах UA, UC, UB, UF. Для получения уравнения относительно 
неизвестных с индексами sk – 1, sk, sk + l – 1 нужно l – 2 шага: преобразовать потребуется все, 
начиная с третьего снизу и заканчивая первым уравнением блока. 

Предпоследнее уравнение в блоке имеет ненулевые коэффициенты при неизвестных с ин-
дексами sk + l – 3, sk + l – 2, sk + l – 1. Оно не преобразуется, но в преобразованиях участвует. На 
шаге r, r = fk – 2, fk – 3,…,sk, имеется уравнение относительно неизвестных с индексами r – 1, r, 
sk + l – 1. Запишем коэффициенты-блоки уже преобразованного на предыдущем шаге и этого 
уравнения: 

0 ..
...

. 0 0
   .

0 .
 

0 .. 0
r r r r

A C B F

A C B F

U U U U

− −

При начальном значении r = fk – 1 записываются предпоследнее и третье снизу уравнения 
в блоке, в которых полагается 

1 1 1 1,   ,   ,   .k k k k
A C B F

f f f fU A U C U B U F− − − −= − = = − =

Выполним преобразования, приводящие в первом уравнении к неизвестным с индексами r – 2,  
r – 1, sk + l – 1. Умножим вторую строку слева на 1( ) ,C

rB U −  а затем прибавим к первой строке 
вторую: 

1 1 1

1 1 1

( ) 0 0 ... 0 ( ) ( )
.

0 ( ) 0 ... 0 ( ) ( )
...     

C A C B C F
r r r r r r r r r

C A C B C F
r r r r r r r

A C B B U U B B U U F B B U U

B B U U B B B U U B B U U

− − −

− − −

− + +

Первое уравнение имеет ненулевые коэффициенты при неизвестных с индексами r – 2, r – 1, 
sk + l – 1. 

После всех преобразований в k-м блоке получены 2 уравнения для редуцированной системы: 

2 1 2 2 1 ,A C B F
k k kU Z U Z U Z U− ++ + =  

2 2 1 2 2 .A C B F
k k kL Z L Z L Z L+ ++ + =  

Здесь для нулевого блока отсутствует слагаемое с UA, для (K–1)-го блока отсутствует слагае-
мое с LB, для всех блоков ,   .k k

B A
f sL B U A= − = −

Таким образом, получение коэффициентов редуцированной системы уравнений можно пред-
ставить следующим алгоритмом:

dopar  k = 0, K – 1 
     sk = k · l,  fk = (k + 1)l – 1 
     \\ Получение коэффициентов нижних уравнений: 
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     1 1 1 1,   ,   ,   k k k k
A C B F

s s s sL A L C L B L F+ + + += − = = − =  
     do  r = sk + 2, fk

          
1( )A C

rT A L −=  
          A A AL T L=  

          
C A B

rL C T L= +  
          B

rL B= −  \\ LB – нулевая матрица при r = K · l – 1
          F A F

rL F T L= +  
     enddo

     ,   ,   ,   A A C C B B F F
k k k kL L L L L L L L= = = =  

     \\ Получение коэффициентов верхних уравнений: 
     1 1 1 1,   ,   ,   k k k k

A C B F
f f f fU A U C U B U F− − − −= − = = − =  

     do  r = fk – 2, sk \\ Цикл с шагом –1 

          
1( )B C

rT B U −=  
          A

rU A= −  \\ UA – нулевая матрица при r = 0

          
C B A

r rU C T U= +  

          
B B BU T U=  

          F B F
rU F T U= +  

     enddo 
     ,   ,   ,   A A B B C C F F

k k k kU U U U U U U U= = = =  
enddopar 
Заметим, что в силу блочно-трехдиагональной структуры исходной системы первый блоч-

ный коэффициент первого уравнения A0 и последний блочный коэффициент последнего уравне-
ния BN отсутствуют. Аналогично для редуцированной системы отсутствуют первый и послед-
ний блочные коэффициенты 0

AU  и 1.B
KL −  При программной реализации удобно хранить произ-

вольные, например нулевые, значения.
На этапе второй фазы решается полученная относительно Z0, Z1,…,Z2K–1 блочно-трехдиаго-

нальная система алгоритмом правой матричной прогонки. 
На третьей фазе алгоритма для каждого блока уравнений k, k = 0,1,…,K – 1, после второй фа-

зы найдены граничные неизвестные: 

1 2 –1 2 –1 2 1 2 2,   ,   ,   .k k k ks k s k s l k s l kY Z Y Z Y Z Y Z− + + + += = = =  

Эти неизвестные входят в первое, второе, предпоследнее и последнее уравнения каждого 
блока. 

Из первого уравнения можно найти неизвестный вектор 1,ksY +  так как уже найдены неиз-
вестные 1ksY −  и .ksY

Перенесем во втором уравнении блока (это уравнение с номером sk + 1 исходной системы) из-
вестное произведение 1( )kks sYA +−  в правую часть. Перенесем также в предпоследнем уравнении 
блока (это уравнение с номером fk – 1) в правую часть известное произведение 1( ).kk ff YB −−  Эту 
систему относительно неизвестных 1 2 2 2 1, ,...,   ( )k k k k ks s s l s l fY Y Y Y Y+ + + − + − −=  можно решить неза-
висимо для каждого из блоков уравнений алгоритмом правой матричной прогонки.

Устойчивость модифицированной параллельной матричной прогонки. На второй и тре-
тьей фазах алгоритма выполняется правая матричная прогонка. Если для исходной блочно-трех-
диагональной системы выполнены условия устойчивости метода матричной прогонки (4), (5), 
то они выполняются и для каждой из систем в третьей фазе, так как коэффициенты систем есть 
коэффициенты исходной системы. Оказывается, аналогичное утверждение справедливо и для 
второй фазы алгоритма. Предполагается неравенство нулю матриц, встречающихся при выпол-
нении первой фазы алгоритма и, где необходимо, существование обратных матриц.
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Те о р е м а. Если для исходной блочно-трехдиагональной системы выполнены условия устой-
чивости метода матричной прогонки (4), (5), то они выполняются и для редуцированной системы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем любой блок уравнений и применим метод математиче-
ской индукции. Сначала рассмотрим процесс получения коэффициентов нижнего редуцирован-
ного уравнения. 

Пусть на какой-либо итерации первой фазы алгоритма коэффициенты LA, LC, LB (в итоге вхо-
дящие в редуцированную систему) удовлетворяют условию 

 
1 1( ) ( ) 1,C A C BL L L L− −+ ≤

 
(6)

причем хотя бы для одного из блоков неравенство (6) является строгим. Для (K – 1)-го блока от-
сутствует слагаемое с LB. Для начальной итерации неравенство (6) справедливо, так как в этом 
случае LA, LC, LB есть коэффициенты исходной системы. 

На каждой из fk – sk – 1 итераций r происходит вычисление новых значений коэффициентов 
LA, LC, LB по формулам 

1 1( ) ,   ( ) ,   .
A C BC A C B

r r r rL A L L L C A L L L B− −= = + = −

Требуется показать справедливость неравенства (строгого хотя бы для одного из блоков) 

1 1( ) ( ) 1.
C A C B

L L L L− −+ ≤

Имеем

( ) ( )1 11 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
C A C B C B C A C B

r r r r r rL L L L C A L L A L L C A L L B
− −− − − − −+ = + + + =

( ) ( )1 11 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )C B C A C B
r r r r r r r rE C A L L C A L L E C A L L C B

− −− − − − − − −= + + + ≤

( ) ( )1 11 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )C B C A C B
r r r r r r r rE C A L L C A L L E C A L L C B

− −− − − − − − −≤ + + + =

   11 1 1 1 1( ) ( ) ,C B C A
r r r r r rE C A L L C A L L C B

      

где E – единичная матрица. Таким образом, 

 
( ) ( )11 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) .

C A C B C B C A
r r r r r rL L L L E C A L L C A L L C B

−− − − − − − −+ ≤ + +
 

(7)

Воспользуемся известным утверждением: если для квадратной матрицы S имеет место оцен-
ка ||S|| < l, то существует обратная к Е – S матрица, причем ||(Е – S)–1|| ≤ 1/(1 –||S||). Положим 

1 1( ) .C B
r rS C A L L− −= −

Тогда с учетом неравенств (4), (6) и неравенства нулю матрицы 1( )C AL L−  получим

( )1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) 1 ( ) ,C B C B C A
r r r r r rS C A L L C A L L C A L L− − − − − −≤ ≤ − <= −

    11 1
1

–1
1

1 1( )
1 1 ( )

– C B
r r C B

r r
E CЕ A L L

S C
S

A L L
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( )1 1

1 ,
1 1 ( )C A

r rC A L L− −
≤

− −

причем последнее неравенство строгое, если строгим является неравенство (6). Следовательно, 

( ) 11 1
1 1 1 1 1 1

1 1( ) .
1 ( ) ( )

C B
r r C A C A

r r r r r r r r
E C A L L

C A C A L L C B C A L L

−− −
− − − − − −

+ ≤ ≤
− + +

Вернемся к неравенству (7): 

( )1 1 1 1 1
1 1 1

1( ) ( ) ( ) 1.
( )

C A C B C A
r r r rC A

r r r r
L L L L C A L L C B

C B C A L L
− − − − −

− − −
+ ≤ + =

+

Здесь неравенство строгое, если строгим является неравенство (6).
По аналогии со случаем получения коэффициентов нижнего редуцированного уравнения 

рассмотрим основные этапы доказательства для случая коэффициентов верхнего уравнения. 
Пусть справедливо неравенство 

1 1( ) ( ) 1C A C BU U U U− −+ ≤

и новые значения коэффициентов вычисляются по формулам 

1 1,   ( ) ,   ( ) .
A C BC A C B

r r r rU A U C B U U U B U U− −= − = + =

Имеем:

( ) ( )1 11 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )C A C B C A C A C B
r r r r r rU U U U C B U U A C B U U B U U

− −− − − − −+ = + + + ≤

( ) ( )1 11 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )C A C A C B
r r r r r r r rE C B U U C A E C B U U C B U U

− −− − − − − − −≤ + + + ≤

( ) ( )11 1 1 1 1( ) ( ) .C A C B
r r r r r rE C B U U C A C B U U

−− − − − −≤ + +

Положим 1 1( ) ,C A
r rS C B U U− −= −  тогда

( )1 1 1 1( ) 1 ( ) 1,C A C B
r r r rS C B U U C B U U− − − −≤ ≤ − ≤

     
1

1 1
–1 11 1 1( )

1 1 1 ( )
– C A

r r C B
r r

E C B U U
S C B U

Е
U

S
 

 
    

  

1 1 1
1 ,

( )C B
r r r rC A C B U U− − −

≤
+

( )

11 1
1 1 1

1 1 1

1( ) ( )
( )

( ) 1.

C A C A B
C B

r r r r

C B
r r r r

U U U U U
C A C B U U

C A C B U U

−− −
− − −

− − −

+ ≤ ×
+

× + =

Теорема доказана. 
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На первой фазе алгоритма выполняются вычисления типа исключений Гаусса, в которых 
в качестве «ведущих элементов» берутся матрицы UC, LC. Вследствие этого для устойчивости 
вычислений первой фазы важно, чтобы норма матрицы LC превосходила нормы матриц LA и LB, 
а норма матрицы UC превосходила нормы матриц UA и UB. Справедливо следующее утверждение. 

С л е д с т в и е. Если для исходной блочно-трехдиагональной системы выполнены условия 
устойчивости метода матричной прогонки (4), (5), то на любой итерации r первой фазы имеет 
место 

,    .C A B C A BU U U L L L≥ + ≥ +

Действительно, рассмотрим, например, случай нижних уравнений. Так как 

1 1( ) ( ) 1,C A C BL L L L− −+ ≤

то после умножения левой и правой частей этого неравенства на ||LС|| и использования свойства 
мультипликативности матричной нормы (||A × B|| ≤ ||A|| × ||B||) получим 

( ) 11( ) ,C C A C C B CL L L L L L L
−− + ≤

1 1( ) ( ) ,C C A C C B CL L L L L L L− −+ ≤

.A B CL L L+ ≤

Таким образом, нами разработан и исследован с точки зрения устойчивости новый вариант 
метода параллельной матричной прогонки для решения систем линейных алгебраических урав-
нений с блочно-трехдиагональными матрицами. 

Благодарности. Работа выполнена в рамках госу-
дарственной программы научных исследований Рес-
публики Беларусь «Конвергенция-2020», подпрограмма 
«Методы математического моделирования сложных си-
стем».

Acknowledgments. The prepared study was sponsored 
by the Government Program of Scientific Research of the 
Republic of Belarus "Convergence-2020", the subprogram 
"Methods of Mathematical Modeling of Complex Systems".

Список использованных источников

1. Самарский, А. А. Методы решения сеточных уравнений / А. А. Самарский, Е. С. Николаев. – М.: Наука, 1978. – 592 с.
2. Heller, D. Some aspects of the cyclic reduction algorithm for block tridiagonal linear systems / D. Heller // SIAM J. 

Numer. Anal. – 1976. – Vol. 13, №. 4. – P. 484–496. https://doi.org/10.1137/0713042
3. Акимова, Е. Н. Распараллеливание алгоритма матричной прогонки / Е. Н. Акимова // Математическое модели-

рование. – 1994. – Т. 6, № 9. – С. 61–67.
4. Акимова, Е. Н. Параллельные алгоритмы решения СЛАУ с блочно-трехдиагональными матрицами на много-

процессорных вычислителях / Е. Н. Акимова, Д. В. Белоусов // Вестн. УГАТУ. – 2011. – Т. 15, № 5. – С. 87–93.
5. BCYCLIC: A parallel block tridiagonal matrix cyclic solver / S. P. Hirshman [et al.] // J. Comput. Phys. – 2010. – 

Vol. 229, №. 18. – P. 6392–6404. https://doi.org/10.1016/j.jcp.2010.04.049
6. Davina, A. Lamas. MPI-CUDA parallel linear solvers for block-tridiagonal matrices in the context of SLEPc’seigensolvers/ 

A. Lamas Davina, J. E. Roman // Parallel Comput. – 2018. – Vol. 74. – P. 118–135. https://doi.org/10.1016/j.parco.2017.11.006
7. Об организации параллельных вычислений и «распараллеливании» прогонки / Н. Н. Яненко [и др.] // Чис-

ленные методы механики сплошной среды. – 1978. – Т. 9, № 7. – С. 139–146.
8. Wang, H. H. A parallel method for tridiagonal equations / H. H. Wang / ACM Trans. Math.Software. – 1981. – Vol. 7, 

№ 2. – P. 170–183. https://doi.org/10.1145/355945.355947
9. Buzbee, B. L. On direct methods for solving Poisson’s equations / B. L. Buzbee, G. H. Golub, C. W. Nielson // SIAM J. 

Numer. Anal. – 1970. – Vol. 7, №. 4. – P. 627–656. https://doi.org/10.1137/0707049
10. Austin, T. M. A memory efficient parallel tridiagonal solver: Preprint LA-VR-03-4149 / T. M. Austin, M. Berndt, 

J. D. Moulton. – 2004. – 13 p. 



434  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 4, рр. 425–434

References

1. Samarskii A. A., Nikolaev E. S. Numerical Methods for Grid Equations. Vol. 1. Direct Methods. Birkhauser Verlag, 
1989. 242 p.

2. Heller D. Some aspects of the cyclic reduction algorithm for block tridiagonal linear systems. SIAM Journal on 
Numerical Analysis. 1976, vol. 13, no. 4, pp. 484–496. https://doi.org/10.1137/0713042

3. Akimova E. N. Parallelization of the matrix sweep algorithm. Matematicheskoe modelirovanie = Mathematical 
Models, 1994, vol. 6, no. 9, pp. 61–67 (in Russian).

4. Akimova E. N, Belousov D. V. Parallel algorithms for solving the systems of equations with block-three-diagonal 
matrices on multiprocessors computer systems. Vestnik UGATU [Scientific Journal of Ufa State Aviation Technical 
University], 2011 vol. 15, no. 5, pp. 87–93 (in Russian).

5. Hirshman S. P., Perumalla K. S., Lynch V. E., Sanchez R. BCYCLIC: A parallel block tridiagonal matrix cyclic solver. 
Journal of Computational Physics, 2010, vol. 229, no. 18, pp. 6392–6404. https://doi.org/10.1016/j.jcp.2010.04.049

6. Davina A. Lamas, Roman J. E. MPI-CUDA parallel linear solvers for block-tridiagonal matrices in the context of 
SLEPc’seigensolvers. Parallel Computing, 2018, vol. 74, pp. 118–135. https://doi.org/10.1016/j.parco.2017.11.006

7. Yanenko N. N., Konovalov A. N., Bugrov A. N., Shustov G. V. Organization of Parallel Computing and the Thomas 
Algorithm Parallelization. Chislennye metody mekhaniki sploshnoi sredy [Numerical Methods in Continuum Mechanics], 
1978, vol. 9, no. 7, pp. 139–146 (in Russian).

8. Wang H. H. A parallel method for tridiagonal equations. ACM Transactions on Mathematical Software, 1981, vol. 7, 
no. 2, pp. 170–183. https://doi.org/10.1145/355945.355947

9. Buzbee B. L., Golub G. H., Nielson C. W. On direct methods for solving Poisson’s equations. SIAM Journal on 
Numerical Analysis, 1970, vol. 7, no. 4, pp. 627–656. https://doi.org/10.1137/0707049

10. Austin T. M., Berndt M., Moulton J. D. A memory efficient parallel tridiagonal solver. Preprint LA-VR-03-4149, 
2004. 13 p.

Информация об авторах

Згировский Андрей Александрович – магистрант 
факультета прикладной математики и информатики, 
Белорусский государственный университет (пр. Неза-
висимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь). 
E-mail: zgirovskya@gmail.com

Лиходед Николай Александрович – доктор физи-
ко-математических наук, профессор кафедры вычисли-
тельной математики факультета прикладной математики 
и информатики, Белорусский государственный универ-
ситет (пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Рес пуб-
лика Беларусь). E-mail: likhoded@bsu.by

Information about the authors

Andrei A. Zgirouski – Undergraduate, Belarusian State 
University (4, Nezavisimosti Ave., 220030, Minsk, Republic 
of Belarus). E-mail: zgirovskya@gmail.com

Nikolai A. Likhoded – Dr. Sc. (Physics and Mathe-
matics), Belarusian State University (4, Nezavisimosti Ave., 
220030, Minsk, Republic of Belarus). E-mail: likhoded@
bsu.by



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2019. T. 55, № 4. С. 435–444 435

ISSN 1561-2430 (Print)
ISSN 2524-2415 (Online)
УДК 519.6,537.533.7,621.3.032.26 Поступила в редакцию 18.02.2019
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2019-55-4-435-444 Received 18.02.2019

А. М. Крот1, О. Н. Петрович2, И. С. Русецкий21

1Объединеный институт проблем информатики  
Национальной академии наук Беларуси, Минск, Беларусь 

2Полоцкий государственный университет, Новополоцк, Беларусь

АЛГОРИТМ РАСЧЕТА ТРАЕКТОРИЙ ЭЛЕКТРОНОВ 
В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ И МАГНИТОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЯХ  

ЭЛЕКТРОННО-ОПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Аннотация. Предложен алгоритм численного расчета траекторий электронов, эмитированных плазмой, в слу-
чае движения пучка в аксиально-симметричных электростатическом и магнитостатическом полях. Данный алго-
ритм основан на технологии дискретизации пучка заряженных частиц токовыми трубками и методе декомпозиции 
расчетной области. Моделирование полей и численное решение уравнений движения частиц осуществляются с при-
менением квазиструктурированных сеток.

Ключевые слова: деформируемые трубки тока, электронно-оптические системы, декомпозиция расчетной об-
ласти, квазиструктурированные сетки, нелинейные самосогласованные задачи, движение электронных пучков, ак-
сиально-симметричные электростатическое и магнитостатическое поля
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CALCULATION ALGORITHM OF THE TRAJECTORIES OF ELECTRONS IN ELECTROSTATIC AND 
MAGNETOSTATIC FIELDS OF ELECTRON-OPTICAL SYSTEMS

Abstract. An algorithm for numerical calculation of the trajectories of electrons emitted by plasma in the electron beam 
moving in axially symmetric electrostatic and magnetostatic fields is proposed. This algorithm is based on the technology 
of charged particle beam discretization by current tubes and the decomposition method of the computational domain. Field 
simulation and numerical solution of equations for particle motion are carried out with the use of quasi-structured grids.

Keywords: deformable current tubes, electron-optical systems, decomposition of the computational domain, quasi-
structured grids, nonlinear self-consistent problems, electron beam motion, axially symmetric electrostatic and magnetostatic 
fields
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static and magnetostatic fields of electron-optical systems. Vestsі Natsyianal'nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-ma-
tematychnykh navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 2019, 
vol. 55, no. 4, pp. 435–444 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-2019-55-4-435-444

Введение. Моделирование формирования электронно-оптическими системами (ЭОС) интен-
сивных пучков и описание потока электронов в устройствах плазменной эмиссионной электро-
ники требует развития методов расчета движения заряженных частиц в электромагнитных по-
лях и нахождения объемного заряда пучка. 

В работе [1] приведено сравнение современных пакетов программ для численного модели-
рования плазменных эмиссионных систем: PBGUNS [2, 3], KOBRA-3 [4, 5], POISSON-2 [6, 7], 
ELIS [8]. Вычислительные коды PBGUNS, POISSON-2 и ELIS предназначены для расчетов дву-
мерных задач формирования и транспортировки пучков заряженных частиц в системах с плаз-
менным эмиттером. Код KOBRA-3 позволяет моделировать трехмерные задачи сильноточной 
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электронной и ионной оптики. Расчет электростатических полей в пакетах PBGUNS, KOBRA-3 
и ELIS основан на методе конечных разностей для уравнения Пуассона, в пакете POISSON-2 
используется метод интегральных уравнений с вычислением потенциала и компонент напря-
женности поля через поверхностную и объемную плотность зарядов. В программных продуктах 
PBGUNS, KOBRA-3, POISSON-2 возможен учет магнитостатического поля.

В программных кодах PBGUNS, KOBRA-3, POISSON-2 для описания потока заряженных ча-
стиц используется дискретная модель недеформируемых токовых трубок, толщина которых до-
статочно мала, чтобы трубку можно было задать центральной траекторией. В этом случае плот-
ность тока по сечению такой трубки остается постоянной. 

Методом описания движения электронного потока в пакете ELIS служит подход, основан-
ный на применении деформируемых трубок тока [9]. Вместо последовательности частиц, выле-
тающих одна за другой из данной точки эмиттера в разные моменты времени, рассматривается 
траектория одной частицы, которая представляет собой граничную траекторию трубки тока. 
Поверхность эмиттера разбивается на слои, для которых рассчитываются граничные траекто-
рии. Частицы потока, вылетевшие с внутренних точек каждого слоя эмиттера, при движении за-
полняют пространство между граничными траекториями, образуя тем самым деформируемую 
трубку тока. Поперечное сечение такой токовой трубки изменяется вследствие расхождения или 
сближения граничных траекторий, и плотность тока такой трубки изменяется по ее сечению.

Указанный подход в пакете ELIS был изначально разработан для расчета траекторий элек-
тронов, движущихся в электростатическом поле. В рамках данной статьи предложен алгоритм 
расчета траекторий электронов, эмитированных плазмой, в совмещенных аксиально-симме-
тричных электро- и магнитостатическом полях. Разработанный алгоритм, с целью построения 
эффективных численных методов описания потока заряженных частиц, основан на технологии 
декомпозиции расчетной области, в соответствии с которой моделирование полей и численное ре-
шение уравнений движения частиц проводится на квазиструктурированных сетках [10]. 

Уравнение траектории заряженной частицы в аксиально-симметричных электростатиче-
ском и магнитостатическом полях систем формирования электронного потока. Основу метода 
описания потока заряженных частиц токовыми трубками составляет уравнение движения частицы, 
которое в статических полях принимает вид [11]

 
( )0 0 grad ,dvm q v B

dt
 = − ϕ − × 







 
(1)

и энергетическое уравнение

 

2 2
0 0

0
(0) ( (0)),

2 2
m v m v q− = − ϕ −ϕ
 

 
(2)

где φ – скалярный потенциал электромагнитного поля, B


 – вектор магнитной индукции, m0 – 
масса частицы, q0 – заряд частицы (например, q0 = –e – заряд электрона), v  – скорость частицы,  

(0)v  – начальная скорость вылета заряженных частиц (электронов) из плазмы с потенциалом 
(0) .plϕ = ϕ

Вектор магнитной индукции B


 может быть представлен через векторный потенциал элек-
тромагнитного поля A



 [12]:

 rot .B A=


 (3)

Уравнения (1), (2) являются базовыми для расчета траекторий движения частиц (электронов 
и ионов) в статических электромагнитных полях. При условии достаточной сплошности потока [13] 
заряженных частиц к ним добавляется уравнение непрерывности, записанное в интегральной 
форме:

 0,jdS 


  (4)
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где j v= ρ


  – плотность потока заряженных частиц (тока электронного или ионного пучка) в по-
перечном сечении площадью S, ρ – плотность заряда частиц, v  – скорость заряженных частиц 
в заданной точке расчетной области.

При формировании пучков заряженных частиц в аксиально-симметричных электромагнит-
ных полях, когда ( , )r zϕ = ϕ  и ( , ),A A r z=

 

 азимутальные компоненты напряженности поля E


 
и вектора магнитной индукции B



 равны нулю: grad 0,   rot 0.E B Aε ε ε ε= − ϕ = = =


 Таким обра-
зом, векторный потенциал задается исключительно азимутальной составляющей Aε, а вектор магнит-
ной индукции в цилиндрической системе координат ( , , )r r z= ε

  определяется только радиальной Br 
и осевой Bz компонентами в соответствии с формулами [13]:

 
1rot ;z

r r
A A AB A

r z z
ε ε∂ ∂ ∂

= = − = −
∂ε ∂ ∂



 
(5а)

 

1 ( ) 1 ( )rot .r
z z

rA A rAB A
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ε ε∂ ∂ ∂ = = − = ∂ ∂ε ∂ 
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Уравнение (1) в цилиндрической системе координат для заряженной частицы, движущейся со 
скоростью ( , , ),v r r z= ε



   можно представить в виде системы
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0 0 0
( , ) ;z
r zm r m r q r B
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∂ϕ = ε − − ε ∂ 
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dm r q zB rB
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ε = − 
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( , ) .r
r zm z q r B
z

∂ϕ = − + ε ∂ 


 
(6в)

Подставляя (5а) и (5б) в формулу (6б) и интегрируя, получим закон сохранения азимутально-
го обобщенного импульса [14]:

 0
2 2

0 0 0 0 0( ) ( ).m r r q rA r Aε εε − ε = − −   (7)

Согласно (3) вектор магнитной индукции B


 подчиняется дополнительному условию

 rot 0,B A= =


div div  (8)

что позволяет выявить функцию тока ψ(r,z), связанную с проекциями векторного потенциала на 
оси цилиндрических координат соотношениями

 
1 1,   .r zB B
r z r r

∂ψ ∂ψ
= − =

∂ ∂  
(9)

Полагая ψ = 0 на оси Oz, с учетом (9) находим величину магнитного потока сквозь ортого-
нальное к оси Oz сечение, ограниченное окружностью заданного радиуса r:

 0 0

12 2 2 ( ).
r r

zB rdr rdr r
r r

∂ψ
Ψ = ⋅ π = π ⋅ = πψ

∂∫ ∫
 

(10)

Как известно [13], функцию тока можно рассматривать как одну из составляющих векторно-
го потенциала ,A



 что позволяет выразить азимутальную составляющую векторного потенциа-
ла Aε через магнитный поток Ψ:

 
.

2
A

rε
Ψ

=
π  

(11)
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С учетом (11) уравнение (7) можно представить в форме интеграла движения

 
02 2

0 0 0 0( ) ( ).
2
qm r rε − ε = − Ψ − Ψ
π

 

 
(12)

Полагая, что начальное значение азимутальной угловой скорости электронов, эмитированных 
плазмой, равно нулю 0 0,ε =  запишем уравнение (12) в следующей форме:

 

0 0
2

0
.

2
q
m r

Ψ − Ψ
ε = −

π


 
(13)

Подставляя формулы (5б), (11) и (13) в уравнение (6а) и аналогично – формулы (5а), (11) и (13) 
в (6в), получаем

 

2 2
0 0
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( , ) ( ) ;
8

r z qm r q
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(15)

Введем эквивалентный потенциал Φ [15]:

 

2
0 0

2 2
0

( )( , )
8

qr z
m r

 
   

  
(16)

и преобразуем уравнения движения (14), (15) к простому виду:

 
0 0 ;m r q

r
∂Φ

= −
∂



 
(17а)

 
0 0 .m z q

z
∂Φ

= −
∂



 
(17б)

Уравнение траектории заряженной частицы (в частности, электрона) в меридианной (ме-
ридиональной) плоскости rz находим путем исключения времени из уравнений движения (17а) 
и (17б) в аксиально-симметричных электростатическом и магнитостатическом полях. С этой  
целью преобразуем :r

2 2
2 2

2 2 .d r d dr dz d dr dr d dr dr d dr dr d rr z z z z z z z
dt dz dt dt dz dz dt dz dz dz dz dzdt dz

       = = ⋅ = = + = + = +       
       

       

Учитывая уравнения (17а) и (17б), получим

 

2
02

2
0

.d r q drz
m r z dzdz

∂Φ ∂Φ = − − ∂ ∂ 


 
(18)

Поскольку 2 2 2 2 2 ,r r z v+ ε + =


   то величина квадрата осевой скорости 2z  может быть выра-
жена из закона сохранения энергии (2):

 

 02

2 0
2

2(0)
.
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qv
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dr
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(19)
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Подставляя (19) в уравнение (18), получаем искомое уравнение траектории в меридианной пло-
скости в дифференциальной форме [15]:

 
( )

2
0

2 0
2 02

0

1

.2(0) pl

q dr dr
m r z dz dzd r

qdz v
m

 ∂Φ ∂Φ   − − +     ∂ ∂    =
− Φ − ϕ

 

(20)

Численное интегрирование уравнения (20) позволяет определить фазовую характеристику 
пучка заряженных частиц в каждом поперечном сечении потока для заданного значения началь-
ной энергии частиц.

При условии достаточной сплошности пучка заряженных частиц базовые уравнения (1), (2), (4) 
для расчета потока движущихся заряженных частиц (электронов и ионов) в статических электромаг-
нитных полях соответственно в дифференциальной форме примут вид, аналогичный гидродина-
мическим уравнениям [13]:

 
  2( ) grad grad ;v v v p v B v

t 
                

    

 
(21а)
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grad ( ) ;

2 in
d v v v B pv N
dt 
 

             
 

   div
 

(21б)

 
( ) 0,v
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div
 

(21в)

где ρ – плотность массы потока частиц; ρ± – плотность заряда потока частиц; v  – скорость по-
тока заряженных частиц в заданной точке расчетной области; p –давление газа, образованного 
заряженными частицами; φ – скалярный потенциал электромагнитного поля; B



 – вектор магнит-
ной индукции; μ – динамический коэффициент вязкости газа заряженных частиц; Nin – плотность 
распределения мощности внутренних сил [13]. Ввиду незначительной величины давления газа 
заряженных частиц (p ≈ 0), первое уравнение (21а) – аналог уравнения Навье – Стокса [13] вы-
рождается в трехмерное уравнения Бюргерса, простейшим решением которого является реше-
ние Тейлора в виде ударной волны [16], а дисперсионное обобщение данного нелинейного урав-
нения имеет решение в виде солитонных волн [17].

Алгоритмическая и программная реализация численных методов расчета электронного 
потока в устройствах плазменной эмиссионной электроники. Алгоритм компьютерного моделиро-
вания потока электронов, движущихся в электро- и магнитостатическом полях систем формирования 
пучка в устройствах плазменной эмиссионной электроники, основан на поэтапном приближении 
к самосогласованной задаче. На первом этапе рассчитывается электростатический и эквивалент-
ный потенциалы поля, созданного электронно-оптической системой. На втором – определяются 
траектории движения электронов в аксиально-симметричных электро- и магнитостатическом полях. 
Затем вычисляется объемный заряд, вносимый электронным потоком, и характеристики электронного 
пучка в каждой плоскости поперечного сечения. На следующем этапе проводится расчет потен-
циалов поля с учетом объемного заряда потока электронов. Далее изменяется положение плазмен-
ного эмиттера и форма эмитирующей плазменной поверхности (плазменного мениска). В измененных 
собственным зарядом электронного пучка электро- и магнитостатическом полях заново рассчиты-
ваются траектории частиц и характеристики потока. Этапы расчета в программном цикле про-
должаются до тех пор, пока отклонения значений потенциалов поля и траекторий электронов 
в соседних приближениях не станут меньше заданной точности.

Для повышения точности расчета характеристик электронного потока в устройствах плазменной 
эмиссионной электроники используется технология построения квазиструктурированных сеток, ос-
нованная на методе декомпозиции расчетной области. В расчетной области электронно-оптической 
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системы строится квазиструктурированная сетка (рис. 1), состоящая из макросетки 3 и двух вложен-
ных подсеток: одна из них покрывает подобласть распространения электронного пучка 4, другая – 
при эмиттерную подобласть 5. Каждому сеточному узлу задаются координаты (i, j). Численное модели-
рование полей проводится на квазиструктурированной сетке. Расчет движения частиц пучка (траекто-
рии, объемный заряд) производится на подсетке внутренней области, положение и форма плазменного 
мениска находится на подсетке приэмиттерной области. 

Для описания стационарных полей применяется метод потенциалов. Скалярный и векторный по-
тенциалы удовлетворяют уравнениям Пуассона:

 
2

0
,   grad ;E

        




 
(22)

 
2

0 ,   rot [ ],A j B A A∇ = −µ = = ∇×
  

 (23)

где ε0 и μ0 – электрическая и магнитная постоянные.
В области, свободной от токов, для описания магнитного поля целесообразно использовать 

скалярный магнитный потенциал φm, который удовлетворяет уравнению Лапласа

 
2 0,    .m mB∇ ϕ = = −∇ϕ



 (24)

С целью реализации численного расчета электрического поля, создаваемого системой элек-
тродов и объемным зарядом потока частиц, а также магнитного поля, уравнения (22)–(24) реша-
ются методом конечных разностей на квадратной сетке с граничными условиями Дирихле.

На первом шаге решение системы (22)–(24) находится на макросетке, заполняющей всю рас-
четную область в соответствии с конечно-разностными уравнениями:
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(26)

где потенциалы поля { }, , ,mu A= ϕ ϕ


 функция 0
0

, ,0 .f jρ = − −µ ε 



На следующем шаге проводится расчет потенциалов полей на внутренней подсетке с учетом 
значений потенциалов в общих узлах макросетки и подсетки. Затем вычисляются значения по-

z

r

0

Рис. 1. Квазиструктурированная сетка в расчетной области: 1 – ускоряющий электрод;  
2 – фокусирующий электрод; 3 – макросетка; 4 – подсетка в подобласти распространения  

электронного пучка; 5 – подсетка в приэмиттерной подобласти

Fig. 1. Quasi-structured mesh in the computational domain: 1 – accelerating electrode; 2 – focusing electrode;  
3 –macrogrid; 4 – subgrid in the subregion of electron beam propagation; 5 – subgrid in the near emitter domain
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тенциалов в приэмиттерной области в дополнительных узлах сетки, вложенной в предыдущую. 
Таким образом, при расчете полей во внутренней и приэмиттерной подобласти используются 
значения потенциалов, полученные в узлах более крупных сеток на предыдущих этапах [10]. 

На границах подобластей применяются формулы Лагранжа для интерполяции значений по-
тенциалов в узлах, расположенных между узлами более крупных сеток [10]:

 
( )1 1 1 2
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В результате решения системы конечно-разностных уравнений (25)–(29) получим скалярный 
и векторный потенциалы аксиально-симметричных полей ( , )r zϕ = ϕ  и ( , ).A A r z=

 

 Затем вычис-
лим магнитный поток Ψ по формулам (11) или (10) и эквивалентный потенциал Φ по форму-
ле (16). 

Алгоритмическая реализация разработанного численного метода расчета траекторий дви-
жения электронов в аксиально-симметричных электро- и магнитостатическом полях и харак-
теристик пучка основана на технологии дискретизации электронного потока на токовые слои. 
Для граничной траектории деформируемой трубки тока в плоскости поперечного сечения путем 
численного решения уравнения (20) находим значения угла наклона скорости электронов к оси z 

(расходимость arctg dr
dz

 θ =  
 

), а также радиус трубки тока и радиус пучка.

Определяя из уравнения (19) осевую скорость z  и исключая время из уравнений (19) и (13), 
получим соотношение 
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 (30)

Путем численного решения уравнения (30) рассчитаем азимутальную координату ε электро-
нов, движущихся на границе токовой трубки.

Ток эмиссии Ie для каждой токовой трубки и плотность тока j электронов пучка, вылетевших 
из эмиттера с начальной скоростью v(0), определяем по формулам

 0(0) ;e plI en v S=  (31а)

 
,

( )
e

n

Ij
S z

=
 

(31б)

а затем находим объемный заряд ρ:

 
.

( )
e

n

I
v S z

ρ =
⋅  

(32)

Здесь S0 – площадь эмитирующей поверхности плазмы для каждой трубки тока, npl − концен-
трация электронов плазмы, Sn(z) – площадь поперечного сечения трубки тока пучка плоскостью 
z = const, v – скорость электронов пучка в точке расчетной области находится из уравнения (2). 
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a

b

c
Рис. 2. Формирование и фокусировка электронного пучка в электронно-оптической системе с плазменным 

эмиттером (1 – ускоряющий электрод; 2 – фокусирующий электрод; 3 – плазменный эмиттер;  
4 – эквипотенциальные линии электростатического поля; 5 – траектории электронов): a – формирование пучка 

в электростатическом поле; b, c – формирование пучка в электро- и магнитостатическом полях

Fig. 2. Formation and focusing of an electron beam in the electron-optical system with a plasma emitter  
(1 – accelerating electrode; 2 – focusing electrode; 3 – plasma emitter; 4 – equipotential lines of the electrostatic field;  

5 – electron trajectories):  a – beam formation in the electrostatic field; b, c – beam formation in electrostatic  
and magnetostatic fields
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На рис. 2 приведен результат моделирования электронно-оптической системы в устройствах 
плазменной эмиссионной электроники в качестве примера программной реализации изложенного 
алгоритма. Представлены траектории (5) электронов формируемого пучка и эквипотенциальные 
линии электростатического поля (4) в электронно-оптической системе со следующими параме-
трами: ускоряющая разность потенциалов – 10 кВ; промежуток ускорения между фокусирую-
щим (2) и ускоряющим (1) электродами – 2 мм; радиус и длина канала в фокусирующем элект-
роде – 1 и 2 мм соответственно; радиус и длина канала в ускоряющем электроде – 2 и 2 мм со-
ответственно; концентрация плазменных электронов – 5 ∙ 1018 м–3. На рис. 2, а поток электронов 
движется в электростатическом поле; на рис. 2, b и 2, c показано влияние внешнего продольного 
магнитостатического поля на характеристики пучка. На выходе из электронно-оптической си-
стемы диаметр и расходимость электронного пучка равны соответственно 1,8 мм и 8° в элек-
тростатическом поле (см. рис. 2, а); 1,4 мм и 4° – для электронно-оптической системы с электро- 
и магнитостатическим (Bz = 0,1 Тл) полями (см. рис. 2, b); 1,2 мм и 4° – для электронно-оптиче-
ской системы с электро- и магнитостатическим (Bz = 0,5 Тл) полями (см. рис. 2, c). Ток пучка для 
случаев, представленных на рис. 2, равен 150 мА. 

Заключение. Разработан алгоритм численного решения нелинейных самосогласованных за-
дач по расчету формирования и движения электронных пучков в совмещенных аксиально-сим-
метричных электростатическом и магнитостатическом полях, основанный на технологиях дис-
кретизации электронного потока деформированными трубками тока и декомпозиции расчетной 
области при расчете полей и уравнений движения частиц. 

Представленный алгоритм позволяет проводить сравнительный анализ траекторий электро-
нов и характеристик пучка как в электростатическом поле системы формирования пучка, так 
и совмещенных электро- и магнитостатическом полях. Данная разработка расширяет возможно-
сти программного кода ELIS, так как учитывает влияние внешних и собственных магнитостати-
ческих полей на формирование и фокусировку пучка, и может быть использована при проекти-
ровании электронно-оптических систем с плазменным эмиттером с целью численного анализа 
и оптимизации характеристик пучка. 
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А. П. Старовойтов, Н. В. Рябченко1

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Гомель, Беларусь

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ ЭРМИТА – ПАДЕ

Аннотация. Введены новые понятия: вполне нормальный индекс и вполне совершенная система функций, с по-
мощью которых доказан критерий единственности решения двух задач Эрмита – Паде, определены явные детерми-
нантные представления многочленов Эрмита – Паде 1-го и 2-го рода для произвольной системы степенных рядов. 
Полученные результаты дополняют хорошо известные результаты в теории аппроксимаций Эрмита – Паде.

Ключевые слова: задача Эрмита – Паде, многочлены Эрмита – Паде, нормальный индекс, совершенная система 
функций, определители Адамара 
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UNIQUENESS OF THE SOLUTIONS OF THE HERMITE – PADE PROBLEMS

Abstract. New concepts are introduced in the present work. They are a quite normal index and a quite perfect system of 
functions. Using these concepts, the uniqueness criterion for solution of two Hermite – Pade problems is proved, the explicit 
determinant representations of type I and II Hermite – Padé polynomials for an arbitrary system of power series are obtained. 
The results obtained complement and generalize the well-known result in the theory of Hermite – Padé approximations.
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1. Многочлены Эрмита – Паде 2-го рода. Постановка задачи. Пусть 1= ( ,..., )kf f f  – набор 
степенных рядов 

 =0
( ) = ,   = 1,2,...,j i

j i
i

f z f z j k
∞
∑

 
(1)

с комплексными коэффициентами. Множество k-мерных мультииндексов (индексов), т. е. 
упорядоченных k целых неотрицательных чисел, обозначим .k

+  Порядок мультииндек-
са 1= ( ,..., )km m m


 – это сумма 1= ... .km m m+ +  Зафиксируем индекс 1n +∈  и мультииндекс 
1= ( , , ) k

km m m +∈


   и рассмотрим следующую задачу Эрмит – Паде (см. [1, гл. 4, § 3; 2–4]).
З а д а ч а  А. Найти тождественно не равный нулю многочлен ,( ) = ( ; ),m n mQ z Q z f  deg mQ m  

и такие многочлены 
,

( ) = ( ; ),
j

j j
n n m

P z P z f  deg ,jj
j

nP n  ,=j jn n m m+ −  чтобы при = 1,...,j k  

 
1

,
( ) := ( ) ( ) ( ) =  .

j
j j n m

m j jnn m
R z Q z f z P z A z + +− +



 
(2)

Если k = 1, то f состоит из одной функции 1( ) := ( ).f z f z  В этом случае решение поставленной 
задачи было получено Паде, который нашел явный вид многочленов 1

,( ),   ( ) := ( ; )m n n mQ z P z P z f  (их 
называют многочленами Паде). Например, если 1:= ,   = 0,1,...,i if f i  то [2, гл. 1, § 1.1, теорема 1.1.1] 
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1 2 1

2 3 1 2

1 1
1

( ) = .

1

n m n m n n

n m n m n n

m

n n n m n m
m m

f f f f
f f f f

Q z
f f f f

z z z

− + − + +

− + − + + +

+ + − +

−





   



  

(3)

Здесь и далее при i < 0 считаем, что = 0.j
if

Когда f состоит из экспонент { }
=1

,j
kz

j
eλ  где λj – различные не равные нулю комплексные чис-

ла, решение задачи А в явном виде найдено Ш. Эрмитом в его известной работе [5], посвященной 
доказательству трансцендентности числа e. При этом искомые многочлены представлены им не-
собственными интегралами Римана.

Хорошо известно [1], что в общем случае решение задачи А существует, а соответствую-
щие многочлены ,   

j
j

m nQ P  находятся с точностью до мультипликативного множителя: если пара 
( , ),mQ P  где 

1
1= ( , , ),

k
k

n nP P P  удовлетворяет необходимым условиям, то для любого отличного 
от нуля комплексного числа λ новая пара ( , )mQ Pλ λ  также удовлетворяют необходимым услови-
ям. Эта неединственность может быть и более существенной.

П р и м е р  1. Пусть = 1, = 2,   = 2,k n m  а 

2 3 41 1( ) = = 2 4 8 ... .
2 4 2

f z z z z z
z

+ + + + +
−

Тогда любое решение задачи можно представить в виде (λQ2, λP2), где 

2
2 2

1 1( ) = (4 2 ) , ( ) = ,
2 2

Q z a bz a b z P z a b z + − + + + 
 

а a и b – произвольные действительные числа.
Принято говорить (см. [1]), что задача А имеет единственное решение, если все решения зада-

чи можно записать в виде ( , ),mQ Pλ λ  где ,   0,λ ∈ λ ≠  а ( , )mQ P  – некоторое одно фиксирован-
ное решение.

О п р е д е л е н и е  1. Если пара ( , ),mQ P  где 
1

1= ( , , )
k

k
n nP P P  – решение задачи А с индексом n  

и мультииндексом 1= ( , , ),km m m


  то многочлены 
1

1,   , ,
k

k
m n nQ P P  называют многочленами 

Эрмита – Паде 2-го рода (German type) для набора (системы) f формальных степенных рядов (1). 
Центральными понятиями в теории таких многочленов является понятие нормального ин-

декса и совершенной системы [1, гл. 4, § 1].
О п р е д е л е н и е  2. Индекс 1

1( , ) = ( , ,..., ) k
kn m n m m +

+∈


  называется нормальным для систе-
мы f относительно задачи А, если для любого решения ( , )mQ P  задачи А с индексом n и мульти-
индексом m



 

deg = , deg = , = 1,..., .
j

j
m jnQ m P n j k

Здесь и далее считаем, что степень многочлена T deg = 1,T −  тогда и только тогда, когда ( ) 0.T z ≡
О п р е д е л е н и е  3. Систему f назовем совершенной относительно задачи А, если все индек-

сы 1( , ) kn m +
+∈



  являются нормальными для f относительно задачи А.
При k = 1 критерий нормальности индекса (n, m) выражается условием [4]: 

 , , 1 0,n m n mH H +⋅ ≠  (4)

где определители Адамара Hn,m определяются равенствами 
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1 2

2 3 1
,

1 1

= .

n m n m n

n m n m n
n m

n n n m

f f f
f f f

H

f f f

− + − +

− + − + +

+ + −





   



Если индекс ( , )n m


 является нормальным, то задача А имеет единственное решение (см. [1]). 
В этом случае однозначно определяется вектор 

( )1
, = ,..., ,    = ,j

j
nk j

n m
m

P

Q
π π π π

компоненты которого πj называют аппроксимациями Эрмита – Паде 2-го рода (совместными ап-
проксимациями Паде) для системы f. Следующий пример показывает, что уже при k = 1 нор-
мальность индекса (n, m) не является необходимым условием единственности решения постав-
ленной задачи.

П р и м е р  2. Пусть k = 1, n = 2, m = 2, а 

2 3 41 1 1( ) = = ... .
2 4 2 8 16 32

z z z zf z z
z z

+ + + + + +
−

Тогда любое решение задачи А можно записать в виде 2 2( , ),Q Pλ λ  где ,   0,λ ∈ λ ≠  а 

2

2 2( ) = 2 , ( ) = 1 .
2 4
z zQ z z P z− + −

При этом индекс (2,2) не является нормальным, так как 2deg = 1.Q  Нашей ближайшей целью яв-
ляется нахождение необходимых и достаточных условий на индекс 1( , ) kn m +

+∈


  и систему f, при 
которых решение задачи А единственно.

Критерий единственности решения задачи А. Компоненты вектора 1= { ,..., }kf f f  явля-
ются, вообще говоря, формальными степенными рядами. Уже по этой причине поставленная за-
дача – чисто алгебраическая и, следовательно, имеет алгебраическое решение.

В дальнейшем, не ограничивая общности, будем считать, что радиусы сходимости всех сте-
пенных рядов (1) не равны нулю, а m



 – ненулевой мультииндекс. Для нулевого мультииндекса m


  
решение задачи А очевидно: ( ) 1,mQ z ≡  а j

nP  – многочлены Тейлора функции fj.
Введем необходимые обозначения. Для каждого = 1,..., ,j k  фиксированных индекса n и муль-

тииндекса 1= ( , , )km m m


  в предположении, что 0,jm ≠  определим матрицы-строки порядка  
1 ½ (m + 1)

( )1= , = 1,2,...,
j j j

j j j j
i n m i n m i n iF f f f i− + − + + +

матрицу порядка mj ½ (m + 1)

 

1

1 2= = ,
j

j

j
Tj j j j

m
j

m

F
F F F F

F

 
 

   
   

  

 

 

(5)

матрицу порядка m ½ (m + 1)

 
1 2

, = ,
Tk

n mF F F F 
 

 
 

(6)
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и определители (m + 1)-го порядка: 

1 2 ,
, ,

= det
j

Tj k j
m in m i

d F F F F +
 
 





где CT является матрицей транспонированной к матрице C (транспонирование определяется так 
же, как и в (5)). В случае, если mj = 0, матрица ,n mF   и определитель 

, ,
j

n m i
d   не содержат блок-мат-

рицу F j.
При произвольном mj определим также функциональные матрицы-строки порядка 1 ( 1) :m× +  

 1( ) = 1 ,m mE z z z z 

1
1

=0 =0 =0
( ) = .

j j j

j

n m n m n
j m i j m i j i

m i i i
i i i

E z f z f z f z
− − +

+ + − 
 
 
∑ ∑ ∑

О п р е д е л е н и е  4. Индекс ( , )n m


 будем называть вполне нормальным для f относительно 
задачи А, если ранг матрицы ,n mF   равен m.

В примере 1 индекс (2,2) не является нормальным и не является вполне нормальным, а в при-
мере 2 индекс (2,2) не является нормальным, но является вполне нормальным относительно за-
дачи А для рассматриваемых в этих примерах систем функций.

Далее будет установлено, что любой нормальный индекс ( , )n m


 для f относительно задачи А 
является также и вполне нормальным индексом для f относительно задачи А. Пример 2 показы-
вает, что обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

О п р е д е л е н и е  5. Систему f назовем вполне совершенной относительно задачи А, если все 
индексы 1( , ) kn m +

+∈


  являются вполне нормальными для f относительно задачи А. 
Отметим, что любая совершенная система f относительно задачи А является также и вполне 

совершенной системой относительно задачи А.
Сформулируем основную теорему этого раздела.
Те о р е м а  1. Для того, чтобы для фиксированного индекса ( , )n m



 задача А имела един-
ственное решение, необходимо и достаточно, чтобы индекс ( , )n m



 был вполне нормальным для f 
относительно задачи А, т. е. ,rang = .n mF m

В случае, если ,rang = ,n mF m  при определенном выборе мультипликативного множителя для 
решений задачи ( , )mQ P  справедливы следующие представления: 

 
1 2( ) = det ( ) ,

Tk
mQ z F F F E z 

 

 
(7)

 
1 2( ) = det ( ) ,jj

Tj k
mnP z F F F E z 

 

 
(8)

 
, , ,

=1
( ) = .j j n m i

n m n m i
i

R z d z
∞

+ +∑ 

 
(9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 

0 1( ) = .m
m mQ z b b z b z+ + +

Обозначим через (g)k коэффициент при zk степенного ряда g(k). Рассмотрим систему m линейных 
однородных уравнений относительно m + 1 неизвестных коэффициентов b0, b1,...,bm:

 
( ) = 0,m j pQ f

 
(10)
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= 1, 2, , ; = 1,2, , .j j j jp n n n m j k+ + + 

В матричном виде система (10) выглядит так: 

 , = ,T T
n mF b× θ

 
(11)

где 0 1= ( , , , )mb b b b  – матрица-строка, а θ – матрица-строка порядка 1 × (m + 1), все элементы 
которой нулевые. Поскольку система (11) является однородной и в ней число неизвестных на еди-
ницу больше числа уравнений, то из теоремы Кронекера – Капелли следует, что у системы (11) 
имеется ненулевое решение. Более того, множество всех линейно независимых решений систе-
мы (11) состоит из одного фундаментального решения тогда и только тогда, когда ,rang .n mF m  
В этом случае все остальные ненулевые решения получаются домножением этого решения на 
число λ ≠ 0. Первая часть теоремы 1 доказана.

Докажем теперь равенство (7). Так как ранг матрицы ,n mF   равен m, то при некотором 
{1,..., 1}p m∈ +  определитель, полученный в результате вычеркивания в матрице ,n mF   p-го 

столбца, отличен от нуля. Для определенности предположим, что p = m + 1. Тогда в развернутом 
виде систему (11) можно переписать в виде 

 

1 1 1

1 1 1

1

1 1 1
1 2

1 1 1
2 3 1 1

1 1 1
1 1 1

1 2
1

2 3 1

1
1 1

.

.

.

kk k k

k
k k k

n m n m n
m

n m n m n m

n n n m n m

k k k mn m n m n
mk k k

n m n m n

k k k
n n n m

f f f
b

f f f b

f f f b

bf f f
b

f f f

b
f f f

− + − +

− + − + + −
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f
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+

+

+
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  −
 
 
  
  
  
  

  
   

(12)

Обозначим главный определитель системы (12) через , .n mH   По предположению ,n mH   не ра-
вен нулю. Если бы b0 = 0, то система (12) имела бы только нулевое решение. Тогда и система (11) 
имела бы только нулевое решение. Поэтому b0 ≠ 0. Учитывая, что мы ищем решение с точностью 
до мультипликативного множителя, можно считать, что b0 = 1. Решаем систему (12) по правилу 
Крамера. Пренебрегая числовым множителем, результат можно записать в виде

1 1 1
1 1 1

1 2 1

1 1 1
1

1

1 2 1

1
1

( ) = = det ( ) .

1

k k k

n m n m n

n n n m

Tk
m k k k

n m n m n

k k k
n n n m
m m

f f f

f f f

Q z F F E z
f f f

f f f

z z

    

 

    

 



 
 



   


   




   





Равенство (7) доказано. Справедливость равенств (8), (9) устанавливается непосредственной про-
веркой. Теорема 1 доказана.
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Замечания и некоторые следствия. Компонента mj мультииндекса m  определяет число ко-
эффициентов ряда fj, которые учитываются при построении многочлена Qm. В частности, если  
mj = 0, то матрица ,n mF   и определитель в (7) не содержат блока F j и, следовательно, при постро-
ении многочлена Qm формальный ряд fj не участвует, а порядок мультииндекса m  определяется 
остальными ненулевыми компонентами.

Например, если 1= ( ,0, ,0) ,km m +∈


   то m = m1, и тогда, как и в одномерном случае, при 
нахождении Qm учитываются только коэффициенты ряда f1. При этом представление (7) совпа-
дает с (3).

В том случае, если m  – нулевой индекс, из равенств (7), (8) получаем, что ( ) 1,mQ z ≡  а j
nP  –

многочлен Тейлора функции fj. Отсюда, в частности, следует, что если система f является совер-
шенной относительно задачи А, то все коэффициенты рядов (1) не равны нулю. Например, если 

одно из чисел =1{ }k
p pλ  равно нулю, то система экспонент { }

=1
p

kz

p
eλ  не является совершенной

системой относительно задачи А.
Следует также сказать, что если индекс ( , )n m  не является вполне нормальным для f от-

носительно задачи А, то многочлены Qm и ,
j

j
nP  определенные равенствами (7) и (8), не явля-

ются решениями задачи А. В частности, в примере 1 для индекса (2,2) искомый многочлен 
2

2 ( ) = (4 2 ) .Q z a bz a b z+ − +  Однако, если Q2 находить по формуле (3), то получим, что 2 ( ) 0.Q z ≡  
Как уже отмечалось, представление многочлена Паде в виде (3) вытекает из общего представления 
многочленов Эрмита – Паде (7), поэтому оно также справедливо только в том случае, когда индекс 
(n, m) является вполне нормальным относительно задачи А. В монографии [2] при доказательстве 
теоремы 1.1.1 на это обстоятельство внимание не обращено (см. [2, гл. 1, § 1.1, теорема 1.1.1]).

Из (7) и (8) вытекает следующий критерий нормальности индекса ( , ).n m

С л е д с т в и е  1. Индекс ( , ) kn m +∈


  будет нормальным для f относительно задачи А тогда 
и только тогда, когда 

 
, ,

=1
0,

k
j

n m n m
j

H H⋅ ≠∏



 
(13)

где 

1 1 1
1 1 1

1 2 1

1 1 1
1

,
1 2 1

1

1

= .
k k k

j j j

n m n m n

n n n m

j
k k kn m

n m n m n

k k k
n n n m

j j j
n m n m n

f f f

f f f

H
f f f

f f f

f f f

− + − + +

+ +

− + − + +

+ +

− − +





   



   



   





В частности, при k = 1 получим критерий нормальности индекса (n, m), совпадающий с (4). 
При mj = 0 в (10) предполагается, что определители , ,n mH   

,
j

n m
H   не содержат блок F j.

Следующее следствие можно рассматривать как некоторый аналог теоремы Кронекера [1].
С л е д с т в и е  2. Пусть индекс = ( , )n n m  является вполне нормальным для 1= { ,..., }kf f f  

относительно задачи А и mj ≠ 0. Тогда для того, чтобы функция fj была рациональной, необходи-
мо и достаточно, чтобы 

, ,
= 0j

n m i
d   для всех достаточно больших i. 

2. Многочлены Эрмита – Паде 1-го рода. Постановка задачи. Рассмотрим задачу Эрмита – 
Паде, двойственную задаче А (см. [1, гл. 4, § 3; 3; 4]).
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З а д а ч а  В. Для системы f степенных рядов (1) и ненулевого индекса 1( ,..., ) k
kn n n += ∈  най-

ти такой набор не равных тождественно нулю одновременно многочленов 1
1 = ,..., = ,k

n k nA A A A  
1 1deg 1, ,deg 1,k kA n A n− −     для которых 

 
| | 1

=1
( ) := ( ) ( ) = ... ,

k n
n j j n

j
L z A z f z c z  

 
(14)

где по определению 1 ... .kn nn   
В случае, когда 1 2 1= 2,   ( , ) = ( 1, 1),   = ( ,1),k n n n m f f+ +  задача А совпадает с задачей В.  

Вследствие этого многочлен A1 (как и A2) является многочленом Паде и в предположении, что 
индекс ( 1, 1)n m+ +  является вполне нормальным для f относительно задачи А, он, как и Qm, 
с точностью до множителя определяется равенством (3).

Если f является набором экспонент =1{ } ,j z k
jeλ  где λj – различные комплексные числа, то ре-

шение задачи В в явном виде получено в [6]. В этой работе искомые многочлены представлены 
Эрмитом в виде интегралов Коши.

В общем случае решение задачи В существует, но не единственно [1, гл. 4, § 1]. В частности, 
многочлены Aj также находятся с точностью до мультипликативного множителя: если набор 

1= ( , , )kA A A  удовлетворяет необходимым условиям, то для любого отличного от нуля ком-
плексного числа λ набор 1= ( , , )kA A Aλ λ λ  также удовлетворяет условиям задачи. Эта неедин-
ственность может быть и более существенной.

П р и м е р  3. Пусть = 2,   = (3,3),k n  а 1= ( ,1),f f  где f1 – функция из примера 1, тогда любое 
решение задачи В представимо в виде 1 2( , ),   ,   0,A Aλ λ λ∈ λ ≠  

2
1 2

1 1( ) = (4 2 ) ,    ( ) = ,
2 2

A z a bz a b z A z a a b z + − + − − + 
 

где a, b – произвольные действительные числа, не равные нулю одновременно.
Принято говорить [1], что задача В имеет единственное решение, если все решения задачи 

можно записать в виде λA, где ,   0,λ∈ λ ≠  а 1= ( , , )kA A A  – некоторое одно фиксированное 
решение.

О п р е д е л е н и е  6. Если 1= ( ,..., )kA A A  – решение задачи В с ненулевым индексом ,kn +∈  
то многочлены 1,..., kA A  называются многочленами Эрмита – Паде 1-го рода (Latin Type) для 
набора (системы) f степенных рядов (1). Центральными понятиями в теории таких многочленов 
также являются понятия нормального индекса и совершенной системы [1, гл. 4, § 1].

О п р е д е л е н и е  7. Ненулевой индекс 1= ( ,..., ) k
kn n n +∈  называется нормальным для f от-

носительно задачи В, если для любого решения задачи В с индексом n 

deg = 1, = 1,..., .j jA n j k−

О п р е д е л е н и е  8. Систему f назовем совершенной относительно задачи В, если все нену-
левые индексы kn +∈  являются нормальными для f относительно задачи В. 

При 1= ( ,1),   = 2,f f k  критерий нормальности индекса 1 2( , ) = ( 1, 1)n n m n+ +  выражается ус-
ловием (4).

Известно [1], что если индекс n является нормальным для f относительно задачи В, то послед-
няя имеет единственное решение. Следующий пример показывает, что уже при k = 2 нормаль-
ность индекса n не является необходимым условием единственности решения задачи В.

П р и м е р  4. Пусть k = 2, = (3,3),n  а 1= ( ,1),f f  где f1 – функция из примера 2. Тогда любое 
решение задачи В можно записать в виде 1 2( , ),   ,   0,A Aλ λ λ∈ λ ≠  где 

2
1 2( ) = 8 4 ,   ( ) = 4 2 .A z z A z z z− − − +

В этом примере индекс n = (3,3) не является нормальным, так как 1deg = 1.A
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Нашей ближайшей целью является нахождение необходимых и достаточных условий на ин-
декс kn +∈  и систему f, определяемую равенствами (1), при которых решение задачи В является 
единственным.

Критерий единственности решения задачи В. Введем необходимые обозначения. Для 
каждого = 1,...,j k  и индекса 1= ( ,..., ) k

kn n n +∈  в предположении, что nj ≠ 0, определим матри-
цы-столбцы порядка (| | 1) 1n    

( )1 2 | | 1= , = 1,..., ,
Tj j j j

ji i i n iG f f f i n− − − −

матрицы порядка (| | 1) jn n 

( )1 2= ,
j

j j j j
nG G G G

и матрицу порядка (| | 1) | |n n   

( )1 2= .k
nG G G G

В случае, если компонента индекса nj = 0, матрица Gn не содержит блок Gj.
Рассмотрим также функциональные матрицы-строки порядка 1 | |n

( )1 1
1( ) = 1 0 0 0 0 0 0 ,nU z z z −

   

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅

( )1( ) = 0 0 0 0 0 0 1 ,kn
kU z z z −

   

1( ) = ( ) ( ).kU z U z U z+ +

Если в матрице Gn добавить в качестве последней строки строку Uj(z), то получим квадрат-
ную матрицу порядка | | | | .n n×  Определитель этой матрицы обозначим через Aj(z). Тогда при 

= 1,2, ,j k  

 

1

1

1
0 00
1

1 11 0

1 1
01 1 2 1

1 1
11 1 1

1
| | 2 |

0 0 0 0

0 0 0

( ) =
j j j j j j k

j j j j j j k

j k

j j k

j j j k k
n n n n n n n n

j j j j k k
n n n n n n n n

n n

f f f

f f f f

f f f f f f f
A z

f f f f f f f

f f

− − − − − −

− + − − +

−

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅
1

1
| | 2| | 2 | | 3| 1 | | 1 | | 1

1

.

0 0 1 0 0

j k

j

j j j k k
nn nn n n n n

n

f f f f f

z z

−− −− − − − − −

−

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

(15)

Если в определителе (15) последнюю строку заменить матрицей-строкой 

( )1
1 1 1

| | 2 | | 3 | | 2 | | 3| | 1 | | 1 ,
k

k k k
i n i n i n i ni n n i n nf f f f f f+ − + − + − + −+ − − + − −  

то полученный определитель обозначим через  , .n id
О п р е д е л е н и е  9. Ненулевой индекс kn +∈  назовем вполне нормальным для f относи-

тельно задачи В, если ранг матрицы Gn равен | | 1.n   
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В примере 3 индекс n = (3,3) не является нормальным и не является вполне нормальным, 
а в примере 4 – не является нормальным, но является вполне нормальным относительно задачи В  
для рассматриваемых в этих примерах систем функций.

О п р е д е л е н и е  10. Систему f назовем вполне совершенной относительно задачи В, если 
все ненулевые индексы kn +∈  являются вполне нормальными для f относительно задачи В. 

Далее будет установлено, что любой нормальный индекс n для f относительно задачи В явля-
ется также и вполне нормальным индексом для f относительно задачи В. Вследствие этого любая 
совершенная система f относительно задачи В является также и вполне совершенной системой 
относительно задачи В.

Те о р е м а  2. Для того чтобы для ненулевого индекса kn +∈  задача В имела единственное 
решение, необходимо и достаточно, чтобы индекс n был вполне нормальным для f относительно 
задачи В, т. е. rang =| | 1.nG n −  В случае, если rang =| | 1,nG n −  при определенном выборе мульти-
пликативного множителя справедливы следующие представления: 

 
( ) = det , = 1,..., ,

( )
n

j
j

G
A z j k

U z
 
 
   

(16)

 


| | 2
,

=1
( ) = .n i

n n i
i

L z d z
∞

+ −∑
 

(17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 1= ( , ..., ) ,   0,k
kn n n n+∈ ≠  а 

1
0 1 1( ) = ,   = 1, , .j

j
nj j j

j nA z b b z b z j k−
−+ + + 

Опираясь на равенство (14), запишем в матричной форме систему уравнений для определения 
коэффициентов многочлена Aj(z): 

 = ,T T
nG b× θ  (18)

где 
1

1 1 1
0 1 0 11 1= ( )

k
k k k

n nb b b b b b b− −    – матрица-строка порядка 1 | |n×  (при nj = 0 матрица b 
не содержит элементов 0 1, ... ,

j
j j

nb b − ), а θ – матрица порядка 1 | |,n×  все элементы которой равны 
нулю. Система линейных уравнений (18) является однородной, и в ней число неизвестных на 
единицу больше числа уравнений. Поэтому из теоремы Кронекера – Капелли следует, что систе-
ма (18) имеет ненулевое решение, а множество всех ее линейно независимых решений состоит 
из одного фундаментального решения тогда и только тогда, когда rang =| | 1.nG n −  В этом слу-
чае все остальные ненулевые решения получаются домножением этого решения на комплексное 
число λ ≠ 0. Первая часть теоремы 2 доказана.

Докажем теперь равенство (16). Так как rang =| | 1,nG n −  то при некотором {1,2, ,| |}p n∈   
определитель, полученный из матрицы Gn вычеркиванием в ней p-го столбца , отличен от нуля. 
Для определенности предположим, что =| | .p n  Тогда систему (18) можно записать следующим 
образом: 
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(19)
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Обозначим главный определитель системы (19) через  .
nk
nH  По предположению  0.

nk
nH ≠  

Если бы 1 = 0,
k

k
nb −  то система (19) имела бы единственное нулевое решение. Тогда бы и систе-

ма (18) имела только нулевое решение. Следовательно, 1 0.
k

k
nb − ≠  Решая систему (19) по правилу 

Крамера, получим решение, которое символически можно записать в виде

 [ ] 1det ( ) = ( ) ( ) ,T
n kG U z A z A z+ +  (20)

где Aj(z) определяются равенствами (16). В случае, если бы вместо =| |p n  вычеркивали столбец 
матрицы Gn с другим номером, рассуждая аналогичным образом, пришли бы к символической 
записи решения в виде (20).

Докажем, что многочлены Aj(z), определенные равенствами (16), действительно являются ис-
комыми многочленами. Разложив определитель в (16) по элементам последней строки, получим, 
что deg ( ) 1.j jA z n −  Непосредственная проверка показывает, что для таких многочленов 
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∑

∑ ∑ ∑ ∑

Теорема 2 доказана.
Замечания и некоторые следствия. Из теоремы 2 следует, что nj-я компонента вполне нор-

мального индекса 1= ( ,..., ) k
kn n n +∈  определяет число коэффициентов ряда fj, которое учитыва-

ется при построении многочленов { } =1 .k
p pA  В частности, если nj = 0, то в матрице Gn отсутствует 

блок Gj
  и, следовательно, коэффициенты ряда fj не учитываются, многочлен ( ) 0,jA z ≡  а порядок 

мультииндекса n определяется остальными ненулевыми компонентами.
Например, если 1 2= ( , ,0,...,0),n n n  то при построении многочленов учитываются только ко-

эффициенты рядов f1, f2, и если 2 ( ) 1,f z ≡  то, например, многочлен A1 согласно равенству (16) 
с точностью до мультипликативного множителя представим в виде 

2 2 2 1

2 2 2 1
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Полученное представление многочлена A1 полностью согласуется с равенством Паде (3). 
Кроме того, в этом случае ( ) 0jA z ≡  при = 3,..., .j k

Если же 1= ( ,0,...,0),n n  то из (16) получаем, что 1 11 0
1( ) = ,nA z f z −  а ( ) 0jA z ≡  при = 2,..., .j k  

Отсюда, в частности, следует, что если система f совершенна относительно задачи В, то 0 0,jf ≠  
= 1,..., .j k

Следует также сказать, что если индекс n не является вполне нормальным для f относительно 
задачи В, то многочлены Aj, определенные равенствами (16), не являются решениями задачи В, так 
как все они тождественно равны нулю. В частности, в примере 3 2

1( ) = (4 2 ) .A z a bz a b z+ − +  
Однако если A1 находить по формуле (16), то получим, что 1( ) 0.A z ≡
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Из (16) вытекает следующий критерий нормальности индекса n для системы f относительно 
задачи В.

С л е д с т в и е  3. Ненулевой индекс 1= ( ,..., ) k
kn n n +∈  будет нормальным для f относитель-

но задачи В  тогда и только тогда, когда

 



=1
0,jk n

n
j

H ≠∏
 

(21)

где  jn
nH – определитель, полученный из определителя (15) вычеркиванием в нем последней стро-

ки и столбца, в котором находится элемент 1
,jnz −  при этом, если nj = 0, либо nj = 1, то в опре-

делителе  jn
nH  отсутствует блок Gj. 

Если 1= 2,   = ( ,1)k f f  и 1 2( , ) = ( 1, 1),n n n m+ +  то (21) равносильно условию , , 1 0,n m n mH H +⋅ ≠  
поэтому cледствие 3 согласуется с критерием нормальности индекса (4).

С л е д с т в и е  4. Если система 1= ( ,..., )kf f f  совершенна относительно задачи В, то для 
любого ненулевого индекса kn +∈  и решения 1= ( ,..., )kA A A  задачи В с этим индексом в равен-
стве (14) коэффициент 0.nc ≠  

Наряду с системой 1= ( ,..., )kf f f  рассмотрим расширенную систему функций 1= (1, ,..., ).kf f f
С л е д с т в и е  5. Система f является совершенной относительно задачи А тогда и только 

тогда, когда расширенная система f  является совершенной относительно задачи В. 
Из следствия 5 и сделанных ранее замечаний можно сделать вывод о том, что если система 

f  является совершенной относительно задачи В, то все коэффициенты степенных рядов (1) не 
равны нулю.

Следствие 5 не в полной мере является новым. Утверждение, что система f  является совер-
шенной относительно задачи В, когда система f является совершенной относительно задачи А, 
без подробного доказательства приведено в монографии [1, гл. 4, § 1, утверждение 1.3].
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INTEGRALS AND INTEGRAL TRANSFORMATIONS RELATED TO THE VECTOR 
GAUSSIAN DISTRIBUTION

Abstract. This paper is dedicated to the integrals and integral transformations related to the probability density function 
of the vector Gaussian distribution and arising in probability applications. Herein, we present three integrals that permit to 
calculate the moments of the multivariate Gaussian distribution. Moreover, the total probability formula and Bayes formula 
for the vector Gaussian distribution are given. The obtained results are proven. The deduction of the integrals is performed on 
the basis of the Gauss elimination method. The total probability formula and Bayes formula are obtained on the basis of the 
proven integrals. These integrals and integral transformations could be used, for example, in the statistical decision theory, 
particularly, in the dual control theory, and as table integrals in various areas of research. On the basis of the obtained results, 
Bayesian estimations of the coefficients of the multiple regression function are calculated.
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ИНТЕГРАЛЫ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ, СВЯЗАННЫЕ  
С ВЕКТОРНЫМ ГАУССОВСКИМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Аннотация. Рассматриваются интегралы и интегральные преобразования, относящиеся к функции плотности 
вероятности векторного гауссовского распределения и возникающие в вероятностных приложениях. Представлены 
три интеграла, позволяющие рассчитывать моменты векторного гауссовского распределения, а также формулы 
полной вероятности и Байеса. Приводятся доказательства полученных результатов. Вывод интегралов выполнен на 
основе метода исключения Гаусса. Формулы полной вероятности и Байеса получены на основе доказанных инте-
гралов. Представленные интегралы и интегральные преобразования могут быть использованы в различных вероят-
ностных приложениях, например в теории статистических решений, в частности, в теории дуального управления, 
а также как табличные интегралы в различных областях исследований. На основе полученных результатов рассчи-
таны байесовские оценки коэффициентов множественной функции регрессии.

Ключевые слова: векторное гауссовское распределение, многомерные интегралы, формула полной вероятно-
сти, формула Байеса, множественная функция регрессии, байесовские оценки
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Introduction. Integrals and integral transformations related to probability distributions have many 
applications, one of them being the statistical decision theory. The latter attracts much attention due to 
its capacity to formulate problems in a strict mathematical form. One of the technical problems solved 
by the statistical decision theory is the problem of dual control [1], requiring the calculation of inte-
grals related to multivariate probability distributions. In this paper, we present three integrals connected 
with the vector Gaussian distribution and the total probability formula and Bayes formula for the vector 
Gaussian distribution.
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1. Integrals connected with the vector Gaussian distribution. A random vector with k compo-
nents 1 2( , ,..., )T

kΞ = Ξ Ξ Ξ  is distributed according to the normal or Gaussian law if its probability den-
sity has the form 

 

11 1( ) exp ( ) ( ) ,    ,
2(2 ) | |

T k
k

f d E
d

−
Ξ Ξ Ξ

Ξ

 ξ = − ξ − ν ξ − ν ξ∈ 
 π  

(1)

where 1 2( , ,..., )T
kξ = ξ ξ ξ  is the vector-row of the arguments of the probability densi-

ty ( ),f ξ  ,1 ,2 ,( , ,..., )T
kΞ Ξ Ξ Ξν = ν ν ν  is the vector-row of the parameters of the probability density 

, ,( ),   ( ),i jf d dΞ Ξξ =  , 1, ,i j k=  is the symmetric positive-definite matrix of the parameters of the prob-
ability density 1( ),   f d −

Ξξ  is the matrix inverse to the matrix ,  | |d dΞ Ξ  is the determinant of the matrix 
,   kd EΞ  is the k-dimensional Euclidean space, and the T symbol stands for transpose. The parameters 

Ξν  and dΞ  of distribution (1) are mathematical expectation and dispersion (variance-covariance) matri-
ces of the random vector Ξ , respectively [2].

The following equalities for function (1) are true:

 

1 11 1exp (2 ) | | exp ,
2 2k

T T k T

E

A B d A B A B− −   − ξ ξ + ξ ξ = π   
   

∫
 

(2)

 

1 1 11 1exp (2 ) | | exp ,
2 2k

T T T k T T

E

C A B d A B A B C A B− − −   ξ − ξ ξ + ξ ξ = π   
   

∫
 

(3)

 1 1 1 1 11 1exp (2 ) | | Tr( ) exp ,
2 2k

T T T k T T

E

U A B d A A U B A UA B B A B                    
   


    

 (4)

where ,( ),   , 1, ,i jA a i j k= =  is the symmetric positive-definite matrix, 1 2( , ,..., ),T
k      

1 2( , ,..., ),T
kB b b b  1 2( , ,..., )T

kC c c c=  are the vector-rows, A–1 is the matrix inverse to the matrix A, 
1| |A−  is the determinant of the matrix A–1, ,( ),i jU u=  , 1, ,i j k=  is the symmetric positive-definite ma-

trix, and 1Tr( )A U−  is the trace of the matrix 1 .A U−

Integrals (2)–(4) were received in [3], but proof was given only for equality (2). Now we give more 
detailed proof of equality (2) and prove equalities (3) and (4).

P r o o f  o f  e q u a l i t y  ( 2 ). We will use the Gauss elimination method [4], which permits to bring 
the matrix A to the diagonal form and reduce the calculation of the multiple integral to the calculation 
of the repeated integral. The conditions for using the Gauss elimination method in this case are held be-
cause the matrix A is positive-definite.

We denote the integrand function F(ξ) in (2):

 

1( ) exp .
2

T TF A B ξ = − ξ ξ + ξ 
   

(5)

By applying the Gauss elimination method [4] to the matrix A = (ai,j) in (5), we receive the upper trian-
gular matrix

( )

(0) (0) (0)
1,1 1,2 1,

(1) (1)
( 1)2,2 2,
,

( 1)
,

0
,    , 1, .

0 0

k

ik
i j

k
k k

a a a

a a
G a i j k

a

−

−

 
 
 

= = = 
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The determinant of the upper triangular matrix G is equal to the product of its diagonal elements and 
also to the determinant of the matrix A [4]:

(0) (1) ( 1) ( 1)
,1,1 2,2 ,

1
| | | | .

k
k i

i ik k
i

G a a a A a− −

=
= = = ∏

The mine minors of the matrices A and G are equal, ,   1,2,...,m mA G m k= =  [4], where 
1,2,...,
1,2,...,m

m
A

m
 

=  
 

 is the main minor of order m of the matrix A and 
1,2,...,
1,2,...,m

m
G

m
 

=  
 

 is the main minor

of order m of the matrix G. Moreover [4], 

 

2 3(0) (1) (2) ( 1)
11,1 2,2 3,3 ,

1 2 1
,   ,   ,...,   .kk

k k
k

A A Aa A a a a
A A A

−

−
= = = =

 
(6)

As shown in [4], the matrix A can be represented in the form

 1 ,T
lA G D G=


 (7)

where G and Gl are matrices received by the Gauss elimination method from the matrices A and AT, re-
spectively, and 1D



 is the diagonal matrix represented in the form

1 2 1
1

1 2 3

1diag , , ,..., .k

k

A A AD
A A A A

− =  
 



Since the matrix A is symmetrical, i. e. AT = A, then Gl = G, and equation (7) can be written in the 
form:

1 .TA G D G=


Having expression (6), we get that the matrix A can be represented in the following form:

 ,TA G DG=


 (8)

where D


 is a diagonal matrix

 
      1 1 1(0) (1) ( 1)

1,1 2,2 ,diag , ,..., .k
k kD a a a

  


 
(9)

From (8) it follows that

 
1 1 .TD GA G− −=



 (10)

We denote as ( 1) 1
, ,( ) ,   1,i

i i i id a i k− −= =


, the diagonal elements of the diagonal matrix D


 (9). Meanwhile,

 
1 ( 1)

,
1

| | | | | | .
k

i
i i

i
D G A a− −

=
= = = ∏



 
(11)

Let us introduce in (5) the linear replacement of the variables

 
1 ,G z−ξ =  (12)

with which the integrand function (5) is converted to the following function of the z argument: 
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1( ) exp ,
2

TF z z Pz Dz = − + 
 

where

1 1( ) ,TP G AG− −=

 
1 ( ),   1, .T

iD B G d i k−= = =  (13)

Since, provided (8), 

1 1 1 1( ) ( ) ,T T TP G AG G G DGG D− − − −= = =
 

we have the following function of the z argument:

 

1( ) exp .
2

TF z z Dz Dz = − + 
 



 
(14)

The following equality is obtained after replacing the variables in integral [5]:

 
( ) ( ) | | ,

k kE E

F d F z J dzξ ξ =∫ ∫
 

(15)

where | |J  is the absolute value of the Jacobian of transformation (12):

1 ( 1) 1
,

1
| | | | | | ( ) .

k
i

i i
i

J G D a− − −

=
= = = ∏



Let us rewrite the function F(z) in (14) as a function of the elements of the matrices D


 and D, taking into 
account the notations above:

( 1) 1 2 ( 1) 1 2
, ,

1 1 1

1 1 1( ) exp exp ( ) exp ( ) .
2 2 2

k k k
T i i

i i i i i ii i i i
i i i

F z z Dz Dz a z d z a z d z− − − −

= = =

    = − + = − + = − +        
∑ ∑ ∏



 
(16)

Substituting (16) into (15) we obtain the following equality:

 

( 1) 1 2
,

1

1( ) | | exp ( ) .
2k

k
i

i i i ii i
iE

F d J a z d z dz
∞

− −

= −∞

 ξ ξ = − + 
 

∏∫ ∫
 

(17)

The integral in the right part of expression (17) is a table integral [6]: 

 

2
21 2exp exp .

2 2
x x dx

∞

−∞

 π β − α + β =     α α   
∫

 
(18)

Taking into account integral (18) we receive instead of (17): 

( 1) ( 1) 2
, ,

1 1

1( ) | | 2 exp ,
2k

k k
i i

ii i i i
i iE

F d J a a d− −

= =

 
ξ ξ = π − 

 
∏ ∑∫

or in the matrix form
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11( ) (2 ) | | exp .
2k

k T

E

F d D DD D− ξ ξ = π − 
 

∫
 

 
(19)

Let us turn back from the matrices D and D


 to the matrices A and B. Since 1| | | |D A−=


 (formu-
la (11)), 1 1 TD GA G− −=



 (formula (10)), and 1TD B G −=  (formula (13)), then 

1 1 1 1 1( ) ,T T T T TDD D B G GA G G B B A B− − − − −= =


and instead of (19) we receive (2). Equality (2) is proven.
P r o o f  o f  e q u a l i t y  ( 3 ). We calculate the integral

 
1 1

1 1exp .
2(2 ) | | k

T T T
k

E

I C A B d
A−

 = ξ − ξ ξ + ξ ξ 
 π

∫
 

(20)

Let us complete the square of the expression / 2T TA B−ξ ξ + ξ  in integral (20). We receive the expression

 
1 1 11 1 1( ) ( ) ,

2 2 2
T T T TA B A B A A B B A B− − −− ξ ξ + ξ = − ξ − ξ − +

 
(21)

and instead of integral (20) we receive the following integral:

 

1 1 1
1 1

1 1 1exp ( ) ( ) exp ) .
2 2(2 ) | | k

T T T
k

E

I C A B A A B B A B d
A

− − −
−

   = ξ − ξ − ξ − ξ   
   π

∫
 

(22)

Since the function

 

1 1
1

1 1( ) exp ( ) ( )
2(2 ) | |

T
k

f A B A A B
A

 



        
   

(23)

in (22) is the probability density of the vector Gaussian distribution with the mean value A–1B and the 
dispersion matrix A–1, then:

1 1
1 1

1 1 1exp exp ) .
2 2(2 ) | | k

T T T T T
k

E

I C A B d B A B C A B
A

− −
−

   = ξ − ξ ξ + ξ ξ =   
   π

∫

As a result, we have equality (3).
P r o o f  o f  e q u a l i t y  (4 ). We will perform it in a way similar to the proof of equality (3). We 

calculate the integral

 
2 1

1 1exp .
2(2 ) | | k

T T T
k

E

I U A B d
A−

 = ξ ξ − ξ ξ + ξ ξ 
 π

∫
 

(24)

Completing the square of the expression / 2T TA B−ξ ξ + ξ  in integral (24) gives expression (21). Thus, 
instead of integral (21) we have:

 

1 1 1
2

1

1 1 1exp ( ) ( ) exp ) .
2 2(2 ) | | k

T T T
k

E

I U A B A A B B A B d
A

  



              
   


 

(25)
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Since the function in (25) of form (23) is the probability density of the vector Gaussian distribution with 
the mean value A–1B and the dispersion matrix A–1, the value of the integral I2 is determined by the ex-
pression

 
1

2
1( )exp ) ,
2

T TI E U B A B− = Ξ Ξ  
   

(26)

where ( )TE UΞ Ξ  is the mathematical expectation of the quadratic form TUΞ Ξ  of the random vector Ξ  
with the Gaussian distribution (23). It is known the equality [2]:

 Tr( ).T TU UΞ Ξ = ΞΞ  (27)

Then

( ) ( )( ) Tr( ) Tr ( ) .T T TE U E U UEΞ Ξ = ΞΞ = ΞΞ

Further, since for the Gaussian distribution (23) 1 1 1( ) ,T TE A B A A B− − −ΞΞ = +  then

( )1 1 1 1 1 1( ) Tr ( ) Tr( ) Tr( ).T T TE U U A B A A B UA UB A A B− − − − − −Ξ Ξ = + = +

If one takes into account the equality of type (27), which can be rewritten as

1 1 1 1Tr( ) ,T TUB A A B B A UA B− − − −=

then one receives 

1 1 1( ) Tr( ) ,T TE U UA B A UA B− − −Ξ Ξ = +

and for the integral I2:

( )1 1 1 1
2 1

1 1 1exp Tr( ) exp .
2 2(2 ) | | k

T T T T T
k

E

I U A B d UA B A UA B B A B
A

− − − −
−

   = ξ ξ − ξ ξ + ξ ξ = +   
   π

∫

As a result, we have received equality (4).
Let us note that equality (4) is more general then the according equality of work [3], since the matrix 

U in work [3] is supposed to be diagonal.
2. The total probability formula for vector Gaussian distributions. 
T h e o r e m  1 (The total probability formula for vector Gaussian distributions). Let 

1 2( , ,..., )T
kΞ = Ξ Ξ Ξ  be a row random vector with k components, 1 2( , ,..., )T

nX X X X=  be a row ran-
dom vector with n components, f(ξ) be the probability density of the vector ,Ξ  ( / )f x ξ  be the condition 
probability density of the vector X, and Ek be the k-dimensional Euclidean space. If in the total proba-
bility formula

 
( ) ( / ) ( )

kE

f x f x f d= ξ ξ ξ∫
 

(28)

the probability density ( / )f x ξ  is represented in the form

1 1 1( / ) exp ,
2 2(2 ) | |

T T
n

X

f x S V W
d

         
 

and the probability density f(ξ) is represented in the form
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1 1 11 1 1( ) exp ,
2 2(2 ) | |

T T T
k

f d d d
d

  
     



            
 

then integral (28) (the total probability formula) is defined by the following expression

 

11 1 1( ) ( / ) ( ) exp ,
2 2(2 ) | |k

T
n

E X

f x f x f d B A B C
d Ad





       
 


 

(29)

where

 
1 ,A d S

   (30)

 
1 ,B d V

     (31)

 
1 .TC d W

       (32)

P r o o f. Performing the multiplication under the integral in (28), we receive

 

1 1 1( / ) ( ) exp ,
2 2(2 ) | || |

T T
n k

X

f x f A B C
d d



          
   

(33)

where A, B, and C are defined by formulas (30), (31), and (32). Integration of expression (33) using 
equali ty (2) gives expression (29). This completes the proof of theorem 1.

3. The Bayes formula for vector Gaussian distributions. 
T h e o r e m  2 (the Bayes formula for vector Gaussian distributions). Let 1 2( , ,..., )T

kΞ = Ξ Ξ Ξ  be a 
random vector-row with k components, 1 2( , ,..., )T

nX X X X=  be a random vector-row with n compo-
nents, f(ξ) be the probability density of the vector ,   ( / )f xΞ ξ  be the condition probability density of the 
vector X, and Ek be the k-dimensional Euclidean space. If in the Bayes formula

 

( ) ( / )( / )
( ) ( / )

kE

f f xf x
f f x d
ξ ξ

ξ =
ξ ξ ξ∫

 

(34)

the probability density ( / )f x ξ  is represented in the form

1 1 1( / ) exp ,
2 2(2 ) | |

T T
n

X

f x S V W
d

 ξ = − ξ ξ + ξ − 
 π

and the probability density f(ξ) is represented in the form

1 1 11 1 1( ) exp ,
2 2(2 ) | |

T T T
k

f d d d
d

− − −
Ξ Ξ Ξ Ξ Ξ Ξ

Ξ

 ξ = − ξ ξ + ν ξ − ν ν 
 π

then the posteriori probability density ( / )f xξ  of the random vector ξ defined by the Bayes formula (34) 
has the following form

 

1 1
1

1 1( / ) exp ( ) ( ) ,
2(2 ) | |

T
k

f x A B A A B
A

− −
−

 ξ = − ξ − ξ − 
 π  

(35)

where 1 1,   .A d S B d V− −
Ξ Ξ Ξ= + = ν +
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P r o o f. We note that this theorem is formulated under the same conditions and designations as 
theorem 1. In this case, the numerator of the Bayes formula (34) is defined by expressions (33), and the 
denominator is defined by formula (29). Dividing (33) on (29) we receive the formula

 

1
1

1 1 1( / ) exp ,
2 2(2 ) | |

T T T
k

f x A B B A B
A

−
−

 ξ = − ξ ξ + ξ − 
 π  

(36)

which can be written as in (35). The equality of expressions (36) and (35) is easily verified by multiply-
ing in expression (35). This completes the proof of theorem 2.

Obviously, the expression A–1B in the Bayes formula (34) is the posteriori mathematical expectation 
of the random vector ,Ξ  i. e. 1 ( / ),A B E x− = Ξ  and the matrix A–1 is the posteriori dispersion matrix of 
the random vector ,Ξ  i. e. ( )1 1 1( )( ) / .TA E A B A B x− − −= Ξ − Ξ −  

4. Example. As an example, we consider the problem of the calculation of the Bayesian estimators of 
the coefficients of the multiple regression function.

Let U and Y be the input and output vectors of the controlled object, respectively, and the object is 
described by the conditional probability density ( / , ).f y uθ  As a rule, it is the Gaussian (normal) prob-
ability density:

 ( )( / , ) ~ ( , ), ,Yf y u N u dθ φ θ
 

(37)

where ( , )u yφ θ =  is the regression function of Y on U, u  and y  are the input and output vectors of the 
regression function, respectively, θ  is the vector of the coefficients of the regression function, and dY is 
the constant dispersion matrix of the internal noise of the object. Description (37) could be represented 
in the form

( , ) ,Y u E   

where E is the random vector with the Gaussian distribution (0, ).EN d
The multiple regression function is considered most frequently when y  is scalar (we will denote it y) 

and u  is vector. 
The class of the functions is represented in the form

1
( , ) ( ) ,

m
T

j j
j

y u h u h
=

= φ θ = θ = θ∑

where ( ),    1,2,..., ,jh u j m=  are basis functions, ( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( )T T
mh h u h u h u h u= =  is the vector 

formed by the basis functions, and 1 2( , ,..., )T
mθ = θ θ θ  is the vector of the coefficients of the regression 

function, is usually used to describe the multiple regression function. For example, if we want to write in 
the vector form a function of two variables 1 2,u u  having the form

2
1 2 1 ,y u u u= α + β + γ + t

then we have to choose 2
1 2 1(1, , , ),   ( , , , ).T Th u u u= θ = α β γ t

Let , 1 2,   ( , ,..., ),T T
o i i i my h= Θ + ε Θ = Θ Θ Θ  be the i-th observed value of the output variable Y of 

the object on the observed value T
ih  of the input vector of the basis functions, 1,2,..., ,i n=  and the vec-

tor Θ has the normal priory probability density ( , ).N a dΘ Θ  The task is to find the estimation θ


 of the 
vector θ  on the basis of the observers 1 ,1 2 ,2 ,( , ),  ( , ),...,( , )o o n o nh y h y h y  provided .Θ = θ

In our case we have the following probability density functions:

11 1( ) exp ( ) ( ) ,
2(2 )

T
m

f a d a
d

−
Θ Θ Θ

Θ

 θ = − θ − θ − 
 π
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11 1( / ) exp ( ) ( ) .
22

T T Tf y y h d y h
d

−
Ε

Ε

 θ = − − θ − θ π  

The vector of observations ,1 ,2 ,( , ,..., )o o o ny y y y=
  will have the following probability density function:

1
, , ,

1 1

1 1( / ) ( / ) ~ exp ( ) ( ) .
2(2 )

n n
T T T

o o i o i i o i in ni i
f y f y y h d y h

d
−
Ε

= =Ε

 
θ = θ − − θ − θ 

 π
∏ ∑



We find now the posterior probability density functions ( / )of yθ
  of the vector coefficient θ  by the 

Bayes formula:

( ) ( / )( / ) .
( ) ( / )

m

o
o

o
E

f f yf y
f f y d

θ θ
θ =

θ θ θ∫







We will use for this theorem 2. Since

1 1 11 1 1( ) exp ,
2 2(2 )

T T T
m

f d a d a d a
d

− − −
Θ Θ Θ Θ Θ Θ

Θ

 θ = − θ θ + θ − 
 π

1 1 1
, , ,

1 1 1

1 1 1( / ) exp ,
2 2(2 )

n n n
T T T T T

o o i o i o i i i in n i i i
f y y d y y d h h d h

d
− − −
Ε Ε Ε

= = =Ε

 
θ = − + θ − θ θ 

 π
∑ ∑ ∑



then, in accordance with theorem 2, we have

1 1
1

1 1( / ) exp ( ) ( ) ,
2(2 ) | |

T
o m

f y A B A A B
A

− −
−

 θ = − θ − θ − 
 π



where 

1 1 1 1
,

1 1
,   .

n n
T

i i i o i
i i

A d h d h B d a h d y− − − −
Θ Ε Θ Θ Ε

= =
= + = +∑ ∑

Provided the loss function is quadratic, ( , ) ( ) ( ),TW θ Θ = θ − Θ θ − Θ
  

 we get the Bayesian estimation 
θ


 of the vector 1:  .A B−θ θ =


Conclusion. The results represented in this article provide a basis for theoretical solutions of the vec-
tor problems formulated within the framework of the statistical decision theory. The integrals can also 
be used as table integrals. The possible generalizations of the obtained results for solving more compli-
cated problems within the framework of the statistical decision theory are of great interest. 
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СКАЛЯРНАЯ ЧАСТИЦА СО СТРУКТУРОЙ  
ДАРВИНА – КОКСА ВО ВНЕШНЕМ КУЛОНОВСКОМ ПОЛЕ

Аннотация. Обобщенное уравнение Клейна – Фока – Гордона для частицы со структурой Дарвина – Кокса, учи-
тывающее распределение заряда частицы по сфере конечного радиуса, исследуется с учетом внешнего кулоновского 
поля. Проведено разделение переменных, полученное радиальное уравнение сложнее уравнения в случае обычной 
частицы – оно имеет существенно особые точки r = 0 ранга 3, r = ∞ ранга 2 и 4 регулярные особые точки. В случае 
минимального орбитального момента l = 0 структура сингулярностей упрощается: есть существенно особые точки 
r = 0, r = ∞ ранга 2 и 4 регулярные особые точки. Построены решения Фробениуса этого уравнения, исследована 
структура рекуррентных соотношений для коэффициентов возникающего 7-членного степенного ряда. В качестве 
аналитического условия квантования используется обобщенное требование трансцендентности решений, которое 
позволяет получить алгебраическое уравнение 4-й степени для уровней энергии. Уравнение имеет 4 множества кор-
ней, зависящих от орбитального момента l и главного квантового числа k = 1,2,3,… . Численный анализ показывает, 
что одно из множеств корней 0 < εl,k < mc2 может интерпретироваться как отвечающее некоторым связанным состо-
яниям частицы в кулоновском поле. 

Ключевые слова: скалярная частица со структурой Дарвина – Кокса, кулоновское поле, уравнение Клейна – 
Фока – Гордона, существенно особые точки, решения Фробениуса, связанное состояние
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SCALAR PARTICLE WITH THE DARWIN – COX INTRINSIC STRUCTURE  
IN THE EXTERNAL COULOMB FIELD

Abstract. The generalized Klein – Fock – Gordon equation for a particle with the Darwin–Cox structure allowing for 
a charge distribution of a particle over a sphere of finite radius is studied with regard to the external Coulomb field. The sep-
aration of variables is carried out, the obtained radial equation is significantly more complicated than the equation in the case 
of ordinary particles, it has essentially singular points r = 0 of rank 3, r = ∞ of rank 2 and 4 regular singular points. In the 
case of a minimum orbital momentum l = 0, the structure of singularities is simplified: there are essentially singular points 
r = 0, r = ∞ of rank 2 and 4 regular singular points. Frobenius solutions of this equation are constructed and the structure of 
the 7-term recurrence relations for the coefficients of the arising power series is investigated. As an analytical quantization 
condition, the generalized transcendence requirement of solutions is used; it allows one to obtain a fourth-degree algebraic 
equation for energy levels. The equation has 4 sets of roots depending on the orbital moment l and the main quantum number 
k = 1,2,3,… . The numerical analysis shows that one of the sets of the roots 0 < εl,k < mc2 can be interpreted as those corre-
sponding to certain bound states of the particle in the Coulomb field.

Keywords: scalar particle with the Darwin – Cox structure, Coulomb field, Klein – Fock – Gordon equation, essentially 
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1. Постановка задачи. Исходим из системы уравнений для скалярной частицы Кокса с рас-
пределенным по конечному объему зарядом в тензорной форме Прока (см. [1–8]) 

 

mc mcF D D
mc

 β β α α α β α α 
 

λ
δ + Φ = Φ, Φ = Φ ,

/    
(1)

где используем обозначение ( )D i e c Aα α α= ∇ + /   (учитываем отрицательность заряда элек-
трона). Ненулевой параметр λ соответствует наличию у частицы дополнительной структуры 
Дарвина – Кокса. Представим уравнения (1) в краткой форме: 

 
mc mcD Dβ α

α β α αΛ Φ = Φ, Φ = Φ
   

или 

 
1( ) .mc mcD D− α α

ρ ρ α αΦ = Λ Φ, Φ = Φ
   

Исключая векторную компоненту, получаем обобщенное уравнение для скалярной функции Φ: 

 

2 2
1

2( ) 0m cD D− ρα
ρ α

 
Λ Φ − Φ = .  

   
(2)

В пространстве-времени с метрикой ( )g xαβ  уравнение (2) примет вид 

 

2 2
1

2( ) 0i e e m cg A i A
c cg x x

   − ρα   ρ α ρ α     

 ∂ ∂
− + Λ + − Φ = . 

− ∂ ∂   



 
(3)

2. Разделение переменных. Будем рассматривать частицу Кокса во внешнем кулоновском 
поле, используя сферические координаты 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 20, sinr
e eA e F dS c dt dr r d r d
r r

= , > = − , = − − θ − θ φ .
 

Исходная матрица β
αΛ  имеет вид

2

2

1 0 0

1 0 0( )

0 0 1 0
0 0 0 1

r
e

r mc
β

α

µ

µ λ
Λ = Λ = , µ = − ;

/ 

обратная матрица задается равенством 

4 2

4 2 4 2

2 4
1

4 2 4 2

0 0

( ) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

r r
r r

r rK K
r r

ρ−
β

µ
−

− µ − µ

µΛ = = = −
− µ − µ
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или 
4 2

4 2 4 2

2 4

4 2 4 2

2

2 2

0 0

0 0( )

0 0 1 0

0 0 0 1 sin

r r
r r

r r
K

r r

r

r

βρ

µ
−

− µ − µ

µ
+ −= .

− µ − µ

− /

− / θ

Введем обозначения: 

i e eg A D i AD c cg x x
ρ β αα ρ α

∂ ∂
= − + , = + ,

− ∂ ∂ 

тогда уравнение (3) принимает вид 
2 2

00 0 0
0 00 0 2 0r r rr

r rr r
m cK D K D K D K D K D K DD D D D D Dθθ φφ

θ φθ φ
 

+ + + + + − Φ = . 
 

Далее (пусть 2e cα = /  ) 

2 4 2 2
2

0 0 04 2 4 2 2 4 2r r
r r i ri i i r i

r r rr r r r

 α α µ µ α     ∂ + − ∂ + ∂ + ∂ ∂ + −     − µ − µ − µ     

 

4 2 2
2

2 4 2 2 2 2
1 1 1sin 0

sin sin
r r

i r m cr i
r r r

 
 θ θ φ φ 
 

− ∂ ∂ + ∂ θ∂ + ∂ ∂ − Φ = .θ− µ θ   
(4)

После разделения переменных на основе подстановки 
0

( , ) ( )E x c
lme Y R r E c′− / ′Φ = θ φ , ε = /



из (4) найдем радиальное уравнение 
2 4 2

4 2 4 2
r r d

r r drr r

 α α   ε + − γ ε + +   + γ + γ   

 

2 4
2

4 2 4 2 2
2 2 ( 1) 0d r d r d l l M R

dr r r dr r drr r r






α +     +γ + ε + + + − − = ,     + γ + γ       
(5)

где использованы обозначения (учтена вещественность величины iμ) 

2 1 ( 1)  
137

mcM e L l l i ∗= , = α = , = + , µ = γ, γ = γ .


Уравнение (5) преобразуется к виду 
2 2 2

2 2
2 4 2 2

2 4 2 ( 1)
( )

d R dR l lM
r dr rdr r r r

  γ αε α − +
+ + + ε − + + +  

+ γ  

 

2 2 2

3 4 6 4 2
4 3 ( 1) 4( ) 0M l l r R
r r r r

γε αγ − γ + γ γε + γα
+ + − − = .

+ γ   
(6)
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Здесь имеем 4 регулярные и 2 нерегулярные особые точки: 

 ( )( )( )( )4 2 4 4 4 4i i i ir r e r e r e r e+ π/ + π/ − π/ − π/+ γ = − γ + γ − γ + γ ,
 

 0 Rang 3 Rang 2r r= , = , = ∞, = ;  

справедливо тождество (пусть 2 1 4( ) /σ ≡ −γ )

 
4 2 3

1 1 1 1
4

i i
r r r i r ir

 = − + − . − σ + σ − σ + σ+ γ σ    

Решение около 4 регулярных особых точек имеет простой вид: 

 ( ) 0 2 ( ) 0 2r R r r R rρ ρ→ +σ, − σ , ρ = , ; → −σ, + σ , ρ = , ;   

 ( ) 0 2 ( ) 0 2r i R r i r i R r iρ ρ→ + σ, − σ , ρ = , ; → − σ, + σ , ρ = , .   

В соответствии с тем, что r = 0 – особая точка ранга 3, подстановка для локальных решений 
Фробениуса уравнения (6) около точки r = 0 должна иметь вид 

 
2

( ) ( )C Ar B r D rR r r e e e f r/ /= .  (7)

3. Состояния с нулевым орбитальным моментом l = 0. Ограничимся наиболее простым 
случаем минимального значения момента, l = 0, уравнение (6) упрощается: 

2 3

2 4 2
6 4d R r dR
r drdr r

 
+ − +  + γ 

 

2 2 2
2 2

2 3 4 4 2
2 4 3 4 ( ) 0M rM R

r r r r r
 αε α γε αγ − γ γ ε + α

+ ε − + + + + − = . 
+ γ   

(8)

Здесь имеем прежние 4 регулярные особые точки и 2 нерегулярные точки r = 0, r = ∞ ранга 2. 
Разложим на простые дроби 2 выражения (напоминаем, что 24 −γ = σ ): 

3

4 2
4 1 1 1 1

( )
r

r r i r r ir
− = − − − − ,

− σ − σ + σ + σ+ γ

4 2 3
4 4 1 ( ) ( )r i i i i

r r i r r ir
− γε − α γ −γεσ − α γ − γεσ − α γ γεσ − α γ γεσ − α γ = + − − . − σ − σ + σ + σ+ γ σ  

Уравнение (8) примет вид 

2

2
6 1 1 1 1d R dR
r r r i r r i drdr

 + − − − − + − σ − σ + σ + σ 

2 2 2
2 2

2 3 4
2 4 3 MM

r r r r
 αε α γε α γ − γ

+ ε − + + + + −


 
3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )

i i R
r r i r r i

γ εσ + α γ εσ + α γ −εσ + α γ −εσ + α
− + + − = .− σ σ + σ σ + σ σ − σ σ   

(9)

Специально отметим форму уравнения (9) около точки r = 0: 
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2 2

4
6 3 0MR R R
r r

γ − γα′′ ′+ − = .
 

(10)

Условие, при котором область около нуля является запрещенной для классического движения 
частицы, имеет вид 

 
2

3 0 0
M

α γ γ − > ⇒ γ < ; 
   

вариант 23 / Mγ > α  кажется нефизическим, поскольку изначально предполагается, что пара-
метр γ может быть сколь угодно близким к нулю, включая и нуль. Обратное к (10) ограничение 
(соответствующее разрешенности классического движения в области около нуля) дает 

 
2 2

3 30 0
M M

α α γ γ − < ⇒ < γ < ; 
   

это условие предполагает ограничение на параметр γ сверху. 
Напомним, что для состояний l = 0 качественное рассмотрение запрещенности классическо-

го движения в области около нуля не является надежной аргументацией и в случае обычной 
частицы. Действительно, здесь имеем следующее поведение решений: 

 

2
2

2
2 1 10 0

2 4
aR R R r r a

r r
α′′ ′+ + = , , = − ± − α < ;

 

т. е. оба решения около нуля стремятся к бесконечности. С использованием подстановки 1R r R−=  
получим обращение решений в нуль в области, разрешенной для классического движения: 

 

2
2

2
1 10 0
2 4

baR R r r b
r
α′′ + = , , = + ± − α > .

 

Таким образом, пока вопрос с выбором правильного знака для параметра γ остается неясным. 
В соответствии со структурой сингулярных точек решения Фробениуса для уравнения (9) 

ищем в виде (сравн. с (7)) 

 ( ) ( )C Ar B rR r r e e f r/= ,  

в результате получаем уравнение для f(r): 

2

2 2
2 6 2 1 1 1 12d f C B dfA

r r i r r r i drdr r
+ + − + − − − − + + σ + σ − σ − σ 

2 2 2 2 2

2 3 4
2 6 2 2 5 4 4 2 3A AC AB C C B BC M B

r r r r
 αε + + α − + + γε − − α γ − γ +

+ + + + +


3 2 3 2
2 2 2

3 3
1 1

( ) ( )
A B C A B CA M

r r
−γεσ + αγ − σ + σ + σ −γεσ − αγ − σ + σ − σ

+ − + ε + + +
+ σ − σσ σ

3 2 3 2

3 3
1 1 0

( ) ( )
i A B iC i A B iC f

r i r i
γεσ + γα − σ − σ − σ γεσ − γα − σ − σ + σ

+ + = .+ σ − σσ σ 

Накладывая 3 ограничения, упрощающие уравнение, на параметры A, B, C, находим 4 набора 
значений: 
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2 2 2 2 20A M A M− + ε = ⇒ = ± − ε ;

2 2 2 23 0 ( 3 )M B B Mαγ − γ + = ⇒ = ± γ γ − α ;

 
2

22 1 2
( 3 )

C
B M

        
       

(11)

Для описания связанных состояний в силу требования обращения решений в нуль на беско-
нечности будем использовать отрицательное значение параметра 

 
2 2A M= − − ε .  

Если параметр В вещественный, то требование обращения в нуль решений будет заведомо 
удовлетворяться только при знаке минус перед корнем: 

 
2( 3 ) 0 ( 0)B M R= − γ γ − α , γ < > .  

Теперь предположим, что параметр В чисто мнимый: 

 
( ) ( )2

2
33 0 0 , 0 .B r iR rM e e R
M

/ ± / α γ γ − α < , = > γ∈ , 
   

Следует обратить внимание на то, что при этом имеем очень необычное (расходящееся и осцил-
лирующее) поведение решений в окрестности r = 0: 

 

2 ln
2

10 Ri r iR rr R e e
r


   




 

едва ли такое поведение совместимо с пониманием связанных состояний в квантовой механике. 
Вследствие этого в дальнейшем будем предполагать, что γ < 0. 

С учетом ограничений (11) уравнение для f(r) принимает более простой вид 

2

2 2
2 6 2 1 1 1 12d f C B dfA

r r r r i r i drdr r
+ + − + − − − − + + σ − σ + σ − σ 

2 2

2
2 6 2 2 5A AC AB C C

r r
 αε + + α − + +

+ + +


3 2 3 2

3 3
1 1

( ) ( )
A B C A B C

r r
−γεσ + αγ − σ + σ + σ −γεσ − αγ − σ + σ − σ

+ + +
+ σ − σσ σ

3 2 3 2

3 3
1 1 0

( ) ( )
i A B iC i A B iC f

r i r i
γεσ + γα − σ − σ − σ γεσ − γα − σ − σ + σ

+ + = .+ σ − σσ σ 

Будем использовать сокращенную запись этого уравнения 

1 2
2

1 1 1 1a af a f
r r r r i r ir

 ′′ ′+ + + − − − − + + σ − σ + σ − σ 

1 2 1 2 3 4
2 0b b f

r r r r i r ir
β β β β + + + + + + = . + σ − σ + σ − σ 
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Умножив это уравнение на 2 2 4 4( )( )( )( ) ( )r r r r i r i r r+ σ − σ + σ − σ = − σ ,  получим 

 
2

6 4 2 6 5 4 4 2 4 4
1 2 1 22 4d f dfr r ar a r a r ar a r a

drdr
   
      

          

( ) ( )( ) ( )5 4 2 3
1 1 2 3 4 1 2 3 4 2 1 2 3 4b r i i b r r+ +β +β +β +β + −β +β − β + β σ + + σ β +β −β −β +

( ) 3 2 4 4
1 2 3 4 1 2 0i i r b r b f


+ −β +β + β − β σ − σ − σ = .

Строим решения в виде степенных рядов: 

2
1 2

2
0 1 2

( 1)k k k
k k k

k k k

df d ff c r kc r k k c r
dr dr

∞ ∞ ∞
− −

= = =
= , = , = − .∑ ∑ ∑

В результате находим рекуррентные соотношения для коэффициентов ряда 

2 1 2 00 0k a c b c= , + = ,

2 2 1 1 1 0 2 11 2 0k a c a c b c b c= , + + + = ,

( )2 1 1 2 2 3 1 2 3 4 0 1 1 2 22 2 2 3 0k c a c a c a c i i c b c b c= , − σ − σ − σ − σ + −β +β + β − β − σ − σ = ,

( )2 2 2 2
3 2 1 3 2 4 1 2 3 4 03 6 2 3 4k c a c a c a c c= , − σ − σ − σ − σ + β +β −β −β +

( ) 2 2
1 2 3 4 1 1 2 2 3 0i i c b c b c+ −β +β + β − β σ − σ − σ = ,

( )4 4 4 4
4 2 1 3 1 4 2 5 1 2 3 4 2 04 12 3 4 5k c a c a c a c a c i i b c 

 = , − σ + − σ − σ − σ + −β +β − β + β σ + +

( ) ( )2 3 4 4
1 2 3 4 1 1 2 3 4 2 1 3 2 4 0c i i c b c b c+σ β +β −β −β + −β +β + β − β σ − σ − σ = ,

( )4 4 4 4
5 1 1 2 2 4 1 5 2 65 20 4 2 4 5 6k c a c a c a c a c a c= , − σ + − + − σ − σ − σ +

( ) ( )1 1 2 3 4 0 1 2 3 4 2 1b c i i b c 
 + +β +β +β +β + −β +β − β + β σ + +

( ) ( )2 3 4 4
1 2 3 4 2 1 2 3 4 3 1 4 2 5 0c i i c b c b c+σ β +β −β −β + −β +β + β − β σ − σ − σ = ,

 4 4 4
2 6 1 1 2 2 3 5 1 66 2 30 2 4 3 5 6k c c ac a c a c ac a c            

( ) ( )4
2 7 1 1 2 3 4 1 1 2 3 4 2 27 a c b c i i b c 

 − σ + +β +β +β +β + −β +β − β + β σ + +

( ) ( )2 3 4 4
1 2 3 4 3 1 2 3 4 4 1 5 2 6 0c i i c b c b c+σ β +β −β −β + −β +β + β − β σ − σ − σ = ,

т. е. имеем 7-членное рекуррентное соотношение 

( )1 1 2 3 4 55 6 7 ( 5) kk a k b c  − = , , ,..., − + +β +β +β +β +

( ) ( ){ }1 1 2 3 4 2 4( 4)( 5) 4 ( 4) kk k a k i i b c 
−  + − − + − − + −β +β − β + β σ + +

( ) ( )2 3
2 1 2 3 4 3 1 2 3 4 2( 3) k ka k c i i c 

− −  
+ − + σ β +β −β −β + −β +β + β − β σ +

 
4 4 4 4 4 4

1 1 1 2 2 1( 1) ( 1) ( 1) 0k k ka k b c k k a k b c a k c 
− +  

 + −σ − − σ + −σ − − σ − σ − σ + = .   
(12)

В соответствии с методом Пуанкаре – Перрона разделим последнее соотношение на 2
5 :kk c −  
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( )1 1 2 3 42
1 ( 5)a k b

k
 
 − + + β + β + β + β +

( ) ( ){ } 4
1 1 2 3 4 22

5

1 ( 4)( 5) 4 ( 4) k

k

ck k a k i i b
ck

− 
  

−
+ − − + − − + −β + β − β + β σ + +

( ) 3 42
2 1 2 3 42

4 5

1 ( 3) k k

k k

c ca k
c ck

− − 
   − −

+ − + σ β + β − β − β +

( ) 2 3 43
1 2 3 42

3 4 5

1 k k k

k k k

c c ci i
c c ck

− − −

− − −
+ −β + β + β − β σ +

1 2 3 44 4
12

2 3 4 5

1 ( 1) k k k k

k k k k

c c c ca k b
c c c ck

− − − −

− − − −
 + −σ − − σ + 

1 2 3 44 4 4
1 22

1 2 3 4 5

1 ( 1) k k k k k

k k k k k

c c c c ck k a k b
c c c c ck

− − − − 
   − − − − −

+ −σ − − σ − σ −

1 1 2 3 44
22

1 2 3 4 5

1 ( 1) 0k k k k k k

k k k k k k

c c c c c ca k
c c c c c ck

+ − − − −

− − − − −
− σ + =

и устремим k → ∞. В результате получим алгебраическое уравнение для величины, определяю-
щей возможные радиусы сходимости: 

 

4 4 5
conv conv

5

1 1lim 0,k

k k

cR r r r R
r c

−

→∞ −
= , = , − σ = = =| γ |, ∞.

| | | σ |  

Поскольку на границе круга с радиусом |γ| поведение решений регулярное, можно полагать, что 
ряд сходится при всех конечных r.

Будем пробовать в качестве условия квантования использовать ограничение, выделяющее 
из всех возможных решений Фробениуса так называемые трансцендентные решения (это обоб-
щение условия, применяющегося для выделения трансцендентных функций Гойна [9–11]). Для 
этого следует обратиться к рекуррентной формуле (12) и потребовать обращения в нуль коэффи-
циента при ck–5:

 ( )5 1 1 2 3 45 6 7 ( 5) 0kk P a k b −  = , , ,..., = − + + β + β + β + β = .  
(13)

Отметим, что если дополнительно к этому условию потребовать в рекуррентном соотноше-
нии (12) обращения в нуль множителей при коэффициентах ряда 

 4 3 2 1k k k k kc c c c c− − − −, , , , ,  

это даст еще 5 уравнений: 

 4 3 2 10 0 0 0 0k k k k kP P P P P− − − −= , = , = , = , = ,  (14)

в силу рекуррентных соотношений все остальные коэффициенты степенного ряда обратятся 
в нуль, т. е. ряд превратится в полином. Понятно, что при этом уравнения (13), (14) должны иметь 
совместные решения. 

Не следует думать, что не существует примеров, когда условиям полиномиальности можно 
удовлетворить и попасть при этом в физически интересные области параметров. Однако анализ 
возможности получения полиномиальных решений для рассматриваемой в работе системы да-
ет отрицательный результат: в области изменения параметра энергии для связанных состояний 

(0 1)ε∈ ,  совместных решений условий полиномиальности не существует. 
4. Условие квантования при минимальном l = 0. Прежде чем приступить к анализу ус-

ловия квантования, удобно в уравнении перейти к безразмерным величинам. Для этого учтем, 
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что в качестве единицы измерения длины можно взять комптоновскую длину волны частицы λ: 
/ 1 / ,M mc= = λ  тогда возникают безразмерные величины 

2
2

E EMr x E M
M c mc mc

′ ′ε
= , = ⋅ = = , γ = Γ.





При этом уравнение при l = 0 (см. (8)) преобразуется в следующее: 

2 3

2 4 2
6 4d R x dR
x dxdx x

 
+ − +  + Γ 

 

2 2
2

2 3 4 4 2
2 4 3 4 ( )1 0E E ExE R

x x x x x
 α α Γ αΓ − Γ Γ + α

+ − + + + + − = . 
+ Γ   

Переход к безразмерным единицам достигается формальными заменами 1r x M E→ , → , ε → , γ → Γ .
1r x M E→ , → , ε → , γ → Γ . 

Подстановка для решений Фробениуса имеет вид 

20 ( ) ( ) 1C Ax B xl R x x e e f x A E/= , = , = ± − ,

(3 ) 2 1EB C
B

Γ = ± −Γ α − Γ , = − . 
 

Для исследуемого ниже случая с отрицательным значением Γ имеем следующие выражения 
для параметров (предполагаем описание связанных состояний): 

 

2 21 (3 ) 2
(3 )

EA E B C − Γ
= − − , = − −Γ α − Γ , = −

−Γ α − Γ  

и явный вид уравнения 

2

2 2
2 6 2 1 1 1 12d f C B dfA

x x x x i x i dxdx x
+ + − + − − − − + + Σ − Σ + Σ − Σ 

2 2

2
2 6 2 2 5E A AC AB C C

x x
 α + + α − + +

+ + +


3 2 3 2

3 3
1 1

( ) ( )
E A B C E A B C

x x
−Γ Σ + αΓ − Σ + Σ + Σ −Γ Σ − αΓ − Σ + Σ − Σ

+ ⋅ + ⋅ +
+ Σ − ΣΣ Σ

3 2 3 2

3 3
1 1 0

( ) ( )
E i A B iC E i A B iC f

x i x i
Γ Σ + Γα − Σ − Σ − Σ Γ Σ − Γα − Σ − Σ + Σ

+ ⋅ + ⋅ =+ Σ − ΣΣ Σ 

или сокращенно (напоминаем, что 2 4Γ = −Σ ) 

1 2
2

1 1 1 1a af a f
x x x x i x ix

 ′′ ′+ + + − − − − + + Σ − Σ + Σ − Σ 

 

1 2 1 2 3 4
2 0b b f

x x x x i x ix
β β β β + + + + + + = . + Σ − Σ + Σ − Σ   
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Обратимся к анализу условия трансцендентности решений (13) для случая l = 0: 

( )5 1 1 2 3 45 6 7 ( 5) 0;kk P a k b −  = , , ,..., = − + + β + β + β + β =

рассматриваем случай отрицательных значений Γ < 0: 

2
12 2 1 2 6 2a A E b E A AC= = − − , = α + + ,

3 2 3 2

1 2 3 4 3 3
E A B C E A B C−Γ Σ + αΓ − Σ + Σ + Σ −Γ Σ − αΓ − Σ + Σ − Σ

β + β + β + β = + +
Σ Σ

3 2 3 2

3 3 4E i A B iC E i A B iC AΓ Σ + Γα − Σ − Σ − Σ Γ Σ − Γα − Σ − Σ + Σ
+ + = − .

Σ Σ

Найдем для этого случая аналитическую форму условия квантования

( )1 1 2 3 4( 5)a k b− + + β + β + β + β =

2 10 2 6 2 4 2 8 2 2 0Ak A E A AC A Ak A E AC= − + α + + − = − + α + = ,

далее получаем уравнение относительно энергий E: 

 ( )
2 26 7 8 9 10 2 2 1 6 0

3
Ek E E k

 Γ = , , , , ,..., α − − − − = .
 −Γ α − Γ   

Преобразуем уравнение для E к явному виду уравнения 4-й степени:

( )
( )

( )

32 4 4 64
3 3

k EE − ΓΓ
− +

Γ − α + Γ Γ − α + Γ

( ) ( )
( )
( )

( )
2

2 22 2 4 64 06 6
3 3

k E
Ek k

  − ΓΓ
+ + α − + − = .− − Γ − α + Γ Γ − α + Γ 

Найдем его корни (рассматриваем несколько значений для k) при Γ = –0,001:

1 2 3 46 0,0 0,0 0,9998474910 0,9998474910k E E E E= , = , = , = , = − ;

1 27 0,9999867507 0,9999213828k E E= , = , = − ,

3 42,392615505 0,01922309598 2,392615505 0,01922309598E i E i= − + , = − − ;

1 28 0,9999954436 0,9999893567k E E= , = , = − ,

3 44,785168685 0,01785830114 4,785168685 0,01785830114E i E i= − + , = − − ;

1 29 0,9999977197 0,9999960043k E E= , = , = − ,

3 47,177749321 0,01763591332 7,177749321 0,01763591332E i E i= − + , = − − ;

1 210 0,9999986350 0,9999979237k E E= , = , = − ,

3 49,570331642 0,01755953433 9,570331642 0,01755953433E i E i= − + , = − − .
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Уравнение имеет 4 множества корней, зависящих от орбитального момента l и главного кван-
тового числа k = 1,2,3… . Помеченное индексом 1 множество значений, одно из множеств корней 

2
10 ,l kE mc,< <  может интерпретироваться как отвечающее некоторым связанным состояниям 

частицы в кулоновском поле. 
Анализ радиального уравнения для частицы Кокса в кулоновском поле и условия кванто-

вания для уровней энергии при остальных значений l = 1,2,… будут рассмотрены в отдельной 
работе. 
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ОСОБЕННОСТИ АКУСТООПТИЧЕСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ОПТИЧЕСКИХ 
И АКУСТИЧЕСКИХ БЕССЕЛЕВЫХ ПУЧКОВ В ПОПЕРЕЧНО ИЗОТРОПНЫХ 

ОПТИЧЕСКИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ КРИСТАЛЛАХ

Аннотация. Исследованы особенности акустооптической (АО) дифракции с участием бесселевых светового 
и акустического пучков в анизотропных кристаллах. Рассмотрены кристаллы гексагональной симметрии, которые 
являются оптически положительными, а акустически – поперечно изотропными. Показано, что в отличие от случая 
АО дифракции плоских волн, переход к бесселевым пучкам позволяет реализовать ряд новых каналов дифракции, 
имеющих специфические конфигурации волновых векторов взаимодействующих волн при сохранении аксиальной 
симметрии оптической схемы в целом. Проведена классификация каналов дифракции для анизотропного рассеяния 
и для них рассчитаны основные параметры рассеянного бесселева светового пучка и параметры бесселева акусти-
ческого пучка. Обнаружена возможность реализации изотропного типа дифракции, что позволяет повысить эффек-
тивность АО преобразования. Определены его характеристики для двух каналов рассеяния, а именно, рассеяния на 
попутном бесселевом акустическом пучке и на обратном. 

Из-за многообразия каналов рассеяния, а также с учетом того, что бесселевы световой и акустический пучки об-
ладают винтовыми дислокациями волнового фронта, а также подавленным дифракционным расплыванием, изуче-
ние особенностей АО дифракции таких пучков в оптически положительных кристаллах представляет как научный, 
так и практический интерес.

Ключевые слова: бесселевы световые пучки, бесселевы акустические пучки, акустооптическая дифракция, оп-
тически положительные кристаллы
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SOME FEATURES OF ACOUSTO-OPTIC INTERACTION OF OPTICAL AND ACOUSTIC  
BESSEL BEAMS IN TRANSVERSELY ISOTROPIC OPTICALLY POSITIVE CRYSTALS

Abstract. Some basic properties of acousto-optical (AO) diffraction involving Bessel light and acoustic beams in 
anisotropic crystals are investigated. Hexagonal symmetry crystals are considered and are optically uniaxial and positive 
and acoustically transversely isotropic. It is shown that, unlike the case of AO diffraction of plane waves, the transition to 
Bessel beams allows one to realize a number of new diffraction channels having specific configurations of the wave vectors 
of interacting waves while maintaining the axial symmetry of the optical scheme as a whole. The diffraction channels for 
anisotropic scattering are classified and the main parameters of the scattered Bessel light beam and the parameters of the 
Bessel acoustic beam are calculated for each of them. The possibility of implementing the isotropic-type diffraction was 
revealed, which makes it possible to increase the efficiency of AO conversion. The parameters of this-type diffraction are 
determined for two scattering channels, namely, for scattering by a direct Bessel acoustic beam and by a backward propagating 
acoustic beam.

Due to the appearance of a set of scattering channels and with regard to the fact that Bessel light and acoustic beams have 
helical wave front dislocations, as well as suppressed diffraction spreading, the study of the features of AO diffraction of such 
beams in optically positive crystals has both a scientific and practical interest.

Keywords: Bessel light beams, Bessel acoustic beams, acousto-optic diffraction, optically positive crystals
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Введение. Актуальной задачей оптики бесселевых световых пучков (БСП) является раз-
работка методов перестройки их параметров, таких как состояние поляризации, угол конуса 
и порядок фазовой дислокации волнового фронта. Применение методов акустооптики считается 
перспективным решением данной задачи, так как позволяет одновременно управлять всеми на-
званными параметрами БСП. Особенность акустооптической (АО) дифракции с участием бессе-
левых пучков (БП) состоит в том, что она предоставляет широкий набор возможностей реали-
зации пространственных синхронизмов. Это связано, во-первых, с наличием конуса волновых 
векторов, из которых сформированы БП, и, во-вторых, с применением не только плоских аку-
стических волн или пучков гауссова типа, но и бесселевых акустических пучков (БАП).

Акустооптическая дифракция бесселевых световых пучков на плоской акустической волне, 
распространяющейся вдоль оптической оси одноосного кристалла, была ранее исследована нами 
в [1–2]. Показано, что дифрагированный и падающий БСП отличаются углом конуса и могут от-
личаться также состоянием поляризации и порядком m фазовой дислокации волнового фронта. 
Вследствие распространения вдоль оптической оси переключение поляризации при анизотроп-
ной дифракции осуществляется между ТН- и ТЕ-собственными модами одноосного кристалла, 
являющимися строгими решениями уравнений Максвелла. Изменение порядка фазовой дисло-
кации бесселевых световых пучков происходит из-за азимутальной зависимости параметров АО 
взаимодействия в кристаллах. В случае обратного рассеяния, когда изменяется направление рас-
пространения БСП, возможно пространственное разделение ТН- и ТЕ-поляризованных свето-
вых пучков, или, в частном случае m = 0, радиально и азимутально поляризованных БСП. 

Переход к акустооптической дифракции с участием бесселевых акустических пучков расши-
ряет возможности управления параметрами БСП. Это происходит из-за появления новых схем 
реализации векторного синхронизма, так как БАП, аналогично БСП, представляет собой конус 
плоско-волновых компонент. Следствием этого является зависимость эффективности АО диф-
ракции от поперечного согласования трех бесселевых пучков, а не только от выполнения ус-
ловия продольного фазового синхронизма [3–5]. Отметим, однако, что требование поперечного 
согласования бесселевых пучков может усложнить структуру акустооптической ячейки, в част-
ности, привести к необходимости использования ультразвуковых преобразователей с кониче-
ской структурой [4].

Существенно, что волновой фронт бесселевых акустических пучков в общем случае содер-
жит винтовые дислокации волнового фронта, которые будут взаимодействовать с соответству-
ющими дислокациями БСП. Интересно, что это взаимодействие дислокаций сопровождается 
изменением состояния поляризации бесселевых световых пучков, что представляет собой про-
явление спин-орбитального взаимодействия в процессе АО дифракции [3].

Исследованию АО дифракции с участием бесселевых акустических пучков способствует на-
личие развитой к настоящему времени строгой теории БАП в различных средах, включая аку-
стически изотропные, поперечно-изотропные среды, а также кристаллы [6–9]. Также предложен 
и реализован ряд методов формирования БАП (их краткий обзор см., напр., в [4]). 

Проведенные к настоящему времени исследования особенностей АО взаимодействия бессе-
левых пучков касаются только поперечно-изотропных оптически отрицательных кристаллов. 
Однако существует широкий набор оптически положительных кристаллов (например, CdS, ZnO, 
Ti и др.), которые обладают хорошими акустооптическими свойствами и широко используются 
в различных АО устройствах. Для изучения особенностей акустооптической дифракции в опти-
чески положительных кристаллах необходимо вовлечение в рассмотрение новых конфигураций 
АО взаимодействия, в частности участия вертикально поляризованной поперечной акустиче-
ской волны (SV-волны [8]). Таким образом, актуально исследование особенностей акустооптиче-
ской дифракции БСП на бесселевых акустических пучках SV-типа в оптически положительных 
кристаллах. 

В настоящей работе рассматриваются два типа АО дифракции в таких кристаллах, а именно: 
анизотропный и изотропный типы. В пределах каждого из них установлен и классифицирован 
ряд качественно различных каналов дифракции, для которых построены векторные диаграм-
мы, соответствующие синхронному АО рассеянию. Получены формулы, позволяющие рассчи-
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тать параметры рассеянного БСП и БАП для каналов дифракции, соответствующих рассеянию 
вперед. Проведены численные расчеты зависимости этих параметров от угла конуса падающего 
бесселева светового пучка. 

Векторные диаграммы акустооптического взаимодействия. Для акустооптического взаи-
модействия БСП в одноосных кристаллах оптимальная геометрия, соответствующая цилиндри-
ческой симметрии пучков, реализуется при их распространении вдоль оптической оси. В этом 
случае отсутствуют искажения взаимодействующих пучков, вызванные анизотропией. Что ка-
сается БАП, то для уменьшения эффектов анизотропии наиболее простым является случай рас-
пространения в акустически поперечно изотропных средах. Далее этот случай и будет рассма-
триваться.

На рис. 1 показана часть сечения поверхностей волновых векторов одноосного положитель-
ного кристалла плоскостью, проходящей через оптическую ось с, вдоль которой направлена де-
картова ось z. Эллиптическая кривая относится к необыкновенной плоской волне (индекс е), или 
же TH-бесселевой моде; круговая расположена внутри эллиптической (no < ne) кривой и относит-
ся к обыкновенной плоской волне (индекс о), или TЕ-моде БСП.

В общем случае в рассматриваемой схеме возможны четыре типа акустооптической дифрак-
ции: е → о, е → e, o → e и o → o. Далее мы ограничимся рассмотрением двух из них, а имен-
но: анизотропным e → o и изотропным e → e типами. В этом случае падающий БСП является 
TH-поляризованным (или е-пучком). Волновой вектор этого пучка, лежащий в плоскости (x, z), 
обозначен на рис. 1 как ke,in. Волновые векторы ko,d и ke,d относятся к дифрагированным БСП, 
а вектор ks – к БАП. Световые падающий и дифрагированный бесселевы световые пучки распро-
страняются в положительном направлении оси z, а акустический БП может распространяться 
как попутно, так и встречно по отношению к БСП. Волновые векторы для светового и акусти-
ческого БП (см. рис. 1) имеют смысл локальных волновых векторов из бесконечных их суперпо-
зиций, образующих поверхности круговых конусов с осью симметрии, совпадающей с оптиче-
ской осью. Для локальных волновых векторов БСП и БАП, аналогично плоским волнам, можно 
ввести в рассмотрение векторные диаграммы АО дифракции, связывающие волновые векторы 
падающего и дифрагированного БСП с соответствующим волновым вектором БАП. В общем 
случае эти три вектора могут иметь разные азимутальные координаты, что приводит к большо-
му многообразию типов или каналов АО рассеяния. Далее ограничимся более простым случаем

1

1′
2

3
4

5

6

7

7′

8

9

a b

Рис. 1. Фрагмент сечения поверхности волновых векторов главной плоскостью XZ одноосного оптически 
положительного кристалла (c – оптическая ось) и векторные диаграммы для характерных каналов анизотропной (а) 

и изотропной (b) АО дифракции БСП и БАП; волновые векторы БАП показаны штриховыми линиями

Fig. 1. Fragment of the cross section of the wave vector surface by the XZ plane of a uniaxial optically positive crystal 
(c is the optical axis) and vector diagrams for characteristic channels of anisotropic (a) and isotropic (b)  

AO diffraction of BLB and BAB; BAB wave vectors are shown by the dashed lines
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равенства азимутальных координат векторов ,in dk k
 

 и ,sk


 когда все возможные векторные ди-
аграммы расположены в плоскости, содержащей оптическую ось (см. рис. 1). Для этого случая 
можно провести удобную классификацию векторных диаграмм и соответствующих им типов 
акустооптической дифракции или каналов рассеяния. Было выделено 7 характерных конфигу-
раций волновых векторов или векторных диаграмм для АО дифракции e → o типа. Соот вет-
ствующие им каналы дифракции или рассеяния в плоскости (x, z) обозначены цифрами 1–7. 
Аналогично каналы 8 и 9 на рис. 1, b относятся к e → е типу дифракции.

При наличии векторного синхронизма локальные волновые векторы падающего и дифраги-
рованного БСП и соответствующий вектор БАП образуют замкнутые треугольники. Отсюда 
следуют уравнения векторного синхронизма для БП, аналогичные известным уравнениям для 
плоских волн:

 , ,e s d ok k k 
  

 (1a)

 , .e s d ek k k+ =
  

  (1б)

Уравнения (1a) и (1б) описывают соответственно анизотропную и изотропную дифракцию. 
На рис. 1 для семи каналов анизотропной е→о-дифракции и двух каналов изотропной 

е→е-дифракции волновые числа падающего и дифрагированных БСП обозначены как kе,in и ko,d, 
ke,d, а ks обозначает волновое число звука.

Некоторые свойства каналов рассеяния 1–7 следуют непосредственно из рис. 1. Так, в ка-
нале 1 рассеянное поле распространяется вдоль оптической оси, т. е. является плоской волной; 
канал 2 характерен тем, что волновой вектор БАП касается о-поверхности, а не пересекает ее; 
в канале 3 происходит рассеяние на развернутом БАП (угол конуса равен 90°); в канале 4 реа-
лизуется коллинеарное рассеяние на обратном БАП (здесь углы конуса трех бесселевых пучков 
совпадают); канал 5 соответствует дифракции на обратной плоской волне, а канал 6 аналогичен 
каналу 2, но для обратного БАП; для канала 7 дифрагированный о-БСП является развернутым, 
т. е. угол конуса равен 90°; каналы 8 и 9 соответствуют изотропной e→e-дифракции на попутном 
(или прямом) и обратном БАП. 

Для каналов 1–3, соответствующих дифракции на прямых бесселевых акустических пучках, 
можно определить минимальный угол конуса γs,min, необходимый для достижения синхронизма. 
Из рис. 1, а видно, что он реализуется для дифракции в канал 2, т. е. γs,min = γs,2. Поскольку для 
этого канала парциальный волновой вектор ks касается о-поверхности, то данный синхронизм 
может быть назван касательным. Для углов конуса, больших, чем γs,2, уравнения синхронизма 
будут иметь 2 решения, так как акустический волновой вектор в этом случае дважды пересекает 
о-поверхность. Это видно из рис. 1, а для дифракции, например, в каналы 1 и 1′. Здесь один из 
каналов (1′) является относительно низкочастотным, а второй (1) – высокочастотным. При этом 
по мере увеличения угла конуса γs резонансная акустическая частота низкочастотного канала 
уменьшается, а высокочастотного – возрастает. Далее мы не будем рассматривать малоинтерес-
ные с технической точки зрения высокочастотные каналы дифракции, соответствующие точкам 
пересечения левее точки 1 на рис. 1, а.

Минимальное значение акустической частоты требуется в канале рассеяния 3, который соот-
ветствует предельному случаю дифракции на развернутом БАП, когда угол конуса γs = 90°. 

Анизотропное рассеяние на прямом бесселевом акустическом пучке. Количественный 
анализ на основе векторных диаграмм. Для количественного анализа e→o-дифракции обра-
тимся к уравнению синхронизма (1а). Проекция векторов этого уравнения на ось z и на пло-
скость (x, y) определяет условия так называемых продольного и поперечного синхронизмов при 
акустооптическом взаимодействии БСП и БАП:

 

cos cos cos ,
sin sin sin .

e e s s o o

e e s s o o

k k k
k k k

γ + γ = γ
γ − γ = γ  

(2)
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Отсюда находим волновое число БАП и угол конуса дифрагированного БСП:

 
2 2 2cos( ) sin( ) ,s e e s o e e sk k k k= − γ + γ ± − γ + γ  (3)

 

sin sintg .
cos cos

e e s s
o

e e s s

k k
k k

γ − γ
γ =

γ + γ  
(4)

Данные формулы позволяют рассчитать, например, зависимость ks и γo от угла конуса γs БАП 
и угла конуса γe = γe,in падающего е-БСП. По известному волновому числу ks далее может быть 
рассчитана акустическая частота ( ) 2 ,s s sf k v= γ π  где v(γo) – зависящая от угла конуса γs ско-
рость SV – БАП. Эта скорость рассчитывается из уравнения [10]

 
 

2 2 2
44 11 33

1 222 2 2 2
11 44 44 33 13 44

2 sin cos

( )sin ( )cos ( ) sin 2 ,

s s

s s s

v с с с

с с с с с с

      

             
(5)

где сik – компоненты тензора упругой жесткости, ρ – плотность кристалла.
Применим полученные формулы для определения угла конуса и частоты бесселева акусти-

ческого пучка для каналов рассеяния 1, 2 и 3. Минимальный угол конуса БАП, при котором 
возможна синхронная дифракция, соответствует, как указано выше, касательному синхронизму 
и реализуется для канала 2. Этот угол можно найти из условия равенства нулю подкоренного 
выражения в (3), откуда следует 

 

1
,2 cos / 2.

( )
o

s e
e e

n
n

−  
γ = − γ + π γ   

(6)

Волновое число БАП при этом равно 

2 2( ) ,s e e ok k k= γ −

а угол дифракции γo находим из (4). 
На рис. 2 показаны зависимости угла конуса γs,2, частоты БАП, а также угла конуса γo диф-

рагированного о-БСП в канале 2 от угла конуса γe падающего е-БСП. Графики на рис. 2 и 3–6 
построены применительно к кристаллу ZnO со следующими параметрами: 

no = 1,998; ne = 2,0147; с44  = 4,25 · 1010 Па; с11 = 20,97 · 1010 Па; с33 = 21,09 · 1010 Па; 
с13 = 10,51 · 1010 Па; ρ = 5,67 · 103кг/м3 для длины волны λ = 0,63 мкм.
Из рис. 2, а видно, что касательный синхронизм может быть реализован для любого значения 

угла конуса падающего БСП при соответствующем подборе угла конуса и частоты БАП. Для 
двух предельных случаев γe = 0 и γe = π/2 из (6) находим максимальное и минимальное значения 
угла конуса бесселева акустического пучка, равные соответственно γs,2 = π/2 и γs,2 = cos–1(no/ne). 
Для кристалла ZnO минимальный угол γs,2 равен 7,38°.

Частота БАП в канале 2 рассчитывается, подстановкой в формулу 

( ) 2s s sf k v= γ π

скорости v(γs) из (5) и волнового числа БАП, равного 
2 2

0 ( ) .
os e ek k n n  

При γe → 0 волновое число БАП и его частота также стремятся к нулю (рис. 2, b). Максимальная 
частота БАП требуется для дифракции на развернутом БСП (γe = π/2). В этом случае 

1 1 2 2
,2 ,max ,2cos ( ),     ( ) .

e os o e s sn n f v n n      
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a                                                                                              b

c

Рис. 2. Зависимость минимального угла конуса бесселева акустического пучка (a), частоты звука (b)  
и угла конуса дифрагированного бесселева светового пучка (c) от угла конуса падающего БСП  

для касательного синхронизма

Fig. 2. Dependence of the minimum cone angle of the BAB (a), the acoustic frequency (b) and the cone angle  
of the diffracted BLB (c) on the cone angle of the incident BLB for tangential synchronism

Расчет для кристалла ZnO дает fs,max = 1,18 ГГц. В промежутке между этими крайними значе-
ниями угла γe акустическая частота возрастает нелинейно с насыщением при бόльших значени-
ях γe (см. рис. 2, b).

Зависимость углов конуса γe(γo) падающего и дифрагированного бесселевых световых пуч-
ков описывается формулой (4), из которой следует (см. также рис. 2, с), что при γe = 0 угол γo = 0, 
а при γe = π/2 угол γo находится из уравнения 

2 2tg .o o e on n nγ = −

Для кристалла ZnO этот угол равен 82,62°. Для канала 1 из (2) находим 

 

( )sintg , ( )sin sin .
( )cos

e e e
s s e e e s

o e e e

k k k
k k

γ γ
γ = = γ γ γ

− γ γ  
(7)

При γe → 0 расчет предела первого уравнения (7) дает, что угол γs → π/2. При γe = π/2 полу-
чим 1tg ( ).s e on n−γ =  Для кристалла ZnO этот угол равен 45,24º. Зависимость γs(γe) во всем диа-
пазоне углов конуса показана на рис. 3, a.
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Рис. 3. Зависимость угла конуса бесселева акустического пучка (a) и частоты звука (b)  
от угла конуса падающего бесселева светового пучка для канала дифракции 1

Fig. 3. Dependence of the BAB cone angle (a) and the acoustic frequency (b) on the cone angle  
of the incident BLB for diffraction channel 1

Из второго уравнения (7) определяем зависимость частоты звука от угла γe. Видно, что при 
γe → 0 частота также стремится к нулю. В другом предельном случае γe = π/2 и с учетом того, что 
в данном случае 

2 2sin( ) ,s e o en n nγ = +

получим 
2 2

0 .s o ek k n n= +

Как видим, волновое число БАП в данном случае превосходит волновое число БСП, что ука-
зывает на предельно высокую акустическую частоту. Согласно численным расчетам (см. рис. 3, b), 
частота здесь равна 13,61 ГГц.

Для канала дифракции 3 (рис. 4) угол γs = 90º и формула для волнового числа низкочастотно-
го БАП в (3) примет вид

 
2 2 2( )sin ( ) cos .s e e e o e e ek k k k= γ γ − − γ γ  (8)

Рис. 4. Зависимость частоты звука от угла конуса падающего бесселева светового пучка для канала дифракции 3

Fig. 4. Dependence of the acoustic frequency on the cone angle of the incident BLB for diffraction channel 3
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Рис. 5. Зависимость акустической частоты от угла конуса бесселева  
акустического пучка для промежуточных каналов дифракции между каналами 3 и 1

Fig. 5. Dependence of the acoustic frequency on the BAB cone angle  
for the intermediate diffraction channels between 3 and 1

Из (8) следует, что при γe → 0 волновое число БАП и его частота также стремятся к нулю. 
При γe = π/2 получаем 0( )s e ok k n n= −  или ( 2)( ) .s s e of v n n= π − λ  Для кристалла ZnO эта ча-
стота равна 72,1 MГц.

В общем случае канал высокочастотной дифракции располагается в диапазоне между точ-
ками 2 и 1, а низкочастотной – между 2 и 3 (см. рис. 1, а). Зависимость между частотой и углом 
конуса БАП для обоих каналов показана на рис. 5. Угол конуса γe,in принят равным 45º.

Цифры 1–3 на графике соответствуют каналам дифракции, показанным на рис. 1, а. Как ви-
дим, в окрестности канала 2 имеет место высокая чувствительность акустической частоты по 
отношению к изменению угла конуса БАП. Ясно, что аналогичная ситуация имеет место и вбли-
зи канала дифракции 6 (см. рис. 1, а).

Изотропное рассеяние. Из укороченных уравнений, описывающих акустооптическую диф-
ракцию в кристаллах гексагональной симметрии, следует, что в данных кристаллах индуциро-
ванное АО взаимодействием изменение тензора диэлектрической проницаемости для вертикаль-
но поляризованной (SV) акустической волны наряду с недиагональными компонентами имеет 
также и ненулевые диагональные компоненты, т. е. в цилиндрических координатах компонен-
ты Δερρ, Δεφφ и Δεzz. Как следствие, в оптически положительных кристаллах при возбуждении 
вертикально поляризованной поперечной волны становится возможным рассеяние типа e → e. 
Данный тип рассеяния представляет практический интерес в связи с перспективой увеличения 
эффективности АО преобразования вследствие улучшения пространственного синхронизма при 
взаимодействиях одинаковых по структуре компонент бесселевых пучков.

Векторная диаграмма для e→e-типа рассеяния показана на рис. 1, b, из которой для рассея-
ния на прямом бесселевом акустическом пучке следуют уравнения синхронизма
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Для рассеяния на обратном БАП в (9) необходимо заменить ks → –ks. Для заданного угла ко-
нуса падающего бесселева светового пучка из (9) находим зависимости волнового числа ks и угла 
конуса γs БАП от угла конуса дифрагированного БСП, необходимые для реализации синхронной 
дифракции
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Рис. 6. Зависимость частоты и угла конуса бесселева акустического пучка в изотропном e→e-канале дифракции

Fig. 6. Dependence of the frequency and the BAB cone angle in the isotropic e→e diffraction channel

На рис. 6 показаны зависимости частоты и угла конуса бесселева акустического пучка 
в e→e-канале дифракции для случая, когда угол конуса дифрагированного бесселева светового 
пучка расположен в окрестности угла конуса падающего БСП. Угол последнего выбран равным 
γe = 45°. Из графика на рис. 6, а следует, что для изменения угла конуса БСП на 1° необходимо 
изменение частоты БАП, равное примерно 167 MГц. Из графика на рис. 6, b находим, что тре-
буемое при этом изменение угла конуса бесселева акустического пучка равно 0,5º. Тогда, к при-
меру, для уменьшения угла конуса БСП на 3° до величины γe,d = 42° требуется БАП с частотой 
d 500 MГц и углом конуса d 43º.

Заключение. Проведено описание акустооптической дифракции бесселевых световых и аку-
стических пучков в поперечно изотропных оптически положительных кристаллах гексагональ-
ных классов симметрии. Рассмотрена цилиндрически симметричная геометрия АО рассея-
ния, когда световые и акустический бесселевы пучки распространяются вдоль оптической оси 
кристалла. Исследованы анизотропный и изотропный типы дифракции, когда падающий ТН-
поляризованный БСП порождает соответственно ТН- и ТЕ-поляризованные БСП. Показано, что 
в зависимости от частоты и угла конуса бесселева акустического пучка может существовать ряд 
качественно отличных каналов дифракции. Для этих каналов проведены расчеты параметров 
БАП, а именно: угла конуса и частоты, необходимых для реализации продольного и поперечно-
го синхронизмов. Также определены параметры рассеянного БСП для случая рассеяния вперед 
на прямом БАП. Исследованная схема АО дифракции в оптически положительных кристаллах 
представляет также практический интерес для разработки акустооптических дефлекторов и мо-
дуляторов на основе бесселевых пучков.
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Ф. П. Коршунов, Н. Е. Жданович, Д. Н. Жданович1

Научно-практический центр Национальной академии наук Беларуси  
по материаловедению, Минск, Беларусь 

ВЛИЯНИЕ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОГО ОТЖИГА НА ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ОБЛУЧЕННЫХ БЫСТРЫМИ ЭЛЕКТРОНАМИ p-n-СТРУКТУР  

НА ЯДЕРНО-ЛЕГИРОВАННОМ КРЕМНИИ

Аннотация. Приводятся результаты исследования влияния отжига (Тотж = 300–800 ºС) на время жизни неос-
новных носителей заряда tP в n-базе p-n-структур на базе высокоомного ядерно-легированного кремния (ЯЛК) 
КОФ300, облученных электронами с Еe = 4 МэВ при комнатной температуре флюенсами Ф = 1 · 1014–3 · 1016 см–2. 
Установлено, что при малых флюенсах электронов (Ф = 1 · 1014 см–2) отжиг времени жизни неосновных носителей 
заряда tP в n-базе структур проходит в две стадии: первая – 320–400 ºС, вторая – 550–650 ºС. При более высоких 
флюенсах облучения (Ф = 5 · 1015–2 · 1016 см–2) наблюдается три стадии отжига: первая – 400–450 ºС, вторая – 520–
650 ºС и третья – 710–770 ºС. При этом на зависимости барьерной емкости С структур от Тотж для высоких флюенсов 
облучения до Тотж = 400 ºС измеряется геометрическая емкость. В диапазоне Тотж = 420–570 ºС наблюдается рост 
С с максимумом при Тотж = 480 ºС и последующий спад до значений геометрической емкости в области Тотж = 600–
670 ºС, а затем рост в области Тотж = 720–770 ºС до значений, соответствующих необлученному образцу с выходом 
на плато при Тотж = 770–800 ºС. Анализ DLTS-спектров исследуемых структур позволил установить образование 
в процессе отжига глубокого акцепторного уровня ЕС – 0,68 эВ при Тотж > 400 ºС, глубокого донорного уровня ЕС – 
0,32 эВ при отжиге в диапазоне Тотж = 420–570 ºС и глубокого акцепторного уровня ЕС – 0,53 эВ при Тотж > 700 ºС, что 
удовлетворительно объясняет полученные в данной работе зависимости tP и С от Тотж.

Ключевые слова: радиационный дефект, радиационно-термический дефект, электронное облучение, высоко-
температурный отжиг, время жизни неосновных носителей заряда, DLTS-спектроскопия
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F. P. Korshunov, N. E. Zhdanovich, D. N. Zhdanovich

Scientific-Practical Materials Research Centre of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus

INFLUENCE OF HIGH-TEMPERATURE ANNEALING ON THE CHARACTERISTICS OF FAST ELECTRON-
IRRADIATED p-n-STRUCTURES BASED ON NEUTRON DOPED SILICON 

Abstract. The investigation results of the annealing influence (Тann = 300–800 ºС) on the minority charge currier lifetime 
tP in the n-base of p-n-structures, manufactured on the base of neutron transmutation doped silicon (NTD) КОФ300, irra-
diated at room temperature by different fluences (F = 1 · 1014 – 3 · 1016 cm–2) of electrons with the energy of Еe = 4 MeV are 
presented. It is established that at low electron fluences (F = 1 · 1014 cm–2), the annealing of minority charge currier lifetime tP 
in the n-base of p-n-structures occurs in two stages: the first – 320–400 ºС and the second – 550–650 ºС. At higher electron 
fluences (F = 5 · 1015–2 · 1016 cm–2), three annealing stages occur: the first – 400–450 ºС, the second – 520–650 ºС and the 
third – 710–770 ºС. At this, the structure barrier capacitance C dependences on Тann at high electron fluences show the geom-
etry capacitance up to the annealing temperatures Тann = 400 ºС. In the annealing temperature range of Тann = 420–570 ºС, 
the increase in С with maximum is seen at Тann = 480 ºС and a subsequent decrease in the geometry capacitance is seen in the 
annealing temperature range of Тann = 600–670 ºС, and then again the increase in С occurs in the annealing temperature range 
of Тann = 720–770 ºС reaching the С values corresponding to those of the non-irradiated samples in the annealing tempera-
ture range of Тann = 770–800 ºС. The analysis of the DLTS-spectra of the investigated structures has allowed establishing the 
formation in the annealing process of the deep acceptor level ЕС – 0.68 eV at Тann > 400 ºС, the deep donor level ЕС – 0.32 eV 
in the annealing temperature range of Тann = 420–570 ºС and the deep acceptor level ЕС – 0.53 eV at Тann > 700 ºС, which sat-
isfactorily explains the dependences of t P and С on Тann obtained in this paper.

Keywords: radiation defect, radiation-thermal defect, electron irradiation, high-temperature annealing, minority charge 
carrier lifetime, DLTS-spectroscopy
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Введение. Практика показывает, что качество и надежность полупроводниковых приборов 
во многом определяется тем, насколько равномерно пролегирован нужными примесями (доно-
рами, акцепторами) исходный полупроводниковый кристалл, по крайней мере, это относится 
к кремнию. Оказывается, недостаточно получить совершенный кремниевый кристалл, что само 
по себе является сложной задачей. Для того чтобы найти ему практическое применение в при-
боростроении, следует ввести в кристалл необходимые примеси в строго дозированных концен-
трациях, так как именно они определяют его характеристики. Легирование кристалла проводит-
ся во время его выращивания и осуществляется при очень высоких температурах (выше 1270 К), 
при этом неравномерность распределения примесей иногда достигает 15–20 %, а нужно, чтобы 
она была значительно ниже. В результате параметры многих кремниевых приборов, изготовлен-
ных на таких кристаллах, особенно силовых, сильно различаются. По этой причине в производ-
стве силовых приборов используется кремний, полученный с применением другого способа ле-
гирования, обеспечивающего более равномерное распределение легирующей примеси, а именно: 
с использованием нейтронного облучения [1].

Выращенный кристалл кремния состоит в основном из трех его изотопов: Si28 (92,21 %), 
Si29 (4,7 %) и Si30 (3,09 %). Изотоп кремния Si30 захватывает нейтрон и переходит в изотоп Si31, 
который нестабилен и через 2,6 ч переходит в изотоп фосфора с испусканием отрицательно заря-
женной β-частицы. Изотопы кремния Si28 и Si29 при ядерных реакциях не дают других стабиль-
ных химических элементов, поэтому не изменяют свойства кремния. При этом ядерная реакция 
особенно эффективно протекает на медленных нейтронах, т. е. изотоп кремния с высокой веро-
ятностью захватывает именно тепловые медленные нейтроны [2].

В настоящей работе приведены результаты изучения влияния высокоэнергичных электронов 
на p+-n-структуры на ядерно-легированном кремнии (ЯЛК) с проведением отжига в широком 
диапазоне температур и флюенсов облучения. Следует отметить, что ранее такие исследования 
не проводились, хотя полученные результаты будут представлять интерес как в плане исполь-
зования в полях излучений приборов на ЯЛК, так и при их производстве для регулирования 
их параметров, таких как быстродействие, посредством ввода в них вместо золота или платины 
термостабильных радиационных дефектов с применением облучения ионизирующими излуче-
ниями, например быстрыми электронами. 

Методика эксперимента. Исследования проводились на специально изготовленных тесто-
вых образцах на пластинах ядерно-легированного кремния КОФ300. Толщина пластин состав-
ляла 1000 мкм. р-n-Переход формировался диффузией бора. Глубина залегания перехода состав-
ляла 200 мкм, а площадь структур – 10 мм2. Омические контакты создавались путем подлегиро-
вания структур со стороны n- и p-областей фосфором и бором соответственно до концентраций 
порядка 1019 см–3. Структуры облучались электронами с энергией 4 МэВ при плотности потока, 
равной 1 · 1012 см–2·с–1. Облучение структур проводилось при комнатной температуре в диапазо-
не флюенсов 1 · 1014–3 · 1016 см–2.

Для исследования влияния отжига на время жизни неосновных носителей заряда были ис-
пользованы 4 набора образцов, облученных разными флюенсами электронов: 1) Ф = 1 · 1014 см–2; 
2) Ф = 6 · 1015 см–2; 3) Ф = 9 · 1015 см–2; 4) Ф = 2 · 1016 см–2. Увеличение флюенса электронного 
облучения позволяло увеличивать концентрацию радиационных дефектов, вводимых в базовую 
область структур. Облученные и контрольные необлученные образцы отжигались изохронно 
в интервале температур 300–800 °С в течение 15 мин на воздухе. Время жизни неосновных но-
сителей заряда (ННЗ) измерялось при высоком уровне инжекции по методу Лэкса [3]. До облуче-
ния время жизни неосновных носителей заряда составляло ~20–30 мкс. В процессе отжига так-
же контролировалась барьерная емкость p-n-структур при двух значениях обратного смещения: 
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Рис. 1. Зависимости времени жизни неосновных носителей заряда в высокоомной базе диодов tP  
от температуры изохронного отжига (время отжига – 15 мин): 1 – Ф = 1 · 1014 см–2; 2 – Ф = 6 · 1015 см–2;  

3 – Ф = 9 · 1015 см–2; 4 – Ф = 2 · 1016 см–2

Fig. 1. Dependences of the lifetime of minority charge carriers in the high-resistivity base of diodes tP  
on the isochronous annealing temperature (annealing time – 15 min): 1 – F = 1 · 1014 cm–2; 2 – F = 6 · 1015 cm–2;  

3 – F = 9 · 1015 cm–2; 4 – F = 2 · 1016 cm–2

0 и –40 В, что давало возможность отслеживать концентрацию образующихся дефектов как 
вблизи p-n-перехода, так и в глубине высокоомной базы. Емкость измерялась с помощью изме-
рителя LCR Е7-12 в параллельной схеме замещения на частоте 1 МГц.

Результаты и их обсуждение. Зависимости времени жизни неосновных носителей заряда tP 
в высокоомной n-базе диодов от температуры изохронного отжига приведены на рис. 1. Из по-
лученных данных видно, что наблюдается различный характер изменений времени жизни ННЗ 
в результате термического отжига образцов, облученных разными флюенсами электронов. Для 
малых флюенсов электронов (кривая 1, Ф = 1 · 1014 см–2 – низкая концентрация радиационных 
дефектов (РД)) отжиг проходит в две стадии: первая – 320–400 °С, вторая – 550–650 °С. Для вы-
соких флюенсов облучения (кривые 2–4, Ф = 5 · 1015–2 · 1016 см–2 – высокая концентрация РД) на 
полученных зависимостях времени жизни неосновных носителей заряда от температуры отжига 
наблюдается три стадии отжига: первая – 400–450 °С, вторая – 520–650 °С и третья – 710–770 °С.

Значения tP образцов, облученных флюенсами электронов 5 · 1015–2 · 1016 см–2, в интервале 
температур 20–400 ºС были меньше нижнего предела измерения установки (<100 нс). Вследствие 
этого зависимости 2–4 на рис. 1 начинаются со значений Тотж ≥ 400 °С и, безусловно, у сильно 
облученных образцов также присутствует низкотемпературная стадия отжига при Тотж < 400 °С.

На рис. 2, а показаны DLTS-спектры исследуемых структур до электронного облучения. 
Спектры измерялись в режиме перезарядки глубоких уровней основными носителями заряда. 
Из полученных результатов видно, что три пика Е01–Е03 соответствуют эмиссии в зону прово-
димости электронов с глубоких уровней дефектов технологического типа, содержащихся в базо-
вой n-области исходных p-n-структур. Пику Е01 с положением на спектре максимума при 117 К 
соответствует глубокий уровень акцепторного типа ЕС – 0,22 эВ и сечением захвата электронов 
σn = 2,44 · 10–14 см2, пику Е02 при 180 К – ЕС – 0,27 эВ и σn = 2,11 · 10–17 см2 и пику Е03 при 280 К – 
ЕС – 0,53 эВ и σn = 1,55 · 10–15 см–2. Концентрация ловушек в исходном базовом n-Si составляет 
менее одного процента от концентрации легирующей примеси (1013 см–3) и, вероятнее всего, в их 
роли выступают неконтролируемые примеси. Данных, полученных методом DLTS, недостаточно 
для однозначной идентификации центров Е02–Е03.

На рис. 2, b приведены DLTS-спектры p-n-структуры после облучения флюенсом электронов  
Ф = 1 · 1014 см–2 и последующего изохронного отжига при температурах 325 и 425 °С. При такой  
концентрации введенных РД степень компенсации высокоомной базы структур не превышает  
20 %, что позволяет проследить отжиг дефектов методом DLTS-спектроскопии. Сразу после элек- 



492  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 4, рр. 489–497

а   

b   

Рис. 2. DLTS-спектры p-n-структуры до и после облучения флюенсом электронов Ф = 1 · 1014 см–2  
и последующего изохронного отжига при температурах 325 и 425 °С; а: Ф = 0; b: 1 – Ф = 1 · 1014 см–2;  

2 – Ф = 1 · 1014 см–2, Тотж =325 °С, tотж = 15 мин; 3 – Ф = 1 · 1014 см–2, Тотж = 425 °С, tотж = 15 мин.  
S – значение нестационарной емкости, в фемтофарадах; окно скоростей еm = 191,4 с–1

Fig. 2. DLTS spectra of the p-n-structure before and after of irradiation with the electron fluence F = 1 · 1014 cm–2  

and after subsequent annealing at temperatures 325 and 425 °С; а: F = 0; b: 1 – F = 1 · 1014 cm–2; 2 – F = 1 · 1014 cm–2,  
Tann = 325 °С, tann = 15 min; 3 – F = 1 · 1014 cm–2, Tann = 425 °С, tann = 15 min. S – value of the non-stationary capacity,  

in femtofarads; emission rate window еm = 191.4 s–1

тронного облучения (кривая 1) на спектре наблюдается пять пиков, связанных с эмиссией электро-
нов с введенных РД глубоких уровней. Значения параметров этих глубоких уровней следующие: 

– Е1 (А-центр): E = ЕС – 0,18 эВ и сечением захвата электронов σn= 1,86 · 10–14 см2; 
– Е2 (мелкий уровень дивакансии): E = ЕС – 0,25 эВ, σn = 4,73 · 10–15 см2; 
– Е3 (природа дефекта не установлена): E = ЕС – 0,27 эВ, σn= 2,11 · 10-17 см2; 
– Е4 (глубокий уровень дивакансии): E = ЕС – 0,41 эВ, σn = 8,2 · 10–16 см2; 
– Е5 (природа дефекта не установлена): E = ЕС – 0,53 эВ, σn = 1,55 · 10–15 см2. 
Вид спектра остается неизменным до Тотж = 275 °С. При Тотж ≥ 275 °С спектр облученной 

структуры начинает изменяться с одновременным увеличением времени жизни неосновных но-
сителей заряда. При Тотж = 325 °С (кривая 2) исчезают пики Е1 (А-центр), а также Е2 и Е4 (дива-
кансия). Отжиг вакансионных комплексов ведет к образованию термически более стабильной 
ловушки с глубоким уровнем ЕС – 0,33 эВ и сечением захвата основных носителей σn = 8,87 ½ 
½ 10–16 см2 (пик Е1325 °С). С увеличением температуры изохронного отжига до 425 °С вид DLTS-
спектра продолжает изменяться (кривая 3 на рис. 2, b). На этом этапе происходит отжиг ловушки 
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с уровнем ЕС – 0,33 эВ и образование новых дефектов с глубокими уровнями ЕС – 0,20 эВ и се-
чением захвата σn = 1,21 · 10–15 см2 (пик Е1425 °С), а также ЕС – 0,44 эВ и σn = 5,26 · 10–16 см2 (пик 
Е3425 °С). Концентрация образовавшихся ловушек незначительна и соответствующие им ампли-
туды пиков на рис. 2, b для наглядности увеличены в 10 раз. Пик Е2425 °С является суммой двух 
близко расположенных пиков, которые не удалось разделить и определить параметры соответ-
ствующих им глубоких уровней.

На рис. 3 показаны DLTS-спектры того же образца, что и на рис. 2, b. В этом случае измере-
ния проводились в режиме перезарядки ловушек неосновными носителями заряда, т. е. опреде-
лялись глубокие уровни радиационных дефектов в нижней половине запрещенной зоны Si.

После облучения образца электронами возникает доминирующий пик H1 в результате эмис-
сии дырок с глубокого уровня Еv + 0,36 эВ и сечением захвата σр = 1,02 · 10–16 см2 комплекса 
междоузельный углерод – междоузельный кислород CiOi (кривая 2). Данный радиационный де-
фект обладает высокой термической стабильностью [4] и начинает отжигаться только при Тотж =  
= 450–475 °С (кривые 3 и 4). При Тотж = 450 °С регистрируется DLTS-сигнал эмиссии дырок 
с двух уровней ловушек CiOi и вновь образовавшейся Ci–O2i (междоузельный углерод – два ме-
ждоузельных атома кислорода) с Еv + 0,39 эВ и σр = 2,32 · 10–16 см2. После отжига при 475 °С ре-
гистрируется сигнал только от ловушки Ci–O2i (пик H2). Комплекс междоузельного типа Ci–O2i 
отжигается при повышении температуры отжига до 600 °С. При более высоких температурах 
отжига в нижней половине запрещенной зоны глубоких уровней дефектов для всех флюенсов 
облучения (Ф = 1 · 1014–3 · 1016 см–2) не наблюдается.

На рис. 4 приведены зависимости значения барьерной емкости С от температуры отжига об-
разцов, облученных флюенсами электронов Ф = 1 · 1014 и 2 · 1016 см–2. Барьерная емкость изме-
рялась при комнатной температуре при двух значениях обратного напряжения Uобр = 0 и –40 В.

Каких-либо значимых изменений емкости для флюенса облучения Ф = 1 · 1014 см–2 не на-
блюдается ввиду низкой концентрации радиационных дефектов в исследуемом образце. Это

Рис. 3. DLTS-спектры p-n-структуры до и после облучения флюенсом электронов Ф = 1 · 1014 см–2 и последующего 
изохронного отжига при температурах 450–550 °С: 1 – Ф = 0; 2 – Ф = 1·1014 см–2; 3 – Ф = 1 · 1014 см–2, Тотж = 450 °С,  

tотж = 15 мин; 4 – Ф = 1 · 1014 см–2, Тотж = 475 °С, tотж = 15 мин; 5 – Ф = 1 · 1014 см–2, Тотж = 550 °С, tотж = 15 мин.  
S – значение нестационарной емкости (фФ); окно скоростей еm = 191,4 с–1

Fig. 3. DLTS spectra of the p-n-structure before and after of irradiation with the electron fluence F = 1 · 1014 cm–2  

and after subsequent annealing at temperatures 450–550 °С: 1 – F = 0; 2 – F = 1 · 1014 cm–2; 3 – F = 1 · 1014 cm–2,  
Tann = 450 °С, tann = 15 min; 4 – F = 1 · 1014 cm–2, Tann = 475 °С, tann = 15 min; 5 – F = 1 · 1014 cm–2, Tann = 550 °С,  

tann = 15 min. S – value of the non-stationary capacity (fF); emission rate window еm = 191.4 s–1
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Рис. 4. Зависимости барьерной емкости C образцов с высокой и низкой концентрацией радиационных дефектов  
от температуры отжига: 1 – С(Ф = 1 · 1014 cm–2) – 0 В; 1′ – С(Ф = 1 · 1014 cm–2) – 40 В; 2 – С(Ф = 2 · 1016 cm–2) – 0 В; 2′ – С(Ф = 2 · 1016 cm–2) – 40 В

Fig. 4. Dependences of the barrier capacitance C of samples with high and low RD concentrations on the annealing 
temperature: С(F = 1 · 1014 cm–2) – 0 V; 1′ – С(F = 1 · 1014 cm–2) – 40 V; 2 – С(F = 2 · 1016 cm–2) – 0 V; 2′ – С(F = 2 · 1016 cm–2) – 40 V

обусловлено тем, что при флюенсе облучения Ф = 1 · 1014 см–2 суммарная концентрация РД не 
превышает 20 % от концентрации легирующей примеси и при этом доминирующим является де-
фект с мелким акцепторным уровнем (ЕС – 0,17 эВ – А-центр), который не заполнен носителями 
при комнатной температуре.

В случае с высокой концентрацией радиационных дефектов (кривые 2, 2′; Ф = 2 · 1016 см–2) на-
блюдается немонотонная зависимость барьерной емкости от температуры отжига. До температур 
отжига 400 °С измеряется геометрическая емкость структур ввиду полной компенсации высоко-
омной базы радиационными дефектами [5]. В диапазоне температур отжига 420–570 °С наблю-
дается рост барьерной емкости с максимумом при Тотж = 480 °С и последующий спад до значений 
геометрической емкости при Тотж = 600–670 °С. В области температур 720–800 °С наблюдается 
восстановление значения барьерной емкости до значений, соответствующих необлученному об-
разцу. Значения барьерной емкости на зависимостях 2, 2′ при Тотж = 480 °С многократно пре-
вышают аналогичные значения на зависимостях 1 и 1′. Этот факт позволяет предположить, что 
в результате отжига радиационных дефектов при Тотж = 420–570 °С образуются дефекты с донор-
ным уровнем, концентрация которых больше концентрации легирующей примеси. 

Известно, что при длительных термообработках кристаллов кремния в указанной области 
температур образуются кислородные термодоноры [6]. Их отжиг происходит при Тотж = 600–
670 °С. В нашем случае время изохронного отжига составляет 15 мин. Это значение меньше, чем 
указанное в работе [6]. Более того, нами был проведен длительный отжиг необлученных образ-
цов в течение 10 ч при температурах 400 и 480 °С. В результате такой термообработки барьер-
ная емкость структур увеличивалась всего на 10–15 %, что позволяет говорить о маловероятной 
возможности ускоренной генерации термодоноров и в присутствии радиационных дефектов. 
Допустимо предположить, что немонотонная зависимость С (Тотж) при Тотж = 420–570 °С связана 
с образованием более термостабильных дефектов донорного типа при отжиге РД.

Дополнительные данные, которые позволяют проинтерпретировать немонотонный ход зави-
симости барьерной емкости образцов с высокой концентрацией РД (рис. 4, кривые 2, 2′) были 
получены из измерений DLTS-спектров этих структур.

На рис. 5 представлены DLTS-спектры структуры, облученной флюенсом электронов Ф = 
= 6 · 1015 см–2 и отожженной при Тотж = 500 °С (спектр 1), и структуры, облученной флюенсом 
электронов Ф = 1,2 · 1016 см–2 и отожженной при температуре 750 °С (спектр 2). На спектре 1 до-
минируют 2 пика глубоких уровней: Е1500 °С с энергией активации ЕC – 0,32 эВ и сечением захвата 
основных носителей σn = 1,02 · 10–16 см2 и Е2500 °С с ЕC – 0,68 эВ и σn = 2,15 · 10–15 см2. Анализ тем-
пературной зависимости емкости (полученной в ходе DLTS-измерений) в интервале температур



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2019. T. 55, № 4. С. 489–497 495

Рис. 5. DLTS-спектры исследуемых структур с высокой концентрацией радиационных дефектов после облучения 
и последующего отжига при различных температурах: 1 – Ф = 6 · 1015 см–2, Тотж = 500 °С, tотж = 15 мин; 

2 – Ф = 1,2 · 1016 см–2, Тотж = 750 °С, tотж = 15 мин. Окно скоростей еm = 191,4 с–1

Fig. 5. DLTS spectra of the studied structures with a high concentration of RD after irradiation and subsequent  
annealing at different temperatures: 1 – F = 6 · 1015 cm–2, Тann = 500 °С, tann = 15 min; 2 – F = 1.2 · 1016 cm–2,  

Тann = 750 °С, tann = 15 min. Emission rate window еm = 191.4 s–1

77–400 К показал, что ее значение уже при температуре измерения, когда на спектре 1 полно-
стью регистрируется пик Е1500 °С (Т > 240 К), превышают значения емкости на зависимостях, 
полученных для образца, облученного малым флюенсом электронов (см. рис. 4, кривые 1, 1′), 
что позволяет сделать предположение о донорной природе дефекта с уровнем ЕC – 0,32 эВ. Также 
можно предположить, что с определенных флюенсов облучения легирующий вклад этого де-
фекта в интервале температур отжига 600–670 °С начинает превышать компенсирующий вклад 
другого регистрируемого на спектре 1 глубокого уровня ЕC – 0,68 эВ. Следует отметить, что ве-
личина энергии активации уровня Е2500 °С превышает полуширину запрещенной зоны кремния 
и интерпретация полученного результата требует дополнительных исследований. Возможно, 
при расчетах энергии активации в данном случае необходимо учитывать влияние последова-
тельного сопротивления базы [7], а также влияние обмена носителями заряда между уровнями 
и обеими разрешенными зонами [8].

При отжиге в области более высоких температур материал высокоомной базы облученных 
высоким флюенсом электронов образцов снова становится компенсированным, что связано 
с отжигом дефекта с глубоким донорным уровнем ЕC – 0,32 эВ, и до температур отжига 650 °С  
запись спектров при флюенсах выше Ф = 5 · 1014 см–2 невозможна. Кривая 2 на рис. 5 соответ-
ствует образцу, отожженному при температуре 750 °С. В спектре этого образца наблюдается 
3 пика, и доминирующим по амплитуде является Е2750 °С с энергией активации глубокого уровня 
ЕC – 0,53 эВ и сечением захвата σn = 2,15 · 10–15 см2. Значение барьерной емкости образца близ-
ко к исходному (до облучения). Следовательно, в спектре отсутствуют донорные уровни и нет 
глубокого компенсирующего уровня (ЕC – 0,68 эВ), определявшего барьерную емкость при ком-
натной температуре при более низких температурах отжига. Также следует обратить внимание 
на тот факт, что картина отжига и трансформации дефектов в структурах на высокоомном ядер-
но-легированном кремнии существенно отличается от картины отжига дефектов в структурах 
на базе кремния, легированного другими способами. Так, согласно [9, 10], уже при температуре 
отжига 600 °С в структурах на тянутом кремнии наблюдается отжиг практически всех РД при 
флюенсах облучения вплоть до 1 · 1017 см–2 и отсутствуют дефекты с глубокими уровнями как 
донорного, так и акцепторного типов.

Заключение. Таким образом, в данной работе приведены результаты исследования по 
определению электрических характеристик радиационно-индуцированных дефектных ком-
плексов в структурах высоковольтных диодов на ядерно-легированном кремнии. Показано, 
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что в диапазоне температур 400–800 °С методом DLTS-спектроскопии можно наблюдать 
процессы перестройки радиационных дефектов, предварительно введенных электронным 
облучением в базовую область р-n-структур при комнатной температуре. Определены ос-
новные закономерности формирования термостабильных центров в облученных быстрыми 
электронами структурах на ядерно-легированном кремнии в широком диапазоне температур  
отжига.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НАКОПЛЕНИЯ ЗАРЯДА  
В ОБЛУЧЕННЫХ МОП/КНИ-ТРАНЗИСТОРАХ

Аннотация. С помощью программного комплекса Silvaco проведен расчет накопления встроенного в окисел за-
ряда у границы раздела кремний – скрытый окисел в n-канальных МОП/КНИ-транзисторах в зависимости от их гео-
метрических параметров и электрических режимов при воздействии ионизирующего излучения. Показано, что наи-
более «жестким» является режим, при котором во время облучения на сток и исток подается напряжение +5 В, а на 
подложку, затвор и запитку канала – 0 В. При этом величину накопленного заряда удается существенно снизить, 
прикладывая к подложке отрицательное смещение и уменьшая толщину слоя захороненного окисла. Полученные 
результаты компьютерного моделирования могут быть использованы испытателями электронных компонентов для 
предварительной оценки стойкости МОП/КНИ-приборов к накопленной дозе ионизирующего излучения.

Ключевые слова: ионизирующее излучение, МОП/КНИ-транзистор, радиационная стойкость, моделирование, 
встроенный заряд
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SIMULATING OF CHARGE BUILD-UP IN IRRADIATED MOS/SOI TRANSISTORS  

Abstract. The charge build-up in the interface of silicon / buried oxide in n-channel MOS/SOI transistors depending on 
their geometric parameters and electrical modes during ionizing irradiation is calculated with the use of the software Silvaco. 
It is shown that the electrical mode is most “harsh”, when during irradiation the voltage of +5 V is applied to drain and source 
electrodes and 0 V is applied to substrate, gate and channel feeding. The amount of the built-up charge can be substantially 
reduced by applying a negative bias to the substrate and by decreasing the thickness of the buried oxide layer.

Keywords: ionizing radiation, MOS/SOI transistor, radiation hardness, simulating, interface charge
For citation. Ogorodnikov D. A., Lastovskii S. B., Bogatyrev Yu. V. Simulating of charge build-up in irradiated MOS/

SOI transistors. Vestsі Natsyianal'nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh navuk = Proceedings of the 
National Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 4, pp. 498–504 (in Russian). 
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2019-55-4-498-504

Введение. Технология «кремний на изоляторе» (КНИ) перспективна для производства МОП 
(металл-окисел-полупроводник) интегральных схем с повышенной радиационной стойкостью 
к воздействию импульсной радиации [1, 2]. Однако в случае стационарного облучения значи-
тельную проблему создает наличие у КНИ-структур границы раздела полупроводник – скры-
тый окисел. При этом образуется паразитный транзистор, у которого подзатворным диэлектри-
ком служит скрытый окисел, а затвором – изолированная подложка. Накопление радиацион-
но-индуцированного заряда в изолирующем окисле ведет к образованию проводящего канала 
паразитного транзистора на обратной стороне кремниевой пленки. Эффективность накопления 
заряда в окисле существенно зависит от электрического режима при облучении и параметров 
транзисторных структур. По величине этого заряда можно судить о стойкости n-канальных 
МОП/КНИ-транзисторов к эффектам накопленной дозы. Ранее в [3–5] экспериментально иссле-
довалось влияние различных электрических режимов на радиационное изменение параметров 
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МОП/КНИ-транзисторов. Показано, что наихудший электрический режим может по-разному 
проявляться при облучении приборов с различными конструктивными характеристиками. При 
этом следует отметить, что в экспериментах не учитывались эффекты отжига радиационно-ин-
дуцированного заряда в окисле. Например, в работе [5] измерения параметров МОП/КНИ-тран-
зисторов проводились через несколько часов после облучения, что отразилось на монотонности 
полученных дозовых зависимостей.

Целью настоящей работы является моделирование распределения встроенного в окисел за-
ряда у границы раздела кремний – скрытый окисел в n-канальных МОП/КНИ-транзисторах в за-
висимости от их геометрических параметров и электрических режимов при воздействии ионизи-
рующего излучения.

Методика исследований. Объектами моделирования являлись тестовые МОП/КНИ-
транзисторы с каналом n-типа. С помощью программного комплекса Silvaco [6] была создана 
двумерная модель полностью обедненного МОП/КНИ-транзистора. В первоначальной мо-
дели толщина эпитаксиальной пленки кремния составляла dSi = 0,2 мкм, скрытого окисла 
dSiO2

 = 0,4 мкм, а длина канала L = 0,6 мкм при наличии запитки канала. В ходе дальнейших 
расчетов толщина пленки кремния варьировалась в пределах dSi = 0,1–0,3 мкм, скрытого окисла 
dSiO2

 = 0,15–0,5 мкм и длина канала – L = 0,1–1,23 мкм. В программном модуле VictoryDevice бы-
ло проведено моделирование воздействия на тестовые структуры рентгеновских квантов с энер-
гией 10 кэВ при мощности поглощенной дозы 1 рад/с. После этого из полученных в ходе расчетов 
структур, подвергшихся воздействию излучения, было извлечено распределение заряда Q вбли-
зи границы раздела кремний – скрытый окисел. Накопленная доза для всех образцов составляла 
105 рад. Облучение проводилось в четырех электрических режимах: 

– 0V – напряжение на подложке, стоке, затворе, истоке Usub, Us, Ug, Ud = 0; 
– ON – Ug = 5 B, Usub, Us, Ud = 0; 
– TG – Us, Ud = 5 B, Usub, Ug = 0; 
– TG_Sub – Us, Ud = 5 B, Usub = 0÷–5 B, Ug = 0. 
Во всех исследованных режимах смещение на запитку канала не подавалось.
Результаты моделирования. В современных МОП/КНИ-транзисторах подзатворные окис-

лы довольно тонкие (<10 нм), так что при облучении они не испытывают существенной деграда-
ции в связи с нейтрализацией положительного накопленного заряда электронами, туннелирую-
щими из внешних слоев [2]. При моделировании будем рассматривать накопление заряда только 
в слое скрытого окисла у границы раздела со слоем активного кремния, так как там захват ды-
рок на ловушках приводит к снижению порогового напряжения паразитного транзистора и ради-
ационной стойкости. 

На рис. 1 приведены результаты моделирования распределения вертикальной составляющей 
напряженности электрического поля Ey (а) и заряда Q (b) на глубине 5 нм в захороненном окис-
ле вдоль границы раздела пленка кремния – слой скрытого окисла в моделях МОП/КНИ-тран-
зисторов. Эти транзисторы были облучены рентгеновскими квантами до дозы 105 рад в различных 
электрических режимах. Рассматривались структуры с dSi = 0,2 мкм, dSiO2

 = 0,4 мкм и L = 0,6 мкм. 
Данные, представленные на рис. 1, а, показывают, что в разных электрических режимах 

распределение вертикальной составляющей напряженности поля значительно отличается. 
Распределение этой составляющей напряженности поля в режиме 0V без подачи смещения прак-
тически совпадает с распределением в «конденсаторном» режиме ON. Напряженность электри-
ческих полей в захороненном окисле в этих случаях является низкой, так как они создаются 
встроенными потенциалами между стоком или истоком n-типа и подложкой p-типа. В режиме 
облучения TG (Transmission Gate) величины вертикальной составляющей напряженности поля 
в центральной части структуры минимальны. При таких условиях индуцированные излучением 
дырки перемещаются в область с минимальным потенциалом – в приповерхностную область 
слоя скрытого окисла, а электрическое поле значительно способствует этому процессу. Дырки 
в указанной области вызывают сдвиг порогового напряжения паразитного транзистора, что 
уменьшает стойкость прибора. В режимах 0V и ON напряженности полей значительно выше.
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Рис. 1. Распределение вертикальной составляющей напряженности электрического поля до и после облучения 
в разных режимах (a) и заряда после облучения в разных режимах (b)

Fig. 1. Distribution of the vertical component of the electric field intensity before and after irradiation  
in different modes (a) and charge distribution after irradiation in different modes (b)

Таким образом, после облучения зависимости не претерпели качественных значительных изме-
нений, несмотря на то, что из-за увеличения количества захваченных зарядов величина напря-
женности поля значительно снизилась. 

На рисунке 1, b показаны распределения заряда в разных режимах после облучения до дозы 
105 рад. Если сравнить эти графики c изображенными на рис. 1, а, то можно увидеть, что имеется 
обратная зависимость между захваченным зарядом и вертикальной составляющей напряженно-
сти поля.

Во всех режимах облучения максимальное значение Q достигается в центральной (х =  
= 0,2–0,8 мкм) области структуры, а под карманами стока (0–0,2 мкм) и истока (0,8–1,0 мкм) оно 
заметно уменьшается. Также примечателен симметричный вид полученных зависимостей Q(х) 
относительно прямой, параллельной оси ординат и проходящей через точку x = 0,5 мкм, что 
обусловлено симметрией как самой транзисторной структуры, так и эквипотенциальных линий 
электрических полей при исследуемых режимах испытаний. 

Полученные результаты согласуются с экспериментальными данными, так как наиболее 
«жестким» для n-канальных МОП/КНИ-транзисторов является режим TG, при котором во вре-
мя облучения на сток и исток подается напряжение +5 В, а на подложку, затвор и запитку ка-
нала – 0 В [4]. При этом электрическое поле в захороненном окисле способствует накоплению 
избыточного положительного заряда у границы раздела с пленкой кремния и, следовательно, 
снижению порогового напряжения паразитного транзистора. Уменьшение влияния электриче-
ского поля в этом случае достигается подачей на подложку определенного отрицательного сме-
щения Usub [7], что соответствует режиму облучения TG_Sub. 

х

у

р-Si

SiO2 5 нм

0,55 мкм0,5 мкм0,45 мкм
0

Рис. 2. Схематичное изображение области скрытого окисла, в которой отслеживалось изменение заряда 

Fig. 2. Schematic representation of a buried oxide area where the charge alteration was tracked
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Рис. 3. Зависимости изменения заряда и напряженности поля при разных значениях смещения  
на подложке в процессе облучения

Fig. 3. Dependences of charge and field intensity alterations at different bias values on the substrate during irradiation

Симметричный вид кривых Q(х) и Ey(x) на рис. 1 позволяет упростить задачу моделирования 
и рассматривать не распределение заряда вдоль границы раздела пленка кремния – слой скрыто-
го окисла, а только его изменение в приповерхностной центральной области скрытого слоя окис-
ла кремния. На рис. 2 штриховкой обозначена область в центральной приповерхностной части 
скрытого окисла, в которой накопленный заряд интегрировался по площади.

Зависимости Q(Usub) и Ey(Usub) в режиме облучения TG_Sub при разных смещениях на под-
ложке приведены на рис. 3 для тех же транзисторных структур, что и на рис. 1. В этом случае 
величина напряженности электрического поля определялась в конкретной точке структуры с ко-
ординатами x = 0,5 мкм, y = 0,205 мкм. Заряд суммировался в области, показанной на рис. 2. 

Из рис. 3 видно, что с возрастанием величины отрицательного смещения на подложке зна-
чение Q уменьшается, а Ey увеличивается, т. е. эффективность захвата заряда зависит от рас-
пределения и величины напряженности электрического поля в транзисторной структуре. 
Следовательно, величина накопленного заряда должна зависеть и от геометрических размеров 
транзистора.

Известно [8], что изменение определенных геометрических параметров транзистора приво-
дит к изменению его радиационной стойкости, поэтому далее рассмотрим влияние изменения 
L, dSi и dSiO2

 на накопление заряда в центральной части приповерхностной области структуры 
в электрических режимах облучения TG и TG_Sub. На рис. 4 показаны зависимости значения Q 
при разных значениях смещения на подложке в процессе облучения от длины канала L (рис. 4, а), 
толщин пленки кремния dSi (рис. 4, b) и скрытого окисла dSiO2

 (рис. 4, c). В каждом случае изме-
нялся лишь один параметр из трех. Зависимости Q(L) имеют немонотонный вид; на этих кривых 
(см. рис. 4, а) наблюдается максимум при L ~ 0,5 мкм, где величина захваченного заряда наи-
более высока. С уменьшением длины канала от 0,4 до 0,1 мкм снижается не только значение Q, 
но и положительный эффект отрицательного смещения на подложке транзисторных структур 
в процессе облучения. Также на стойкости положительно сказывается увеличение длины канала 
до величин свыше 1 мкм.

При увеличении толщины пленки активного кремния значение накопленного заряда умень-
шается (см. рис. 4, b). При изменении этого параметра эффективность режима с подачей отрица-
тельного смещения на подложку не снижается. Однако изменение Q выражено слабее, чем в пре-
дыдущем случае, и составило около 20 % при уменьшении толщины слоя активного кремния 
с 0,3 до 0,1 мкм.

Гораздо более значительные изменения в накопленном заряде обнаруживаются при умень-
шении толщины скрытого окисла (см. рис. 4, c), что согласуется с результатами, полученными 
в работе [8]. При снижении толщины слоя скрытого окисла с 0,55 до 0,15 мкм Q уменьшается 
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Рис. 4. Зависимость значения поверхностного заряда в точке х = 0,5 мкм при разных значениях смещения на 
подложке в процессе облучения от длины канала L (а), толщины пленки кремния dSi (b) и скрытого окисла dSiO2

 (c)

Fig. 4. Dependence of the surface charge values at the point x = 0.5 μm at different bias values on the substrate during 
irradiation from the channel length L (a), thickness of the silicon film dSi (b) and buried oxide dSiO2

 (c)

в ~4 раза для Usub = 0 В и в ~9 раз для Usub = –3 В, что значительно превышает изменения в слу-
чае варьирования длины канала и толщины пленки активного кремния. 

Обсуждение результатов моделирования. Общая картина радиационного дефектообразо-
вания в МОП-приборах описана в различных литературных источниках [1, 2, 9, 10]. При погло-
щении ионизирующего излучения материалом вещества происходит генерация электронно-ды-
рочных пар. Часть этих образовавшихся электронов и дырок рекомбинирует друг с другом, но 
количество оставшихся пар зависит от природы источника ионизирующего излучения, а также 
напряженности электрических полей. Подвижность электронов в SiO2 (~20 см2/В · с) намного вы-
ше подвижности дырок (~10–5 см2/В · с) [9], поэтому первые быстро покидают окисел, а вторые 
перемещаются в области окисла с минимальным потенциалом, следуя линиям электрического 
поля [11]. Дырки под действием поля могут достигать границы раздела пленка кремния – скры-
тый окисел, где они захватываются ловушками и выступают как дополнительное положительное 
напряжение, приложенное к затвору паразитного транзистора. Вследствие этого пороговое на-
пряжение паразитного транзистора испытывает существенный сдвиг в сторону отрицательных 
значений, что в свою очередь приводит к увеличению токов утечки рабочего n-канального тран-
зистора и негативно сказывается на радиационной стойкости. 



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2019. T. 55, № 4. С. 498–504 503

В силу перечисленных факторов на стойкость МОП/КНИ-транзистора к ионизирующему из-
лучению очень сильное влияние оказывают как электрические режимы во время облучения, так 
и геометрические размеры структуры транзистора.

Следует отметить, что в настоящей работе при моделировании радиационных эффектов 
в МОП/КНИ-транзисторах не учитывался заряд быстрых поверхностных состояний на границе 
раздела кремний – скрытый окисел. Это обусловлено тем, что в приборах современных МОП  
(в том числе и КНИ) технологий при дозах до 1 Мрад (SiO2) накопление поверхностных состо-
яний незначительно [12]. В работе [13] также было обнаружено, что генерация дополнительных 
состояний на границах раздела Si–SiO2 в КНИ-структурах отсутствует при облучении их элек-
тронами (энергия 2,5 МэВ) и гамма-квантами (энергия 662 кэВ).

Заключение. С помощью программного комплекса Silvaco проведены расчеты накопления 
встроенного в окисел заряда у границы раздела кремний – скрытый окисел в тестовых n-каналь-
ных МОП/КНИ-транзисторах при разных геометрических параметрах и электрических режимах 
в ходе облучения. Показано, что наиболее «жестким» является режим TG, при котором во время 
облучения на сток и исток подается напряжение +5 В, а на подложку, затвор и запитку канала – 
0 В. При этом величину накопленного заряда удается существенно снизить, прикладывая к под-
ложке отрицательное смещение и уменьшая толщину слоя захороненного окисла транзисторных 
структур. Также определенное влияние на стойкость оказывает изменение толщины пленки ак-
тивного кремния и длины канала, причем зависимости изменения величины накопленного заря-
да Q от варьирования длины канала имеют немонотонный вид и не оказывают столь значитель-
ного влияния на радиационную стойкость, как уменьшение толщины слоя скрытого окисла. 

Полученные результаты компьютерного моделирования могут быть использованы испыта-
телями электронных компонентов для предварительной оценки стойкости МОП/КНИ-приборов 
к накопленной дозе ионизирующего излучения, а также будут полезны для разработчиков ради-
ационно-стойких интегральных МОП-схем на основе КНИ-структур.
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в республике. Его работы по рассеянию света в дисперсных средах, начатые в Ленинграде, были продол-
жены в Минске. Развитие этого научного направления диктовалось необходимостью решения широкого 
круга задач, возникающих в таких областях, как оптика атмосферы и океана, астрономия, спектроскопия, 
климатология, создание оптических линий связи, спутниковые исследования земных и водных ресурсов, 
исследование биотканей и биожидкостей, контроль загрязнения атмосферы и воды. 

В 1964 г. А. П. Ивановым была создана лаборатория оптики рассеивающих сред, которая быстро ста-
ла одной из крупнейших в Институте физики. Выбор основных направлений исследований, предложен-
ный ученым, был весьма необычен с точки зрения того времени: нелинейные явления в рассеивающих 
средах, закономерности распространения узких направленных световых пучков. Еще не было источни-
ков достаточно большой мощности, не был создан лазер, не была разработана базовая теория распростра-
нения узких пучков света. 

Появление лазеров в 1960-е гг. и последующая лазерная революция в науке и технологиях опреде-
лили актуальность и перспективность указанных направлений на многие годы и обеспечили Аркадию 
Петровичу и руководимой им лаборатории обширное поле интересных и актуальных научных проблем, 
а также контакты и признание мировой научной общественности. При участии и под руководством 
А. П. Иванова были развиты методы решения прямых и обратных задач рассеяния света и на этой основе 
выполнены обстоятельные лабораторные и натурные экспериментальные исследования. Благодаря ком-
плексному подходу, удачно сочетающему теоретические и экспериментальные работы, удалось создать 
большой арсенал методов и приборов для изучения рассеяния света.

Широкое применение нашел предложенный ученым метод экспериментального оптического моде-
лирования, основанный на принципе оптического подобия. Он позволил не только получить ряд прин-
ципиально новых результатов, но и резко снизить технические трудности и материальные затраты на 
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проведение натурных экспериментов. Сегодня метод оптического моделирования активно используется 
во всех научных центрах, занимающихся исследованиями в области оптики атмосферы, океана, научной 
фотографии, биофизики и т. д. 

Аркадий Петрович явился зачинателем многих научных направлений. В частности, под его руковод-
ством в Институте физики начались работы по оценке качества оптического изображения. Эти исследо-
вания, по результатам которых ученым опубликованы три монографии, сделали возможным решить ряд 
принципиальных вопросов формирования и передачи оптического изображения фотографическими сло-
ями, люминесцентными и жидкокристаллическими экранами и объективами, послужили теоретической 
основой для создания систем видения в воде и атмосфере, оптической локации и связи, переноса тепла 
в средах с внедренными частицами дисперсного вещества. 

Особо следует отметить заслуги А. П. Иванова в создании и развитии перспективного научного на-
правления – метода лазерного зондирования воды и атмосферы. Первое обращение лидарного уравнения 
(восстановление высотного профиля оптических характеристик атмосферы по лидарному сигналу), пер-
вые эксперименты по лазерному зондированию воды (на озере Нарочь, 1966 г.) были выполнены именно 
Аркадием Петровичем и сотрудниками его лаборатории. Ими был предложен, теоретически обоснован 
и экспериментально проверен ряд новых методик лазерного зондирования. В дальнейшем развитие мето-
да лазерного зондирования атмосферы и воды стало одним из основных направлений научной деятельно-
сти А. П. Иванова. В 1960–1990-х гг. под его руководством была создана целая серия лидаров различного 
типа и назначения, позволивших получить ряд уникальных результатов, в особенности по многочастот-
ному лазерному зондированию атмосферного аэрозоля. Лазерное зондирования атмосферы дает возмож-
ность дистанционно определять концентрацию различных газов и аэрозолей в атмосфере, решать многие 
экологические задачи. 

Оригинальность подходов к решению самых разных проблем характерна для Аркадия Петровича, им 
предложен ряд новых неожиданных постановок и решений многих научных и технических задач. Можно 
указать на теоретически предсказанное и экспериментально доказанное явление гашения плоской элек-
тромагнитной волны при ее прохождении через монослой частиц дисперсного вещества. Исследования, 
выполненные А. П. Ивановым и его учениками, позволили всесторонне изучить особенности распростра-
нения стационарного и импульсного излучения лазерных источников в рассеивающих средах, выяснить 
условия и закономерности проявления нелинейных эффектов, связанных с большой мощностью излуче-
ния, исследовать и использовать для изучения структуры среды явления, обусловленные когерентностью 
рассеянного излучения, предложить и развить ряд принципиально новых методик спектроскопии свето-
рассеивающих сред. 

60-летний период своей плодотворной научной деятельности Аркадий Петрович посвятил развитию 
физической оптики в Беларуси. Он принадлежит к числу белорусских ученых, которые обогатили физи-
ческую науку фундаментальными и прикладными научными трудами. Аркадий Петрович – автор около 
800 научных трудов, в том числе 13 монографий, 29 авторских свидетельств. Одной из важнейших заслуг 
А. П. Иванова стало создание в Беларуси научной школы в области оптики рассеивающих сред, широко 
известной как в нашей стране, так и далеко за ее пределами. Под его руководством защищено 30 кандидат-
ских и 4 докторские диссертации, один из его учеников избран членом-корреспондентом НАН Беларуси.

Вклад А. П. Иванова в развитие физической науки отмечен правительственными наградами. В 1981 г. 
за цикл работ по исследованию оптических явлений в атмосфере методом оптического моделирования ему 
присуждена Премия Совета Министров СССР, в 2002 г. за цикл работ «Диагностика состояния природной 
среды на основе аэрокосмических, лидарных, наземных и химико-аналитических методов и средств: иссле-
дования, разработки, внедрения» – Государственная премия Республики Беларусь. В 2008 г. за организацию 
лидарной сети стран СНГ и контроля трансграничного переноса загрязнений через Беларусь А. П. Иванов 
был удостоен Премии НАН Беларуси и Сибирского отделения РАН имени академика В. А. Коптюга. 

Для Аркадия Петровича характерны широта научных интересов, глубокое понимание физики ис-
следуемых явлений, высокая требовательность, огромная работоспособность и скромность. И особенно 
хочется подчеркнуть его редкую научную интуицию и доброжелательную восприимчивость к предла-
гаемым идеям, черты, столь необходимые в науке. Не ослабевает с годами творческая и общественная 
активность А. П. Иванова. Свой юбилей Аркадий Петрович встречает полный энергии, являясь примером 
жизнелюбия и оптимизма. 

Сердечно поздравляем Аркадия Петровича с 90-летием, желаем ему крепкого здоровья и дальнейших 
научных успехов.

Отделение физики, математики и информатики НАН Беларуси,
Институт физики НАН Беларуси, 
Белорусское физическое общество
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ЮРИЙ СЕМЕНОВИЧ ХАРИН

(К 70-летию со дня рождения)

17 сентября 2019 г. исполнилось 70 лет известному ученому в области при-
кладной математики и информатики, члену-корреспонденту Национальной 
академии наук Беларуси, доктору физико-математических наук, профессору, 
директору Научно-исследовательского института прикладных проблем мате-
матики и информатики БГУ Юрию Семеновичу Харину. 

Юрий Семенович родился в 1949 г. в селе Зырянское Томской области. 
В 1966 г. окончил школу в г. Томске с золотой медалью, в 1971 г. – Томский 
государственный университет с отличием, в 1974 г. – аспирантуру факульте-
та прикладной математики с досрочной защитой кандидатской диссертации. 
В 1976 г. в связи с организацией в БГУ кафедры теории вероятностей и ма-
тематической статистики был приглашен для работы в должности доцента. 
Здесь, в Белорусском государственном университете, Ю. С. Харин состоял-
ся как ученый и педагог, пройдя путь от доцента до заведующего кафедрой 
и директора НИИ. В 1986 г. в Институте прикладной математики АН СССР 

(г. Москва) защитил докторскую диссертацию, в 1988 г. ему присвоено ученое звание профессора, в 2004 г. 
избран членом-корреспондентом НАН Беларуси. 

В 1988 г. по инициативе Юрия Семеновича на факультете прикладной математики и информатики 
БГУ была организована новая кафедра математического моделирования и анализа данных, которую уче-
ный возглавлял со дня основания до 2018 г., а в настоящее время является ее научным руководителем. 
В 2000 г. Ю. С. Харин также инициировал создание в БГУ Нацио нального научно-исследовательского 
центра прикладных проблем математики и информатики, преобразованного в 2008 г. в НИИ приклад-
ных проблем математики и информатики, на который Постановлением Совета Министров Республики 
Беларусь возложена деятельность по координации в стране научных исследований в области криптогра-
фии и анализа данных.

Основные направления научных исследований Ю. С Харина – математическая и прикладная стати-
стика, многомерный статистический анализ, распознавание и прогнозирование сложных случайных про-
цессов, анализ данных, статистическое моделирование, криптография, защита информации.

На основе разработанных ученым теории робастного (устойчивого) статистического распознавания 
образов, теории робастного статистического анализа данных и прогнозирования построены новые ми-
нимаксно устойчивые (к искажениям вероятностной модели) алгоритмы распознавания образов, иден-
тификации и прогнозирования, гарантирующие наименьшее уклонение риска на заданных параметриче-
ских и непараметрических семействах искажений, реализованные в пакетах прикладных программ. Они 
широко используются в Беларуси, России, Германии, Южной Корее и дают возможность решать важные 
прикладные задачи внедрения информационных технологий в промышленности, медицине и экономике. 

Ю. С. Харину принадлежит ведущая роль в создании и развитии Белорусской научной школы крипто-
логии – науки о математических и компьютерных методах защиты информации. С 2001 г. он является 
научным руководителем Государственной программы по криптологии. Под его личным руководством 
выполнено более 50 НИР по государственным научным и научно-техническим программам, результаты 
которых имеют приоритетное значение и внедрены при создании компьютерных систем защиты инфор-
мации в электронном документообороте республики. 

Полученные ученым результаты широко известны как в нашей стране, так и за рубежом. Ю. С. Ха-
риным опубликовано более 600 научных трудов, в том числе пять монографий, две из которых изданы за 
рубежом. Он является соавтором трех коллективных зарубежных монографий, 27 учебников и учебных 
пособий, 14 из которых имеют гриф Министерства образования Республики Беларусь, а так же междуна-
родной энциклопедии «Statistical Sciences». Его статьи опубликованы в таких престижных зарубежных 
журналах, как «Mathematical Methods of Statistics», «Journal of Statistical Planning and Inference», «Applied 
Stochastic Models and Data Analysis», «Journal of Classification», «Communications in Statistics», «Pattern 
Recognition Letters», «Lecture Notes in Computer Science», «Lecture Notes in Statistics», «Теория вероятно-
стей и ее применения», «Дискретная математика». Им сделаны доклады более чем на 90 международных 
научных конференциях. Как приглашенный профессор читал лекции в Калифорнийском университете 
(Беркли, США), Байрёйтском и Дрезденском университетах (Германия), Лейстерском (Великобритания) 
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и Венском (Австрия) университетах, а также в других ведущих научных центрах. Под его руководством 
защищены 1 докторская и 34 кандидатские диссертации.

Ю. С. Харин является организатором новых для Беларуси университетских специальностей – 
«Компьютерная безопасность», «Прикладная криптография», «Экономическая кибернетика», двух 
специализаций по «Прикладной математике», а также аспирантуры и докторантуры по специальности 
«Методы и системы защиты информации, информационная безопасность».

Юрий Семенович – член Президиума Высшей аттестационной комиссии Республики Беларусь, 
Белорусского математического общества, Белорусской ассоциации распознавания образов, Американского 
математического общества, Международного института математической статистики, Международной 
ассоциации вычислительной техники, Европейской ассоциации обработки сигналов, Всемирного обще-
ства Бернулли по математической статистике, Белорусской статистической ассоциации (ее организатор, 
а с 1998 по 2008 гг. – руководитель), шести редколлегий зарубежных и пяти республиканских научных 
журналов, в том числе издания «Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматыч-
ных навук», редактор 25 сборников научных статей, главный редактор «Журнала Белорусского государ-
ственного университета. Математика и информатика», заместитель главного редактора периодического 
межведомственного научного сборника «Проблемы защиты информации», организатор двенадцати меж-
дународных научных конференций «Computer Data Analysis and Modeling», председатель Программного 
комитета четырнадцати международных конференций «Комплексная защита информации». 

За высокие достижения в области науки Ю. С. Харину присвоено звание Заслуженный деятель на-
уки Республики Беларусь (2010 г.). Он удостоен звания лауреата Государственной премии Республики 
Беларусь в области науки и техники за цикл работ «Распознавание и анализ стохастических данных 
и цифровых изображений» (2002 г.), Премии им. А. Н. Севченко (1997 г.). Является Отличником обра-
зования Республики Беларусь (1999 г.), Заслуженным работником Белорусского государственного уни-
верситета (2013 г.), награждался Почетными грамотами Совета Министров Республики Беларусь, 
Государственного комитета по науке и технологиям Республики Беларусь, Министерства образования 
Республики Беларусь, НАН Беларуси и др.

Глубокие научные идеи, высокий профессионализм и организаторские способности, культура обще-
ния, принципиальность и трудолюбие обеспечили Ю. С. Харину авторитет талантливого ученого и руко-
водителя, чуткого и доброжелательного человека. 

Научная общественность и редколлегия журнала сердечно поздравляют Юрия Семеновича с юбиле-
ем, желают ему крепкого здоровья и дальнейших творческих достижений.

Отделение физики, математики и информатики НАН Беларуси,
Институт математики НАН Беларуси, 

Объединенный институт проблем информатики НАН Беларуси,
Белорусское математическое общество
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